Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  prcscrvod  for  gcncrations  on  library  shclvcs  bcforc  it  was  carcfully  scannod  by  Google  as  pari  of  a  projcct 

to  make  the  world's  books  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  cultuie  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  flle  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthefiles  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machinc 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encouragc  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogXt  "watermark"  you  see  on  each  flle  is essential  for  informingpcoplcabout  this  projcct  and  hclping  them  lind 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  speciflc  use  of 
any  speciflc  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  mcans  it  can  bc  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

Äbout  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organizc  the  world's  Information  and  to  make  it  univcrsally  accessible  and  uscful.   Google  Book  Search  hclps  rcadcrs 
discover  the  world's  books  while  hclping  authors  and  publishers  rcach  ncw  audicnccs.  You  can  search  through  the  füll  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


IJber  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Realen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfugbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 
Das  Buch  hat  das  Uiheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nu  tzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  Partnerschaft  lieber  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.     Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.     Nie htsdesto trotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  veihindem.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 
Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  Tür  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  fürdieseZwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-MarkenelementenDas  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.  Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppcn  zu  erreichen. 
Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter|http:  //books  .  google  .coiril  durchsuchen. 


'/ 


Archiv 


der 


Mathematik  und  Physik 

mit  besonderer  Rficksicht 

auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  ao  hö 

Unterrichtsanstelten. 


Herausgegeben 


▼OD 


Johann  AUgwut  Gruneri^ 

Prtfeuw  u  CrabvaM. 


Dreissigster  Tbeil. 


Mit  «ehl   llthograpbirtoa  Tafeln. 

Greifturald. 

C  A.  Koch's  VerlagsbuehhmdliRg» 
Th.  Koaike. 


lüa-jf 


InlialtiYeneidiiiiM  des  drffliiijytoii  Tlioita. 


ffr.  Ur 
hktmitmmg.  Adt   8«il«. 

IV.    U«lMr4kABll5aBBgderGI«Idi»igeo4ardilfilM* 

nmg.    Von  diMB  Herausgebor L  64 

VL  Note  Nr  laMgnUlöa  ier  Haearen  pUHircailal- 
gteichaag 

Von  barm  Simon  SpÜior,  Pi<dfoeeor  ander 
HäadeU-Akademie  in  Wien  ••/..••    L  7« 

VII.    Entwickeinng  dee  /»ten  DifferentialqnoCieatea  Toa 
y'z=:t^»'i^.    Voa  Herrn  Simon  Spitier,  Pro- 
feetor aa  der  Handele -Alcademie  la  Wiea«  .    I.  79 
VIII.    Daretellnng  dee  nnendlichen  Keitenbracbe 

.+ — ■  > 

«+1+ 1 — - 

in  geeeiiloeeeaer  Form ,  nebet  aaderea  Hemer 
fcnagen.    Von  Herrn  Simon  Spitier,  Prolbe- 
sor  aa  der  Haadele- Akademie  in  VTIea    .    •    L 
IX.    Bemerbang  lor  Integration  der  Gleichaag 
X\dx  \ x^iixi  -f" sc%dx^  -^  xdx^  =  0. 
Von  Herrn  Simon  Spitier,  Profeeeor  aa  der 

Haadele- Akademie  in  Wien I. 

IL VII.  lieber  eine  Ton  tranecendenten  Operationen  nieht 
abbiegende  Formel  lar  Anfiftenng  dee  irredn- 
clblen  Falle  bei  dea  cnbiecbea  Gleicbnngen.  Von 

dem  Ueraaegeber IL         186 

XIIL    lieber  eiaen  Sati  Toa  gaaiea  Zablea.    Von  Herrn 

Doctor  Dnrige  in  Zürich .    II.  166 

W.  Beweie  dee  Ton  8chl5mileh  Arehir  Bd«  XII. 
No.  \X\V.  anfgeetelUen  Lehrtatiee ;  —  über  die 
Ableitnng  dee  DiffereaiiaU  Ton  log/*«;  und  — 


Nr.  4er 


U 


Heft   Seite. 


aber  eise  ellgeoMiBe  Aalgabe  aber  die 

neo  TOB  Abel.  Voo  Hem HefnUh  Dr.  T.  Clau- 

X%\.    Ueber  Awm  Wertb  diet  Integrele  C  *  ~^ 


rfr. 


II. 


III. 


IV. 


wene  m  vnd  ii  petidre  |C«bm  Kehle«  eiedl  and 
^    .  «Ii>ii  oder  01  =  11  ist    Voe  Hern  ProfeMor 

Dr.  F.  Bl.ii^fi^g.  M  der  UiiiTereilit  m  JP^^rjfA.t,  II,         171 

•  )^  X  V.    Mkx  einfache  BecÜepfBong  eiaee  bekaaatea .  la- 
tegraia.,,yoi|Herrp  Friedrich  Oja««.  Kaip-. 
didatea  der  Maüieaiatilc  la  Greif swald    •    •    II« 

\XV.  Zwei  gaate  Zahle«  «a  fiadea,  deren  9"®^^^ 
oder  VerhilteiM  ihrer  tMflTereaa  gleich  l«L  Vea 
dem  Heraaegeber  •    •    «    •    ., ..    •    »    •    •    II« 

11 V«    BeriebÜgaag  aa  der  Abhaadlaag  TfaL  VI.  Nr«  L 

Vea  deai  Heraaegeber    •••••..••    II. 

11 V.  Ueber  die  Kiarichtang  der  Gaoee'flGhea  Tafefai 
aar  Berechaaag.  der  Logaridimea  dav  Saauae 
oder  Differeai  iweier  ZalUen,  die  aicht  eeibeC, 
•ondera  aar  dnreh  ilire  Legarithmea  gegebea 
•iad.  Vea  deai  Ueraaegeber.  ••  v  .  •  .  Ii« 
IXVUI.  Ueber  eiaige.  hoittoiBl^  Intdgrale.  Vea  Herrn 
PrefaMor  IHr«  J«  Dieager  aa  dar  poljlecliai- 
«cliea..8diale  aa  Garlerohe     ••.••«    111^ 

1\X.  Ueber  swei  boMadere  Methodea  der  Awiehaag 
der  Qaadraftvarael»  aiit  baeaaderer  Rüduicht 
aaf  die  V^ieaeta  de«  ItaKeaitehea  BlaÜiemati* 
kere  Pietro  Aateaio  Cataldi,  wahfcadiebi* 
lieh   de«   ertlea  Erfiadere   der  Katteabräelie. 

Vaa  den  Heraaageber HL        975 

IIXI.    Note  »ar riatdgffatioB  dee  d^aatioa«  dlfffeeatiellee 

«  ' 


UI 

Kr.  dar 

ParllaMlMiB>tekaM««niiHHud««M|{U^i 

MÜfM«  i  VämUmim  Btgfal*  4  D«Ift  . (U.       SM 

UUUV.    ItanlalliiiiK  4m  .n^M^lhjh«»  EatMbnehM 

l,  +  l  +  _^-^ ^ i -^ - 

««+»  + ^ = i 

ia  i^MchloMener   Foroi.     Von"  Herrn   SI  !■'•■' 
Spitior,  ProfMtor  an  iler  Handelt -Akadml« 

in  Wien .../••    Hl.       MI 

XWV.    Inte^ratloa  der  pnrtfellen  DUremUnlgieidkimg 


Vm  Hem  Simon  Spitior,  Profaeior  nn  de» 

Hnndeb- Akademie  to  Wien  .......    Ol.       Sa6 

X\1LVI.  lioicIMe  gaai  elementare  Sammimag  eiaiger 
ReÜMn  und  daraot  abgeleileter  einlacker  Beweie 
den  liln'oml«clien  Lehrtataet  fir  negative  gaaaa 
Eipoaeateaifcur  Anlnalime  In  den  matliematitdieB 
Sdinlaaierriclit,  oder  Wtnigetent  inr  Beiintiong 
liel  demeelben.   Von  dem  Heraiiigeber    •    •    HI.        116 

XXl^IX.    Beweie  des  Fermaftchen  Satiee  Toa  dea  Prim- ' 

Bahlea  aach  Caaeliy.    Voa  dem  Heraaegeber    Ilf .        167 
XlälL    EiafMlie  Herleltang  des  Gant«'  toben  A  nedracbt 
f&r  PQ»),     Von  Herrn  Dr.  Zehfntt,   Lebrer 
der  Natbematik  und  böberen  Mecbanik  in  der 


hSberenGewerbetehole  an  Darmttadt.    .    •    IV.         441 
XLOL    Voa   der  Anflotbarkeit   der   ganaen  ratlonalea 
FnakHonen  »ten  Gmde«  In  Faktoren.   Von  Herrn 

Dr.  Am  Ende  an  Caagentalsa IV.         44Ü 

%hV,  Veracbledene  Sfttae  und  Retoltate.  Voa  Rerm 
ihr.  Zebfntt,  Lebrer  der  Matbenintik  undbdbo* 
ren  Mediaalk  aa  der  boherea  Gewerbetcbnie  an 
Darmttadt  • IV.        465 

■      ■  '        *  ■ 

Geometrie. 

11.  Ueber  den  Flidieabbalt  in  oder  um  eine  Ellipte 
betcbriebeaer  Dreiecke  aad  Vierecke.  Voa  dem 
Herautgeber     • •.•••.    I.  .11 

\.    Merkwürdige  Conttmctioo  det  grötttca  in »  und 


IV 

Nr.  d«r 
übbailäif.  Heft   Smbm. 

•Aa  Twi  gvgdMli*  MCMunhl«'  Vm  ivm  H«r- 

•Btgeher •••••!•  84 

XIL    D«r  Sftte  voB  Gotes»  «af  di«Ellipao  erwcitoffC.    . 

Tmi  dlem  Herftn«geb«r  .    •    m  ■ I.  104 

XIIL    Der  Sali  dlet  Plolemif  s,  uf  die  Ellipie  eiw 

weitert    Von  Aem  Heraatgeber I.  109 

XIV.    Rein  geometrUche  Auflösung  der  Aufgabe  Ton  der 

Dreitheilung  dee  Winkele.  Von  Herrn  J.  T  i  e  1 1 , 

GyninMinllehrer  sn  Koniti  in  Weetpreneeen    L.  114 

XV.    lieber   den    körperlicben  Inhalt  eehief  abge- 

sclinillener    dreieeidger '  Priemen.      Von    dem 

Heranegeber I.  IIA 

XV.  PemonetraÜo  theoremn(ii  Fermatii«  (VId.  Tom. 
XXVII.  p.  lie.)  Auct.  Dr«.  Chrietiano  Fr. 
LIndmnnt  Lect.  Strengneeenti     ....    I.  120 

XVI.  Die  orthogonale  TrancTereale  und  die  Brem- 
linie  der  nnrnckgeworfenen  Strahlen  finr  die  ge- 
meine Cjdoide,  wenn  die  einfdlenden  Strahlen 
der  Axe  derselben  parallel  eindi  und  fnr  di^ 
logarithmieche  Spirale,  wenn  die  eiofalleaden 
Strahlen  Tom  Pol  dereelben  aoegehen.  Von 
Herrn   Friedrich    Gante,    Candidaten    der 

Mathematik  an  Greifewald U.         191 

■ 

XX1L    Methode  nouTelle  de  diicneeion  dee  lignee  et  * 

Burface«  du  eecond  ordre.  (Methode  des  i ectione 
plenee.).  ParMonsieor  Georges  Oottor,  Doo- 
tenr  hu  seiences  mathömatiqnes,  Membre  de  la 
SociM  des  Sciences  et  ArU  de  Tlle  de  la 
R^nnion  (Mer  des  Indes)  k  Saiat-Denis 
de  la  R^nnion II.  186 

XXm.  Methode  rapide  poar  öcrire  les  ^qnations  ans  axes 
des  lignes  et  snrfaces  dn  second  ordre.  Par  Mon- 
sieur George«  Dostor,  Docienr  is  scieneee 
math^netiques ,  Membre  de  la  Soci^t^  des  Seien- 
ces et  Arts  de  l*i!e  de  la  Rdnnlon  (Mer 
de»  Indes)  4  Saint-Denis  de  laR^nnien    II.  209 

XXIV.     Nene  Methode  die  EHipse  xu  reetiflelren.'    Von 

dem  Heransgeber •    •    •    •    .    II.         9is 


V     • 

Nr«  im 
immümmg.  VUi^\MtH. 

nv.    Mi  MM   — tliiwitiMlin    PiWMkMp,     Von 

HemBr.  Q.Zohf«««^  htüum.mimhUknm 

€>ew«fffcMdial«  sq  DttfMaUai  .    .    •    .    .    •    W.         f» 

l\Vl.  Ueb€r  Ite  RelftÜM ,  4{e  iwInIi«  tat  AbMlmil- 
teo  der  Seiten  eioM  ÜNiedce  bMidiC,  welche 
dareh  eich  ia  eiaeM  Pmkte  eeliaeWeade  Qtnäm 
gebildet  werdea*  ¥•■  Heini  Deetef  Dvr^ge 
!■  Zdrieli     .........   ^    ...    Ul.       141 

\XVIL  Einige  Beweise  dee  FernnrefOien  C^ktentiet. 
(ArchlT  Theil  ILXVII.  Heftl.)  Ton  Rem Doe- 
tor  H  e  { n  e  n ,  Direetor  der  Renleclinle  sn  D  fi  •  - 
•  eldörf .//.';   ni.       IM 

XlLlCn..  Lnmarle*«  ConetrneÜon  dee  Krfiainiungtkrei- 

■ee  der KegelechnitCe.  Von  dem  Heranegeber    III.        196 

XXXIil.  Untertuclinng  derEvoInCen  derCjklofden.  (Ohne 
Anweadong  der  Differential -Rechbnn^.)  Voa 
Herrn  Radolph  Lang,  Hfirer  der  Technik 
an  BrAnn  ' III.        31» 

IXlLVn.  lieber  dac  girSacte  In  nnd  dae  kleine to  ön  elhci 
EUipee  beechrlebene  TIeleek  Ten  gegebener  Sei« 
tenaabl.  Schreiben  dee  Herrn  Profeeeor  Simon 
Spitaer  an  der  Handeb- Akademie  sä  Wien 
aa  den  Heranegeber «    HI.        SSI 

XXlVni.    Stereographitehe  Projeetioa.  Von  Herrn  Profee- 

eor  Dr.  Uele  an  Mnneter IIL        354 

XXXIX.  Geometriecher  Lebreats.  Von  dem  Herane- 
geber  in.        356 

XL.    Nene  Darttelinng  der  Theorie  der  Bernhmng  nnd 

Krümmung  der  Cnrren.  Von  dem  Heranegeber  IV.  361 
XLI.  Ueber  drei  geometrieohe  Anfgabea  nnd  über  eine 
Eigenechaf t der  Ellf pee.  Von  Herrn  Otto  Boh- 
len sn  Sola  am  Neckar  In  Wärtemberg  .  .  IV.  434 
XLIV*  Nene  merkwürdige  Formel  ffir  dea  körperlichen 
Inhalt  eehlef  abgeeehnitteaer  Priemen ,  mit  be- 
aeadeter  Rfiekeieht  anf .  die  wiohtlgen  Anweadna« 
gaa ,  waldba  eich,  .tob  dereelbeB.  aar  Bfi^a^nng 
der  aalkotragendan.aad  abaatrageadea  JSrdk6r- 
per  bei  Biaeabahabaatea,  WJeeanaalagea  aad 


VI 

Nr.  flier 
AMtfiADiig.  UtiL    Saite. 

ftllM  MliralllnmgtnrMlM  «Meli«»  Iotmil    V«b 

iton  Beraotgebcr  ••••••....    IV.        453 

UVIll.  Ueber  dien  FlicIiMialiftll  oUiptiMlMr  8ettow, 
Me  lliM«pltee  tolfitl0lpiMkl«dltrEUIpM|  iMbcn. 
VoD  ftooi  Berlfc«»geb«r IV.        47« 

\LVUL  fiMhlrair  •^  B«riditlgmg  s«  der  Abluuidliiiig: 
Usier  äU  BMtiMawig  dcor  DirMiriztn»  Bnui- 
punkt«  oad  Charskteffitliben.  oder  Dvtenniiian- 
IBB  der  Linie«  de«  swpitea  Grtdee  in  Allge- 
meioen  ia  Tkl.  UV.  Nr.  XXIL  Voa  dem  B er- 
•  negeber IV.        474 

^LVIIL  Sehreiben  dee  Berm  Profeeeor  Dr.  König  nm 
KneiphSfieehea  Gjnnn«losa|LönigebergtPr. 
an  den  Ilemnageber  ober  einen  einfachen  Be> 
weit  dee  in  Befl  BI«  S.  955.  bewieeenen  geone« 
trieehen  LebreaU IV.        479 

Trigonoihetrie. 

XVBI«  Ableilong  der  Grondforneln  der  Trigonometrie 
in  Töllig  allgemeiner  GnItigbeU  mif  den  Elcmen- 
tea  der  Coordinatenlehre.  Von  Vlemi  Profeeeor 
Dr.  Ton  Riete  an  der  UnlTenitftt  in  Bonn  •    11.  143 

ILXXII.  Ueber  die  Genaaigkeit,  mit  welcher  maa  statt 
der  Tangente  oder  dee  Sinne  den  Bogen  oder 

■  ■  .  *  ■ 

Winkel  eetien  darf.    Auaiag  ane  efaiem  Briefe 
aa  den  fleranegeber  von  Berm  Profeeeor  Dr. 

Wolfere  in  Berlin  111.        85^ 

XLVI.  RAgle  mnteoniqne  ponr  dcrire  lee  fermnlee 
de  Delambre.  Par  Moneienr  Georgee  Do- 
attfr,  Doctenr  Ae  sdencee matbtoallqnee,  Mero- 
bre  de  laSocidtd  deeSciencee  et  Arte  de  l'Ile 
de  In  Renalen  (Her  dee  Indee)  b  Saint- 
Deaie  de  la  Bdnnlon     .:......    IV.        467 

Praktische  Geonetrie«. 

UIV.  Hone  merkwirdigeFafmel  IfirdeaUffparKehea 
TiAall  ecPiief  abgeednrifteaer  Pilemea,'Mll  be- 
aoadwer  Udceieht  aaf  Ae  wldkCfgea  Avwea- 

Aiagm  9  Wncae  etcn  tob  wataiMl^a  mir  Dafeen* 


yu 

Nr.  d«r 
Abhaadlimt.  UßfU   Smip. 

muiir   4er   n»fb»itgi«<q«  ;■»»!•  alwuilgf  fii» 

Krdlüirper  bei  GMrabAbslMAU»,  Wj— <niBpl»gtni 

nad   iiUea  XiTellinmgtBiibfiteiiL  loi^hea  lM«ep« 

Vos  dem  Herausgeber.    •••••.•    IV^         4&3 

0  P  ^  >  ^• 

(S.  Geometrie  Kx.  >^VI.  Heft  II.  9.  )S1.  osd  Phx- 

•ik  Nr.  Xi.  Heft  LS.  99.) 

Physik. 

I.    Ueber  die  geomeUria^en  E2iflre|Mrhaf)ta|i  der  gra- 
vica«  arreleniirix  Newton'«   und   ihre  Conee- 
qiirnx<*n  for  die  Atomenlehre.   Voa  Herrn  Doctor 
Fr.  W  K.  Genaier,  Pattor  tu  Grotinöleoa 
im  Grotthersogthame  Saeheen- Weimar  .    •    U  1 

V.     Vfirgleirhang  der  drei  Summer  Ton  1842,   I84tf 
und  1857  in   Berlin.     Von  Herrn  Profeeeor  Dr. 
J.  Ph.  Wplfert  xn  Berlin  .    ......    L  7.1 

\1.    Zur  Theorie  der  Ueiigungseradbcjaiuigen»    ^'m 
Herrn  Dr.  Zehfnae,  pr*tTiaori«€hem  Lehrer  der 
Mathematik  und  höheren  Mechanik  an  der  höhe- 
ren'Gewerbeaehnle  an  Darmetadt      ....    I.  9S 

\\l\.  Das  mechanieche  Aequivalent  der  Wim«  vad 
■eiae  Beden tnng  in  den  NatorwiMentchaftea.  Ein 
Vortrag  gehalten  bei  der  feierlichen  Sitiang  der 
k4i«erl.  Akademie  der  WiMenech.  (xn  Wien)  am 
M.  Mai  1866  vom  PrÄNidenten  der  Akademie  Herrn 
Dr.  Andre  MS  Freiherm  von  Baumgartner 
XU  Wien III.         861 

Ue^chichte  der  Mathematik  uud  Physik. 

IM.     In<;uetin   Lonie   Cauchy.     (Cxtraiu  d*nne 

littre  de  M.  Biut  4  M.  de  Fallunx.)   ...     I.  4« 

Ucbuiigsaafgabeii   für   Schuler. 

\L%II.     W'w  beweist  man,   d4ii< 

f^  ^  ir(a:)aj:  =  l\^i'»  +  plp-pt 

f«4r  HtirrM  Ur.  Zefiffie«  au  Darnmiadi    .     .    \\.  ^^^ 


VUl 

JVr.  Her 
AbhaiiilliHii;.  Heft    S«iie. 

XLV1L    Gmiai««rliclMi  AvfgftbeTsaHemi  Otto  Bökl«B 

:sa  8«ls  ••  N.n  Wirtenberg IV.         46» 

XLVU.    AnfloeiMg  der  drei  Gleichaogen 

(a-  ä)(6— y)  =  i, 
(ai-Ä)(4|-y)  =  2, 

Ton  dem   Herantgeber IV.        470 

Literarische  Berichte  *)• 

CKVll.    \' .  I.  1 

CICVIII.    " If.  I 

CXIl.  •• III.  l 

CXX. IV.  l 

•  ■  ■  ' 

t 

*)  Jede  eiaselee  Kammer   der  LilererUchen   Berielite  let   für  Aich   h«- 
•ondere  paginlrt  tob  •  Seite  t  es. 


*         • 


.  \ 


t 


I. 

Ueber  die  geometrischen  Eigenschaften  der  gravitas 
acceleratrix  Newton's   und   ihre   Consequenzen   fSr 

die  Atomenlehre. 


Von 


Herrn  Doctor  Fr.  fV.  K.  Gensler, 

PwMow  um  GroASBÖlaeo  Im  GroMhenogthame  Saehaen-Weiinar. 


NewtoD  0chlo88  aus  den  Keppler* sehen  Gesetzeii  der 
Planetenbewegong»  dass  die  Schwere,  mit  welcher  Terschiedeiie 
Hasseo  sa  einem  vnd  demselben  Centraikörper  streben.  Im  umge- 
kehrten Verhältnisse  ihrer  qnadrirten  Abstände  vom  Gravitations- 
centroro  stehe.  Denkt  man  sich  also  um  das  Gravitationscentrum 
mit  beliebigeo  Halbmessern  Kugelflächen  beschrieben»  so  bleibt 
die  Schwere  fflr  jeden  auf  einer  dieser  Kugeiflächen  liegenden 
materiellen  Punkt  dieselbe,  und  ändert  sich  nur  von  einer  Kugel- 
fläche Bur  andern ;  eine  Eigenschaft,  welche  eine  naturgesetzliche 
Abhängigkeit  der  Schwere  von  der  Ausbreitung  des  Raumes  um  das 
Gravkationscenflrum  anzeigt.  Diese  rein -geometrische  Bedingtheit 
der  Schwere«  welche  Newton  in  der  defin.  Vlil.  seiner  Princ. 
phil.  natur.  mit  den  Worten:  »«viro  acceleratrfcera  ad  iocum  cor- 
poris (licet  referre)  tanquam  eflßcaclam  quandam  de  ccntro  per 
loca  singala  in  circuitu  diffusam  ad  movenda  corpora^  quae  in 
\gtAm  BüM'*  andeutet,  theilt  der  Schwere  Eigenschaften  itflt^  die 
«be  besondere  Betrachtung  verdienen,  indem  sie  namentlich  aiff 
die  Berechtigung  der  atomistischen  Theorie  der  Körper  ein  uner* 
warttttes  Licht  werfen. 


I  ; 


Cm  aber  der  Betrachtung  der  geometrischen  EigenscbafteD 
der  Schwere  die  nöthige  Schärfe  zu  geben,  erscheint  es'zweefe* 


Th«U  XXX. 


S     Semier:  (Jeder  die  geometrUeken  Eigenschaften  der  graHidu 

•  •••  ••••    »•    ••••,» 

mftssiff,  d6a:  Begriff  ^ifier*lSc|iw^ra€9pacitSt  eines  Raumes 

eiozafllhren;  ^o'idass  hhtef  der  STcüwerecapacität  eine«  Rauinthei- 

lea  die  Quantität  der  Schwere  oder  die  Summe  alier  Sollicitatio- 

nen   verstanden   wird,    welche  demselben   vermöge   einer  darauf 

bezogenen  Centralmasse  zukommt ,  sobald  derselbe  von-  wägbarer 

Materie  lückenlos  erfällt  ist.     Der  Begriff  der  Schwerecapacität 

eines  Raumtheiles  geht  daher  sofort,  in  den  Begriff  der  in  diesem 

Ranmtheile  wirklich   thätigen  Schwere  Ober,    wenn  derselbe  mit 

schwerer  Materie  wirklich  erfüllt  gedacht  wird. 

Die  Continuität  der  mathematischen  Theorie  bringt  es  übri- 
gens mit  sich,  dass  man  nicht  bloss  die  Schwerecapacität  von 
Raumtbeilen,  sondern  auch  von  Flächen,  Linien  und  Punkten  zu 
berücksichtigen  hat,  wie  ja  auch  die  Statik  ihre  Theorie  nicht 
auf  schwere  Körper  beschräbkt,  sondern  dieselbe  auch  auf  schwere 
Flächen,  Linien  und  Punkte  erstreckt. 

Um  die  Schwerecapacität  eines  Ranmtheils  oder  Volumens 
der  Rechnung  zu  unterwerfen,  kann  man  die  Summe  der  in  allen 
Punkten  möglichen  Sollicitationen  der  Schwere  mit  der  Quantität 
einer  Flüssigkeit  vergleichen ,  deren  Dichtigkeit  sich  von  Punkt  zu 
^nkt  nach  demselben  Gesetze  ändert,  wie  die  Intensität  der 
SoUicIlationen  der  Schwere. 

Ist  also  k  die  8chv?erecapacität  eines  Punktes,  welche  nach 
gegebenen  Bedingungen  veränderlich  and  als  das  Element  der 
Seliwerecapacität  des  ganzen  Volumens  gedacht  werden  soll ;  Ist 
femer  K  die  gesuchte  Schwerecapacität  des  ganzen  Volumens 
and  e  das  Volumen  selbst,   so  hat  man 

K  =  Jffkdh>.  (1) 

Bedenkt  man  nun,  dass  die  Schwerecapacität  aller  Punkte,  welche 
eaf  derselben  Kngelfläcbe  liegen,  ftlr  alle  gleich  sein  soll,  so  bie- 
tet eieh  zur  Integration  von  (I)  ein  System  von  Polarcoordinaten 
diyp,  deren  Pol  mit  dem  Gravitationscentrum  zusammeaßUlt.  Ist 
daher  ^  der  'Winkel,  welchen  der  radins  vector  r  mit  der  Axe 
der  4rf  nnd  ^  der  Winkel,  welchen  die  durch  den  radius  Tcy^tor 
wd  die  Aze  der  »  gelegte  Ebene  mit  der  Ebene  der  A^'  ;der 
«I  09d  fß  macht,  so  hat  man  bekanntlich 

SV^srSsin^ard^dV'.  (2) 

Nimmt  man  nun  mit  Newton  an,  dass  die  VeränderUchkeit  von 
A»  ••  weit  sie  sich  anf  ein  und  dasselbe  Gratitatienscentram  be- 
rfeht*  dordi  die  Relation 


flffiimirfrfT  Newton' $  u.  ihre  C^ae^ietmn  f&r  iUe  Atomeniekre.% 
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«vrio  g  die  Scbwerecapacität  eines  Punktes  in  der  Eioheit  disr 
Xotfitroong  vom  Gravitationscentrum  ist«  vollständig  gegeben  sei» 
ao  wird 

K^gJffBxu^^h^hUf.  (3) 

Soll  beispielsweise  die  Scbwerecapacität  einer  Kugel 
▼om  Radius  r,  dereh  Mittelpunkt  mit  dem  Gravitationscentrum 
siisammenf&llt,  gefunden  werden,  so  ergiebt  sich  aus  (3),  well 
fdr  von  den  Winkeln  O  und  i/;  unabhängig  ist, 

K=igr.Jfsm^d^hHf. 

Dieses  Integral  von  0  =  0  bis  0=^  und  dann  von  if;=:0  bis 
^  =  2«  erstreckt,  giebt  dann  als  Scbwerecapacität  der  Kugel: 

K  =  ingr.  (4) 

Die  Scbwerecapacität  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  das 
Gravitationscentrum  darstellt»  steht  also  im  geraden  einfachen 
Verbiltnisse  ihres  Radius  oder  der  Kubikwurzel  ihres  Inhaltes* 


{.  3. 

Die  Scbwerecapacität  eines  Volumens  v,  dessen  Ausdehnung 
in  der  Richtung  der- Gravitation  im  Verhältnisse  zu  seinem  mitt- 
leren Abstände  r  vom  Gravitationscentrum  für  unbeträchtlich  gel- 
ten darf,  SQ  dass  die  Schwere  innerhalb  dieses  Volumens  fSr 
eonatant  genommen  wird,  ist  dem  Volumen«  einfach  proportional. 

Denn  noter  diesen  Bedingungen  ist  A;=^  constant,  aUo  aus(I): 

K=:kt>.  (5) 


5.  4. 

Die  Geschwindigkeiten  c,  c',  welche  zwei  ScbwerecapacHtlefL 
mar  die  ihnen  entsprechenden  wirklichen  Schwefeqaairtitätei^ 
A,  k^  von  eonstanter  Intensität  den  Massen  m,  m',  deren  abse^. 
hte  Dichtigkeiten  df,  d'  nnd  deren  Volumina  v,  e'  sind,  mitthei- 
fen,  dnd 

c:c'  =  j:2p.  («) 

1* 


4     ^tM$Uri  Ikbtr  die  f^omeiritokm  Einnackmflm  der  grmOiäM 

Es  Terhält  sich  offmlicb  die  Somme  der  in  einer  MckeDloeen 
'  ÜMse  iii5gKcheii  Sellicitationen  der  Schwere  bei  innerhalb  des 
Tolaniens  constanter  Intensität  der  Schwere  wie  das  Prodoct  der 
censtahten  Schwerecapacitflt  eines  Punktes  in  das  Yolonien  der 
Masse  ($•  3.) ;  die  auf  die  Massen  m,  m'  wirkenden  Schwerkräfte 
sind  also  kv  und  Vv'.  Es  verhalten  sich  aber  die  von  zwei  Kräf- 
ten in  gleichen  Zeiten  erzeugten  Geschwindigkdten  zweier  Mas- 
sen gerade  wie  die  Kräfte  nnd  umgekehrt  wie  die  bewegten  Mas- 
sen (Euler,  Mechan.  Petersb.  1755.  tom.  I.  prop.  16.  coroll.  % 
S.  55.}.  Daher  ist 

c:c'  =  ~:— r»  P) 

oder,  insofern  msed,   m'^v'd'  lat, 

Zusatz  1.  Aus  (6)  ergiebt  sich  als  Verhältnissgleichung  der 
Sebwisrecapacitäten  und  daher  der  Schwerekräfte  selbst: 

kxV^cdic'd',  (8) 

daher  bei  gleicher  absoluter  Dichtigkeit  der  bewegten  Massen: 

*:A'  =  c:c'.  (9) 

Also  nur  dano>  wenn  zwei  von  der  Schwere  bewegte  Massen 
gleiche  absolute  Dichtigkeiten  haben,  verhalten  sich  die  treiben- 
den Schwerkräfte  wie  die  in  gleichen  Zeiten  erzeugten  Geschwin« 
digkeiten. 

Zosats  2«  Das  Corollar.  6.  zur  lex.  III.  in  Newton's  Princ« 
pbiL  natur.  gilt  also  nur  bei  gleichen  absoluten  Dichtigkeiten  der 
bewegten  Massen ;    dazu  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken : 

Newton  unterschied  bekanntlich  die  Schwere  nach  drei  Ge- 
sichtspunkten der  theoretischen  Betrachtung  in  die  gravitas  abso- 
luta, motrix  und  acceleratriz.  Mit  der  gravitas  absoluta  bezeichnet 
er  die  Intensität  der  Schwere,  sofern  sie  von  der  Masse  des 
Centralkdrpers  bedingt  ist ;  mit  der  gravitas  motrix  das  mechanische 
Moment  der  durch  die  Schwere  bewegten  Masse  oder  auch  das 
Gewicht  derselben;  mit  der  gravitas  accelerätrix  den  Quotienten 
a«s  der.  von  der  Schwere  bewegten  Masse  in  das  meehaniische 
Moment  derselben,  oder  in  die  gravitas  motrix. 

Demgemäss  schliesst  Newton  bei ^ der  Betrachtung  der  gra- 
Titas  •aeeeleratrix  sowohl  die  RQcksicht  auf  die  Masse  des  Gra- 
ntaifoiiseeDtnims,   als  des  von  der  Schwere  bewegten  KOrpers 


0    ßensier:  Veber  die  geameirischen  Eigenschaften  der  greniUm 

Mathematiker  y  die  der  Newton 'sehen  Auffassong  der  gravitaa 
acceleratriz  treuer  bliehen»  wie  Leonhard  Euler,  der  nur 
Nameo  ftnderte  (Mechanica,  tom.  L  $.  263.),  d' Alembert» 
das  Element  der  Geschwindigkeit  an  die  Stelle  der  GfeaeknlB- 
digkeit  selbst  setzte  (Dynamique,  part.  I.  $.22.),  ferner  La- 
grange, Laplace  u.  A.  haben  gegen  die  geometrischen  Eigen- 
schaften der  Schwere  gefehlt,  indem  sie  voraussetzten,  dass  die 
letzten  Elemente  der  Kurper  von  verschiedener  Dichtigkeit  sefai 
konnten,  was  bei  der  Abhängigkeit  des  Gesetzes  (9)  in  §,  i,  tob 
dem  unter  (8)  dargestellten  durchaus  unstatthaft  ist  und  auch  der 
ausdrOcklichen  Annahme  Mewton's  (Princ.  ph.  nat«  lih.  III, 
prop.  6.  corolL  3.)  widerstreitet.  So  schreibt  Leonhard  Euler 
In  der  Mechan.  tom.  I.  cap.  2.  §.  139.  schol.:  „Poncta  vero  ea 
Inter  se  aequalia  censeri  debent,  non  qoae  aeque  sunt  parva,  sed 
in  quae  eadem  potentia  aequales  exerit  effectus^',  und  Laplace 
In  der  M^canique  cel.  part.  I.  livr.  L  chap.  3.  §.  13.  sagt  gaoi 
fibniich:  „Ce  que  nous  venons  de  dire  suppose  que  les  co^s 
sont  compos^s  de  points  mat^riels  semblables, ....  Mais  ü  iü 
possible,  qu'il  y  ait  des  differences  essentielles  entre  leurs  rool^ 
cules  integrantes.  Ueureuscroent  on  peut  sans  craindre  aucone 
erreur  en  faire  usage,  pourvu  que  par  points  niat<$riels  serobjables 
on  entende  des  points  qui  se  choquant  avec  des  vitesses  Egales 
et  contraires  se  fönt  mutuellement  röquilibre,  que  soit  leur  nature.'' 

Ueherdies  hat  die  hier  hervortretende  theoretische  Gleich- 
stellung von  materiellen  Punkten  und  den  Masseutheilchen  der 
Körper  ohne  Zweifel  vorzSglich  mit  dazu  beigetragen,  die  Einsicht 
in  die  Bildung  der  Massen  aus  ihren  Elementen  zu  verdunkeln. 
Die  materiellen  Punkte  haben,  als  Differentiale  der  Massen  be- 
trachtet, vermöge  der  mathematischen  Contiuuität  ihre  gute  theo- 
retische Bedeutung;  sie  führen  aber  vom  einfachen  Element  Bon 
Ganzen  nicht  durch  Aggregirung  der  Elemente,  sondern  durch 
eine  genetische,  lückenlose  Constrnction ;  in  der  Form  des  Calcäls, 
also  nicht  durch  Addition  der  Elemente,  sondern  durch  Integratioo, 
die  nur  bildlicher  Weise  als  Summirung  bezeichnet  werden  kann. 
Die  Ph3r8ik  aber,  soweit  sie  die  Veränderungen  in  der  Gestalt  der 
Massen  hegreiflich  machen  will,  kann  ihr  Geschäft  mittelst  ent- 
sprechender Anordnung  der  'Massentheilchen  ansführen  und  bedarf 
flieht  einer  eigenthümlichen  Construction,  vermöge  deren  Theile 
einer  Masse  aus  einem  der  Materie  ungleichartigen  Etwas  so  er- 
zeugt werden  miissten,  wie  aus  einem  bewegten  Punkte  ein  be- 
grenzter geometrischer  Korper  hervorgehen  kann.  Sie  kann  sich 
daher,  wenn  sie  nicht  ohne  alle  Veranlassung  transoendent  wer- 
den wiH,  des  Begriffes  eines  materiellen  Punktes  oor  als  einer 
wiaMosehaftHchen  HIMsvorstellong  bedienen,   die  Im-  Gvebiele  ge^ 


m€€H9rmtrtx  Ntwun'M  u.  ikre  Cmue9um%€n  f»  4l€  Aicmenkkre.  7 


geUtiger  Operationen  ihr  gesunde«  Leben  und  ihre  reale 
Dtdinluug  hat;  ist  aber  weder  genOthigt,  noeb  Teranlaaat,  den« 

irfnen  phyaiseh- realen  oder  empirischen  Wertfa  beisoiegen. 
kann  der  Physiker  nicht  fest  geong  im  Auge  behalten,  wenn 
erden  eelt  Leibnitz  so  oft  wiederholten  Ansprflcheo  einer  so- 
gBvanalen  dynamischen  Natnrphilosophie  b^egnet»  welche  die  auf 
fanlaeävem  Grande  ruhende«  sicher  und  rastlos  fortschreitende 
Physik  in  die  Schicksale  der  immer  noch  streitenden  Philosophen* 
schalen  an  verflechten  versucht 


ö.  5. 

Nach  Newton's  vielfach  bestfitigten  und  erweiterten  Unter- 
iuchangen  der  planetarischen  und  der  Pendelbewegung  sind  die 
Fallgeschwindigkeiten  aller  KSrper  im  leeren  Räume  nach  gleichen 
FaUsetten  and  in  gleichen  Entfernungen  von  einem  und  demselben 
Graritationscentrum  gleich  gross;  desgleichen  verhalten  sich  die 
Hassen  aller  Körper  wie  ihre  Gewichte.  (Princ.  ph.  nat.  IIb.  11. 
prop.24  u.  Hb.  III.  prop.  6.  —  Bessel:  Untersuchungen  Aber 
die  Linge  des  Secundenpendels  in  den  Schriften  der 
Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  fOr  1830.) 

Fftr  gleiche  Entfernungen  von  einem  und  demselben  Gravita- 
tionneentram  folgt  also  vermöge  der  eben  angeRlbrten  Newton- 

sehen  Indactionen  ans  §.4.  No.  (6):  cic*  ^  -^i-^,  dass  c=ie\ 
also  auch 

1  =  1  (W) 

sein  mnss,  eine  Bedingung,  die  dadurch  erRint  wird,  dass  entwe- 
der k=^kf  nnd  zugleich  d  =  d'  genommen  wird,  oder  dass  allgemein 

k:k  =  d:d' 

ist.  Im  letztern  Falle  würde  bei  nfacher  Dichtigkeit  einer  lücken- 
losen Masse  auch  ihre  Schwerecapacität  die  nfache  von  der  Schwere- 
capaeitftt  eines  Korpers  von  gleichem  Volumen ,  aber  von  einfacher 
aheolater  Dichtigkeit  sein.  Da  nun  bei  nfacher  Dichtigkeit  d^r 
Masse  in  einem  und  demselben  Volumen  auch  nmal  mehr  Masse 
ist,  als  bei  der  einfachen  Dichtigkeit,  und  das  Gewicht  dem  Pro- 
tels  der  beschleunigenden  Kraft  oder  der  Schwerecapacität  in 
de  Masse  gleich  Ist»  so  würden  sich  die  Gewichte  solcher  Mas- 
verhalten  wie  mkm^mit  oder  wie  l:«',  also  .nicht  wie  .die 
selbst,  was  der  zweiten  der  oben  angeführten  indoeUves 
R^^eln  Newton's  widerspricht.  .:.  i>i 


8    6tn$ter  :■  IMer  dt€  gmmeiriichen  Etgemchafitn  der  grmpiUu 

Es  ist  also '  die  Aonahme  etoer  ApeeififleMem 
Schwereoapiacitftt,  der  gemäss  die  Gravitation  verschiedesar« 
tiger  Massen  gegen  eine  und  dieselbe  Centralmasse  verschiedene 
Intensitfitsgrade  haben  sollte,  nicht  zolässlg»  da  die  einsige 
Form  einer  specifiscben  Gravitation,  welche  das  möglichst  allge* 
meine  Gesetz  in  §.  4.No«(6)  als  denkbar  erscheinen  lässt»  wie 
eben  bewiesen  wurde»  der  Erfahrung  widerspricht. 

Bs  ist  also  für  alle  Massen,  so  weit  die  Newton*schen  und 
spätem  Inductiooen  reichen,  k^k*,  und  daher  ans  (10)  auch 
d  =  tl\  also  erwiesen,  dass  die  absoluten  Dichtigkeiten 
alier   Massen   von    einerlei   Grösse   sind. 


86. 

Mit  diesem  mathematisch  -  inductiven  Beweise  der  gleichen 
absoluten  Dichtigkeit  aller  Körper  ist  die  Thatsache  der  empiri- 
schen Ungleichheit  der  specifiscben  Gewichte  verschiedener  Masp 
sen  nur  mittelst  der  Annahme  zu  vereinigen ,  dass  die  Materie  die 
Körper  unter  deren  geometrisch  •  begrenztem  Volumen  nicht  Ificken- 
los  erffillt,  dass  sie  vielmehr  aus  einem  Aggregate  getrennter 
materieller  Theile  bestehe,  welche  in  allen  Körpern  einerlei  Dich- 
tigkeit haben,  so  dass  bei  allen  Körpern  absolutes  und  relatives 
specifisches  Gewicht  unterschieden  werden  muss. 

Es  sei  nemlich  die  allgemeine  gleiche  absolute  Dichtigkeit 
aller  Materie  d,  so  ist  die  Masse  m  eines  Körpers  vom  Volumen 
V  bei  lückenloser  Erfüllung  m^=:vd.  Ein  anderer  Körper ,  der  das- 
selbe Gewicht  bat  oder  eine  gleich  grosse  Masse  m  unter  dem 
Volumen  v'  enthält,  hat  dieselbe  absolute  Dichtigkeit  d,  und  es 
wäre  daher 

fo'd  =  vdf 

wenn  beide  Massen  ihr  Volumen  Ifickenlos  erfliilten. 

Wegen  der  Thatsache  der  Verschiedenheit  der  empirischen 
specifiscben  Dichtigkeiten  oder  Gewichte   der  Körper  wird  aber 

r'^9,   also 

(e±^e)d  =  ed  (II) 


sein,  woraus  db^i'-<'  =  0  folgt.  Da  nun  ^v.d  die  Masse  oder 
das  Gewicht  der  den  Raumtheil  ^9.  erfüllenden  Materie  darstellt, 
so  moss  dieses  Volumen,  von  dem  die  scheinbare  Verschiedea- 
beit  des  specifiscben  Gewichtes  oder  der  Dichtigkeit  der  Materie 
abhingl»  von  Materie  leer  gedacht  werden. 


acuiemrix  ifemion'$  u.  ihre  Cmueguemun  fiUr  iMf  AtammUekrt,  9 

Di«  bekaoote  Tbatsacbe,  daM  t^  nnter  dem  EiofloMe  dar 
mnae  abiie  Eoda  wachaea,  dagegen  bei  Entziehong  deraelben 
aicht  ohne  Ende  abnehmen  kann,  entscheidet  dafflr,  dasa  in  (II) 
■sr  der  Werth  o-f^i'»  nicht  jtber  t> — ^v  branchbar  ist»  weil  die 
abaoiote  Dichtigkeit  eines  Korpers  nur  da  gesucht  Mrerden  kann, 
wo  sich  ein  Terlinderliches  Volumen  bei  constanter  Hasse  einer 
(testen  Grenze  ohne  Ende  nfibert.  Das  Volumen  v  eines  Körpers 
and  der  leere  Raum  desselben  werden  also  um  so  grösser,  je 
geringer  das  empirische  specifische  Gewicht  desselben  ist.  Da- 
durch ist  denn  bewiesen,  dass  alle  Körper,  so  lange  sie  bei  con- 
stanter Hasse  ihr  Volumen  verringern  können,  als  Aggregate 
getrennter  T heile,  welche  letzteren  ihre  Volumina  lückenlos 
erfUlen,  anzusehen  sind,  nnd  hei  allen  solchen  Körpern  absola« 
tea  und  specifisches  Gewicht  zu  onterscheiden  ist* 


8.  7. 

«  Das  absolute  specifische  Gewicht  eines  Körpers,  oder  die 
Dichtigkeit  der  ihre  Volumina  lückenlos  erftillenden  Hassenthelle 
desselben,  müss  das  grösste  bekannte  relative  specifische  Gewicht 
Doch  flbertrefen,  wenn  derselbe  bei  constanter  Hasse  sein  Vola- 
men  Terringern  kann.  Setzt  man  jedoch  die  grösste  bekannte 
relative  Dichtigkeit  der  absoluten  Dichtigkeit  aller  Haterie  nahe 
gleich,  ao  kann  man  das  Gesaromtvolumen  der  materiellen  Theile 
jedes  Körpers,  dessen  specifisches  Gewicht  bestimmt  ist,  wenig- 
stens annShernd  finden.  Denn  ist  v  das  Gesammtvbiumen  aller 
dieser  Hassentheile  eines  Körpers,  dessen  relative  Dichtigkeit  df 
und  dessen  äusserlich  geometrisch  -  begrenztes  Volumen  e'  ist, 
und  ist  d  die  grösste  vorkommende  relative  Dichtigkeit  eines  Kör* 
pers,  also  etwa  die  des  Platin,  so  hat  man,  wenn  gleiche  6e- 
wichtstheile  genommen  werden,  ec2  =  r'€l',  also  das  Gesammt* 
▼olnm«!  der  Hassentheile 

9'd'  _ 

«nd  a»  Samme  alier  leeren  Zwischenräome: 

^ «^.  m 

Nimmt  man  z.  B.  die  Dichtigkeit  des  Platins  etwa  2S,  %o  köo- 
sen  die  Blassentheilchen  des  Wasserstoffgases  bei  0^  höchstens 

1  1        ' 

tt^  tWi  ti  ^^'  oi|WirtA  des  ganzen  Volumens,  also  itt  einem  Kn* 


10  Zensier:  Deb.dieffemnetr.Siff^Hiek.derffravfia»ac€ei€rMixei€. 

bikftiss  Wasaertftofgas  hScbstens  12^  Kabiklinieo  eiimelHDtn  und 
der  leere  Raufli  muss  wenigsteoe  SOSSSTIV«  Kubiklinien  betragen. 


§.  8. 

Es  ist  noch   nicht  gelangen,  die  Dimensionen  der  Masselk- 

tbeile,  deren  Aggregate  die  Körper  bilden/  zu  messen  oder  dem 

Auge  siebtbar  zumachen;  die  Beobachtungen  und  Schlfisse  Ehren- 

berg's  (Poggendorfs  Annalen  der  Physik  und  Chemie. 

1832.  S.  1.  ff.)  beweisen  aber  schon  so  viel,  dass  dieselben  noch 

1 
weit  unter  ^hnnnM  V^^'  Linie  liegende  Durchmesser  haben.   Per* 

ner  sind  die  Erfahrungen  der  Chemie  bis  jetzt  jeder  VerSnder« 
lichkeit  der  Massen  dieser  Grundtbeilcben  entgegen;  man  darf 
also  dieselben  immer  noch  Atome  nennen,  wenn  man  damit  nur 
ihre  physische  und  empirische  Dntbeilbarkeit  bezeichnet 

Setzt  man  roraus,  dass  in  den  chemischen  Verbindungen 
zweier  Stoffe,  aus  denen  ihre  Misebungsgewichte  berechnet  sinc^ 
die  Atome  von  beiden  Seiten  in  gleicher  Anzahl  zusammentreten, 
sa  würden  die  Zahlen  der  Mischungsgewichte  durchgängig  die 
relativen  Gewichte  der  Atome  selbst  darstellen.  Wenn  aber  auch 
zur  Zelt  die  Chemiker  bezOglich  der  Atomzahlen  noch  nicht  In 
durchgängiger  Uebereinstimmung  sind  (vergL  G.  Rose:  über  die 
Atomgewichte  der  einfachen  K5rp.er  in  Poggendorf's  An- 
nalen der  Physik  und  Chemie.  1857.  S.  270.  ff.),  so  beruhen  doch 
die  Unterschiede  hauptsächlich  auf  Verdoppelung  derselben  oder 
Herabsetzung  auf  die  Hälfte ;  nimmt  man  also  die  gebräuchlichsten 
MischunipBgewicbte  vorläufig  Rlr  die  relativen  Atomgewichte,  so 
kennt  naa  wenigstens  den  Umfang  der  etwa  später  erforderlichen 
Verbesserungen  derselben  Im  Voraus. 

Da  die  Atome  alle  gleiche  Dichtigkeit  habet»,  so  verballen  sick 
Ihre  relativen  Volumina  wie  ihre  relativen  Gewichte,  also  eben- 
falls *wie  ihre  Misebungsgewichte. 

Man  kann  daher  gegenwärtig  annehmen,  dass  die  relativen 
Gewichte  und  Volumina  der  Atome  zwischen  den  Grenzen  1  (tat' 
den  Wasserstoff)  und  216  (f0r  das  Silber)  enthalten  sind ;  dflrfte 
man  die  geometrische  Aehnlichkett  aller  Atome  annehmen,  was 
bei  der  grossen  Verschiedenheit  der  Krystallazen  nach  Neigung 
und  Maäver  Länge  wohl  kaum  zu  wagen  ist ^  m  würden  die 
grhssteri  Unterschied«  ihrer  bemolegen  Kneftren  Dimenslbnett  iwi« 
sfllbeu  1  und  6  fallen.        • 


I « 


Grumrt:  Ce^^fidekmMLim^d.  umetneBmßMeb^ekr.  lfr€§€Cke^$e. 


".1 


u. 


XMmt  den  FlSdieiiiiihalt  in  oder  nm   eine  j^pse 

beschriebener  Dreiecke  und  Tierecke. 

j   . .  ■  ■» .  .  .  .1  .     . 

Von 

1  •       t    ff 

dem  Heraasgeber. 


Ich  habe  aehon  In  frOkereD  AMiaifdloo^ii  (Tbl.  XXIV.  Nr.  XXIX. 
S.370.  —  ThI.  XXVI.  Nr.  IX.  S.  198.)  auf  den  wichtigen  .ond  friicbt- 
baren  Gebrauch  aufoierksain  gemacht,  welcher  sich  von  den  söge- 
«annten  ÄooinaUe^  in  der  Theorie  der  Ellipse  uad  Hyperbel  Mraeheii 
litat.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  wierde  ich  eine  Reihe  sehr 
BMrkw#rdiger  vnd  mteressaiiter  Ausdrücke  für  die' ^ächefnrflume 
in  oder  um  eine  Ellipse  beschriebener  Drf^iecke  und  Vierecke 
entwickeln.,  weichet»  wie  ich  hoffe ,  die  Wichtigkeit  jenes  Gebrauchs 
in  noch  helleres  Lieht  setzen  werde,  wobei  ich  noch  bemerke, 
dass  die  voa  ratr  hn  Folgenden'  entwickelten  Ausdrücke  in  einer 
seiir  bemerkenswertben  Analogie  zu  gewissen,  längst  bekannten, 
für  den  Fall,  des  Kreises  geltenden  Ausdrücken  stehen. 

.  ■      ■     ■        .         .  ■  ' 

■  ■>  .  -      ■■  ■  i;   •         -•  ■ 

Das  in    die    Ellipse  beschriebene   Dreieck. 

Wir  wollen  die  Anomalien  dreier  beliebiger  Punkte  Aq,  Ai,  A^ 
eioer  Ellipse  respectire  durch  «o»  Mi«  %»  ond  di^  di«E^.Pii|aktei«iif 
einander  verbindenden  Sehnen  A^Ai,  AgA^^  A^Aq,'  tjfeldk^  die 
Seiten  des  in  die  Ellipse  beschriebenen  Dreiecks  AqAiA^  sied, 
dneli   Jon*  hft»  Hnt  bezeichnen.    Die  GleiehiuigeD  der  Sehnen 


•)  ThL  XXIV.  8.  878. 


IS    Bruneri:   0$k9r  den  FideMeniHkmii  im  oder  um  Htu  SiUpie 
bxetmi(uo  +  Ui)  +  ay»\ul(uo  +  Ug)  ^  abcoMliuo'—Ui), 

bxeoa  l(n^  +  Uo)  +  oysio  i(u^  -f  «q)  =  06  cos  «(«'s— ^>) » 

und  die  Längen  dieser  Sehnen  werden  darch  die  folgenden  For- 
meln bestimmt:  *) 

jo,i«=:4sin  Uoo  -  u,)«  I  a«siq  iCoo+u,)« +6«cos  Ktto +«i)*|. 
f^^ts  4sin  l(ui  —  ti^Sj  aU\ni(jUi  -f  «a)'+&*cosi(«i  -f  «s)^)» 
i««=4sini(«»— tio)«la«slni(«,+iO*+**cos4(ii,+ao)«J. 

Beseichneti  wir  non  die  Winkel  des  Dreiecks  A^AiA%  däitK 
Ao9  Ai  9  4%»  80  lassen  sich  fflr  dieselben  ans  den .  Gleichungen 
der  Sehnen  mittelst  der  bekannten  Formeln  der  analytischen  Geo- 
metrie leicht  Ausdrdcke  durch  die  Anomalien  ableiten.  Etwa  fflr 
den  Winkel  Aq  findet  man  mittelst  dieser  Formeln  sogleich: 

^Icoti(tta  +  t«i)-cotl(ii,  +  tio)|* 
lang  Af^  ss=  Tj • — ■ — ' — 

U + ^coU(«o  +  »1)  cot  i(«,+ «lO  »• 

o<l«r 

"^^  "^  l«Hlni(«o+«i)«>'»l(««»+««o)+*'co»l(«i>+«i)«o»i(ii,+i«b)j^ 
und  hieraus  dann  ferner  mittelst  bekannter  goniometrischer  Formeln: 

|ilcoti(¥a+«i)-cot4(ii,  +  tio)P 

sin  Aq^ss: ^T5 :       75 9 

11+  -5CotUiio+«i)*lll  +  ZiCoti(i«,+iio)*l 


€OSJo*= 


|l+jjcoti(t«o  +  wi)cotl(«i  +  t«o))* 

ll+5coti(i^+i«0*lll  +  ^coti(ii,  +  i^)«J 

oder: 

sinilo* 
c^i^sinKtti— «i)* 

■iÄiJ5SI5i5)5+PiS^^ 

COS  if  o' 

^  (a*sinÜMo-f  ti|)sinl(tfa-fMo)+6'Gosi(tio-f  «i)cosi(ti^+t«,i)P 
— (o«sin4(¥a+iii)H**cos4(Ko+ttt)'rta^ini(if,+iio)H6«cosi(ii,+w,^)«|* 


•)  A.  a.  a  8.  974. 


Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

*«slniK  +  «,)•  +  *««>«i(«»+«i)*=45;j^::5^ . 

•Im  iat: 

■od 

COllilo* 

Nehmen' wir  an»  dass,  wenn  man  sich  von  dem  Halbmesser  der 
Ellipse  ao ,  Ton  welchem  ao  die  Anomalien  von  0  bis  300^  gesfthlt 
werden,  nach  der  RichtaDg  hin  bewegt»  nach  welcher  die  Ano- 
malien gexfihtt  werden,  man  zuerst  aof  den  Pqnkt  Aq»  diinn  auf 
deo  Punkt  Ai,  dann  auf  den  Punkt  J^  trilft,  so  sind  olenbar 
die  Shiiis 


/    •  ■    • 


sini(iii  — «o),    «ini(«t— Wi)f    sini(%  — i«o) 
simmtHch  positiv,  und  das  Product 

sin  i(tii  —  tco)  sin  i(tfa— tt| )  sin  i(«a — <<d) « 
so  wie  auch  das  Product 

•in  i(iio — «i)  sin  i(tti — «i) »"» 1  («««— Mo) » 

ist  folglich  positiv.    Daher  hat  man  i^nter  der  gemachten  Voraus- 
•etsung  nach  dem  Obigen  die  drei  folgenden  merkwürdigen  Formeln : 

«  •  •   ■ 

<Ofi*«^«8iD^o=^6si°t(Mo'"Mi)8inl(ti|— *t4)sini(t%— tCo)» 

^»t-^i-wo-^i  =^«*«n  UHo--tti)«»U«i'--«^«inl(Ms---iiii)* 
<i*o*«f  ja-0inilt=:4a6  sini(tiö--ti|)sinS(aii---t4)siei(«a-^ii^).   =' 

Beseiehnet  nun  J  dien  -  BiSchehintialt  des  in  die  Ellipse  be- 
sdhriebenen  Dreiecks  A^^ägA^t  bo'  ist  bekanntlich 


Assii^^  ,t^Q*BiikAossiii,^,M(^i*BinAi  =  ii!M*^«e**'^*4ik 


14    Cruneri:  .  Ceäer  äen  Fidekeminkaii  im  oder  mm  eine  Eilipee 

also  nach  dem  Vorbergeheoden : 

-^=3a68iiii(i£o— «j)sinl(iti— a,)«iiii(tt,— tto), 

welches  Jedetilall^  ein  sehr  merkwürdiger  Ansdrock  nir  den  Flächen 
inhait  eines  in  eine  Ellipse  beschriebenen  Dreiecks  ist*. 

Leicht  sieht  man  übrigens  ein,  dass  dieser  Ansdmck  anch  dani 
noch  richtig  bleibt,  wenn  die  Punkte  A^^  Ai^  A^  nur  so  auf  einandei 
folgen  9  dass  man  sich ,  wenn  man  sie  in  der  vorstehenden  Ordnnttj 
durchl&oft,  nach  der  Ricbtupg  bewegt,  nach  welcher  die  Ano 
malien  gezählt  werden. 

Die  Gleichungen  der  den  Seiten 

A^Ai ,    AiA^f    A^^ 
des  Dreiecks  AqAiA^  parallelen  Durchmesser  der  Ellipse  sind :  ^ 

b  b  b 


Beseichnen  wir  die  Coordinaten  der  Dnrcbschnittspunkte  dei 
ersten  dieser. Durchmesse  mit  der  Ellipse  durch  ^o*i»SK»»i9  ^ 
liajbeii  wir  sn  deren  Bestimmung  die  Gleichongen: 


woraus  sich  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  ad 
•inander  leicht  ergiebt: 

aro,i=±fl«wl(iio+ifi),    yo>i  =T*cosi(tio  +  tti); 

und  ist  nun  ro>i  der  mit  AqAi  parallele  Halbmesser  der  Ellipse, 
so  Int 

raa«=«ö.i*+3roa»=Atni(^)+«h)H6*cosU«o+tii)*==4jjj^^ 

also: 

j^=fe2ro,isinl(ifi— Ko)»    «i.t  =  *k.a«inJ(««i— «i)» 

j^ = 2rM  sin  i(tcs— i«o) ; 
folglich 

■V)»i  n»i  TfiQ 
ond.daber  nach  den  Obige«: 

^«*,^    *0»l    ftft . JM 

*       ^091     *>!•     'M 


,»... 


m  Im*- 


.    S^ekrUbmer  DreUckf  und  fiertek^.  15 

Fffr  d^Krebist  ro»i=rt»9=raK)=r  and  auch  as=6s=r,  also: 

''-~^ — ' 

f 

t 

vdches  eip  längst, bekannter  Ansdruck  ist»  den  folglich  der  vor- 
iiergehende  iehr  n^rkwirdige,  allgemsin  fflr  die  Ellipse  gsifeeade 
Aiurfnick  als  einen  besonderen  Fall  enthält. 

Mittelst  bekannter  goniometrischer  Zerlegungen  erhält'  man  telöhf : 

sin  Ktij  — tio)  +  sin  J(ti, — iii)  +  sin  4(aa— ¥o) 
=  4eosi(tfi  ~Uo)cos](tfa  — t^)slnKt<t-*  «o)> 

sin  U<%— tt|)  -f  «in  K«s^  «<o)  *-«>n  i(«i  -  «o) 
=  4cosl(iq  —  Uo)sioi(i«,— t«|)cosi(tt,  — Oo).  . 

=:4sini(i%  —  ti^cösKut  — tii)eosi(«i-r  tco), 

•mi(«i  -  «u)  +  «in  !(«•— tti)  —  »»o  J(ut— Ho) 

es  4sini(«ii  —  «o)  sin !(%  —  ii|)  sfni(us  —  Uo); 

.   .         .  » . 
also  ist  das  Prodnct  der  vier  GrOssen .  ^nf  der  Jinken  Seite  d^ 

Gleichheitszeichen : 

4*.sini(tr|  -*«o)*co8i(tfx  —  «o)*-  «in  l(tit— tit)*cos|(tt||  —  tci)* 

X  sinKifs— a^)*C08i(t%— u^«, 
folglich: 

4sln4(ir,  —  tio)«sini(«t— t(|)*sini(tct  —  tco)* 
oder 

4sia  i(ao— •i|)«sio  K«t  — •«i)'sin  4(«<i— «o)*» 
also  nach  dem  Obigen : 

Nan  ist  aber  nach  den  oben  gefundenen  Formeln : 


« I » 


\\i 
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^äl^    «tnl/«t-»it.^-«-iiBt!9.     fltMl/4« ^^V^l  äl20* 


»»Kük  -«o)«4r^.  slnKii,-iii)=sl^?a,   «liii(li.~i?a)f  L 

»#»1  .  /  -fum  •  f    ~«>o 

WgBeii:  ^ 


1 


Ifi    Srunert:   Otter  den  ndeknliikaU  im  «ätr  vm  Hnt  EtUptt 


8lDi(«,-«„)  +  8l«i(tf,-«,)+Blni^«,-««o)=i(^  +^"*"  ^' 
•in Uto - «i)  +  »In J(«.-ao)-«n  1(«,  - «o)= if?^  +  ?*  -  ^\ 

•l«i(«,-i«tt)  +  eliiU«,-i«,)-«ni(H,-ii,)=4f  JiS.  +  &2  _  Ja), 

von       i^aio       '^i»!/ 

.liiJC«i-«o)+»inl(««.-«,)-«lnK«.-««,)  =  ir?^+?3-?^); 
also  obiges  Prodact  auch: 

\ro,|     ritji     r2H)/ 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  erhält  man  die  folgende, 
gleichfalls  sehr  bemerkenswerthe  Formel: 

(%)>i   ■  i^  ■  *>>o\  fhn  I  <»o ^t|\ 

v**o»i       ''^      ''i>i/  V*'o»i       ''i»a      *^«»o/ 

welche  für  den  Fall  des  Kreises   in  den  bekannten  Ausdruck  ttx 
den  Inhalt  des  Dreiecks  durch  Seine  drei  Seiten  .übergeht.  ' 

Weil  nun  natfirlich  auch  im  Falle  der  Ellipse 

^  =  tV(^,l+ll,l+JtK))(*l»l+<SJ0~-*6>l)(*Ü»I+*«K)— 'i»2)(*o»i+'i »>•"»*  o) 

Ist,  so  erhält  man  die  folgende,  ebenfalls  sehr  merkirOrdige,   ffir 
jede  drei  Punkte  der  Ellipse  geltende  Relation: 


(^>i  +  *i  »a + Hfo)  ih  ft  +  H*o  ""  *o»i )  ('o»i  +  H-o "~  '1  •«) 
^(^o»i  "f  ^i>a — <«»o) 


( 


oder: 


(lOl  -L  *&!?  4.  *«K>\  /£l3  ,   S»o  _  Vi  \ 

»^o»!       •*i»t        •'t»o/    Vi»«  »"«H)      »"o«!/ 

*  «        <    « • 

(^*i    ,   0:0  ^^  *i»a\  /*o«i    ,  5ua *a«o\ 


(M*\  "f  *i  »a't'^fo)  (^1  >a4*a»o — 9^\ )  (Vi  -f  <i»o—  *i »«)  (*0f  i  +i| »»— %fo) 
\T^*\     •^i»«     •W/\^i>a     •*a»o     *^o>i/\''o»i     *'a»o     *"!»«/ 1 

V'ofi      ^i^     »"am/  J 


beschriebener  Dreiecke  und  Vierecke,  17 

SiiMl  Uq\  Ml',  Ms'  drei  andere  Aoomalieo,   nnd  bezeichnet  //' 
düloimlt  das  eDtsprecheoden  Dreiecks ,  so  ist 

bt  DDO 

fio-M,  =t«o'  — «i'»    Ml  — t«a=ti,'— «a' 

oder 

«1  — Mo=t«i'— «o'f    «a— «1  =  11»'— tti'; 

80  ist,  wie  hieraus  auf  der  Stelle  durch  Addition  folgt,  aoch 

Uj— iio  =  Ma'— Uo', 

also  ^  =  ^%  woraus  sich  der  sehr  merkwürdige  Satz  ergtebt, 
dass  alle  in  eine  Ellipse  beschriebene  Dreiecke,  für  welche  die 
Differenzen  der  Anomalien  der  einander  entsprechenden  Ecken 
oder  Spitzen  gleich  sind,  gleiche  Flächenräume  haben. 

Sind  zwei  Dreiecke  in  zwei  Ellipsen  beschrieben,  welche  die 
Balbazen  a,  b  und  a! ,  V  haben,  und  sind  für  diese  beiden  Drei- 
ecke die  Anomalien  tio>  u^y  «2  und  Uq',  V\  y  n^\  so  ist,  wenn  die 
Fllklienrftume  der  Dreiecke  durch  //  und  A'  bezeichnet  werden: 

A  =  2a6sin  l(t£o  — 1£|)  sin  J(t/i  — ti2)sin  l(t/a — u©)  > 
A* = 2a'6'sin  J(V—  ««lO  »in  K««i'— «aO  sin  l(i««'  -  «oO ; 
also,  wenn 

ist: 

^         ab 


A'  —  a'6'  • 

Aehnliche  bemerkenswertbe  Beziehungen  würden  sich  noch 
inanebe  andere  aus  dem  Obigen  ableiten  lassen. 

Insbesondere  setzt  uns  das  Vorhergehende  in  den  Stand,  auf 
eine  sehr  merkwürdige  und  buchst  einfache  Weise  das  grosste 
Dreieck  zn  bestimmen,  welches  sich  in  eine  gegebene  Ellipse  be- 
schrdben  lässt.  ^ 

Setzen  wir  nämlich 

no  ist  nach  dem  Obigen: 

TUUXXX.  1 


18    Grumrt:   Veber  den  Fiäeheninhali  in  oder  um  eine  MiUpie 

Die  gemeiosdiartlicheD  BedingoDgea  des  Maidnums  mid  Mini» 
mums  sind  9  iodem  man  alle  im  Folgendeo  YorkonuneiideB  DiCa* 
Tentialqaotienten  als  partielle  zu  betrachten  hat: 

Mittelst  leichter  Rechnong  findet  man  aber: 

•jK—  :=  ii6sin  ifosio(o  +  lui), 

g-~  :=  ab  sio  Iv  sin  (w  +  iv) ; 

und  bat  also  die  beiden  Gleichungen : 
*  '  sinito8in(9-|-afe)=:0, 

sin  Iv  SU  (w  -f  if )  =  0. 
Die  beiden  Gleichungen 

8ioito  =  0y    8ini9  =  0 

«fOrdeo»  wenn  Annd  k^  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,  enden 
beiden  Gleichungen 

lfOi=kit,    lv:=ikin  oder   w:=2kn,    v=^2ki% 

führen,  und  sind  also  offenbar  unzulässig >  weil  v  und  lo  aagen- 
scheinlich  weder  verschwinden »  noch  Vielfache  von  2n,  auch  nicht 
2n  selbst,  sein  kennen.  Also  kann,  indem  immer  Jk  md  ki  posi- 
tive ganze  Zahlen  bezeichnen,  nur 

sein,  welche  Gleichungen  unmittelbar  aus  den  beiden  Gleichungen 

stn(e-f  iti')  =  0,    sin(to-|-ie)=:0 

folgen.    Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  ergiebt  sich: 

2e -f fo  =  2£3f ,    v  +  2w=:2kin; 
also 

woraus  femer 

oder 


äeMArie^emer  Dr$Ueke  und  Vier^ke.  19 


folgt  Da  0=111 — Uo9  fo=tis— tf|  oDter  den  gemachten  Von 
aetzuDgen  positiv  sind,  «o  sind  2k — ki  und  2ki  —  A  positive  ganze 
Zahlen,  und  wir  können  daher  kürzer,  wenn  k*  und  ki  solche 
Zahlen  bezeichnen, 

setzen.  Keine  der  beiden  positiven  ganzen  Zahlen  V ^  k^  kann 
verschwinden»  weil  keine  der  Differenzen  e,  tr  verschwinden  katiH, 
insofern  es  sich  ua  ein  in  die  Ellipse  zu  beschreibend^  wirl^- 
fiches  Dreieck  handelt  Keine  der  beiden  positiven  ganzen  Zah-e 
len  k t  kx  kann  3  sein,  weil,  wenn  dies  der  Fall  wSre,  eine  #er 
Differenzen  ü,  io  gleich  27s  wfire,  was  wieder  offenbar  nicht  mög- 
lich ist;  noch  weniger  kann  natürlich  eine  der  beiden  positiven 
ganzen  Zahlen  ky  ki  grosser  als  3  sein.  Endlich  kann  auch  nicht 
die  ebe  der  beiden  positiven  ganzen  Zahlen  k,  ki  die  I^heH» 
die  andere  2  sein;    denn  aus  den  obigen  Glelehungen  ibigt 

also 

3(tt«-tio)  =  2(Ä'+AiO«» 

und  unter  der  gemachten  Voraussetzung ^  dass  eine  der  beiden  . 
positiven  ganzen  Zahlen  k\  ki  die  Einheit,  die  andere  2  wSre, 
wurde  folglich  t/« — tio  =  2?c  sein,  was  wieder  nicht  mSglidk  ist| 
noch  weniger  können  natürlich  beide  Zahlen  k,  ki  gleich  2  sein. 
Also  bleibt  nichts  Anderes  übrig,  als  dass  Jfe'zsl,  ki^^X,  folg- 
lich nach  dem  Obigen 

3s  =  2jr,    3to=2jj,    3(o-ftc)  =  49r; 
also 

oder 

tl|^tlo  =  i»>      IIa— 1*1=1»,      %— ^o  =  J« 

oder 

tti--tfo  =  i^,    «,— 11,=;«,    2»  — («a— tio)  =  |jr 

ist 

Wir  müssen  nun  noch  untersuchen,  ob  die  Bedingtmgen  des 
Marimums  wirklich  erfüllt  sind.  Zu  dem  Ende  erhalten  wir  durch 
fernere  IMfferenfiation  ans  dem  Obigen: 

-gp  =  ab  sin  Ifocos  (e  +  \u>) ,    g—^  =  ab  sin  ie*cos  (w  +  Je) 


20     Gruneri:   Veber  den  tiäeheninkalt  in  oder  imi  eUte  Süfpse 

g^  =  JaÄ8in(ü  +  tc). 

Nun  ist  nach  dem  Obigeo: 

|9=i9r,    Jf(7  =  ijr;    v  +  lw^n,    w  +  lv  =  n; 
also: 

sioie=^V3,  8iiiitD=iV3;  cos(©+iw)=— 1,  cos(fr  +  it>)=— 1; 
folglich  (&r  diese  WerthO/VOD  f>  uod  w: 

80  dass  also  die  zweiten  Differentialquotienten  negativ  siod,  wio 
es  das  Maximum  belcanntlich  fordert. 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen  v  +  u):=^in,   also 

sin(o-f  t<'):^^-'sin9»=  —  iV3, 

und  folglich 

tiao  ist 

und  diese  GrSsse  folglich  negativ»  -wie  es  nuthig  ist,  wenn  wirk- 
lich ein  Maximum  Statt  finden  soll,  woraus  wir  nun  sehen,  dass 
die  Bedingungen  des  Maximums  vollständig  erföllt  sind. 

Ueberhaupt  führt  uns  die  vorhergehende  Betrachtung  zu  dem 
folgenden  jedenfalls  sehr  merkwürdigen  Satze: 

Jedes  der  in  eine  Ellipse  beschriebenen»  ein* 
ander  gleichen  Dreiecke»  für  welche  die  Diffe* 
renzen  der  Anomalien  ihrer  Ecken  120^  betra- 
gen» ist  ein  Maximum; 

und  wer  erkennt  hier  nicht  auf  der  Stelle  eine  sehr  interessante 
Analogie  mit  dem  längst  bekannten  Satze»  dass  unter  allen  Drei- 
ecken» welche  sich  in  einen  Kreis  beschreiben  lassen»  das  gleidk- 
seitige  den  grössten  Flächeninhalt  hat»  welcher  Satz  in  dem  obigeo 
merkwürdigen  Satze  von  der  Ellipse  als  ein  besonderer  Fall  ent- 
halten Ist? 


öetckrie^ener  DrHeeke  und  Viereeke.  21 

Wie  man  mittelst  des  obigeo  Satzes  sehr  leicht  das  grOsste 
Dreieck  in  eine  Ellipse  beschreiben  kann,  ist  klar. 

Weil  fiberhanpt 

J  =  Saftsin  Iv  sin  ^tosin  l(v  -f  w) 

ist,  so  ist,  wenn  jetzt  J  den  Inhalt  des  grSssten  Dreiecks  beieich- 
oet,  welches  sich  in  die  Ellipse  beschreiben  ISsst: 

^  =:  2<i6  sin  i^rsin  ln;sin  S^r  =  2a6  sinfiO« .  sin60<> .  i^n  laO^ 

=  2a6.Jv3.iv3.iV3, 

tiso: 

^     3aftv^3 
^=— j— • 

Für  den  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Kreis  glebt  dies 
die  bekannte  Formel: 

.     3r*v3 

^=-r-- 

Bezeichnen  wir  den  Flächeninhalt  der  Ellipse  durch  E,  so  Ist 
bekanntlich  E^abn,  also,  wenn  jetzt  immer  J  den  Flächenin- 
halt des  grussten  Dreiecks  bezeichnet: 

J      3^3      ,       E       4a 
£=T^   «««"  2  =  3V3' 

ond  dieses  Verhältniss  ist  folglich  fSr  alle  Ellipsen  coostant;  oder 
die  Flächenränme  der  Ellipsen  verhalten  sich  wie  die  Flächen- 
ränme  der  in  sie  beschriebenen  grOssten  Dreiecke. 


IL 

Das  nm   die  Ellipse    beschriebene   Dreieck« 

Wir  wollen  nun  zur  Betrachtung  der  um  die  Ellipse  beschrie- 
benen Dreiecke  übergehen,  wobei  wir  wieder  drei  durch  die  Ano- 
malien Uq,  Uli  ii%  bestimmte  Punkte  Aq^  ^i»  ^a  der  Ellipse  be. 
trachten,  in  denen  dieselbe  von  den  Seiten  des  um  sie  beschriebenen 
Dreiecks  berührt  wird. 

Die  Gleichungen  der  die  Ellipse  in  den  Punkten  Aq,  Ai,  A^ 
berührenden  Seiten  des  um  sie  beschriebenen  Dreiecks  sind  nach 
dar  Ordnung :  *) 

f 

•)  A.  m.  O.  S.  8T5.     . 


SS    €runirt:   Ü0öer  äiri  Fiaekenfnha/i  in  oder  wn  eine  EiHpse 

'         '  st  9 

—  coat«!  +  Jsinuj  =  1» 


a  o 

Vh  Ooordiiiaten  der  Spitzen  ungerg  Dreiecks,  so  wie  dieselben 
durch  die  Darchschnittspnnkte  der  ersten  und  zweiten,  zweiten 
and  dritten,  dritten  nnd  ersten  der  drei  vorhergehenden  Linien 
bestimmt  werden,  seien: 

^o>i »  yo»i5    *i»s»  yn^9    •''^a»o»  y«»o- 

Uasn  haben  wir  etwa  zur  Bestimmung  von  ar^n»  you  ^'®  folgen- 
den Cleichongen: 


j^Qti •  Von 

o 


costtj  +  ^sinti,  =  1; 
woraus  leicht 


-^siii(ti^— fii)=sintCo— 'Sintfi  =:2sin*(tio  — tii)cosi(tto-|- tti)» 

^•lilC^i-**t(i)s---(oos%-**co0tii)s2siaU%-*«ii)«i>i(«6*f  ti|); 

also 

^M_coBi(uo  +  Ui)      yo,i_sini(tio  +  Ui) 

a  C08a(Uo — «i)*         Ä  COSs(Uo'~tli) 

erhalte«  wird;  und  wir  haben  daher  Oberhaupt: 

JTq,!  _coMi(tio-fU|)      yQ,t__sini(t<o  +  i^), 
ö        ottai(uo*-Ui)'      b       cosi(Mo~-«i)' 

a        coss(tii — Ug)*      cT      cos9(tii— ti|J 


a     *"C0Si(l% — «o)'         Ä  G0Si(t%  —  Ug)' 

Die  Seiten  des  um  die  Ellipse  beschriebenen  Dreiecks,  welehii 
dieselbe  in  den  Punkten  Jq,  Ai,  A^  berühren,  sollen  respective 
durch  üof  t|,  $%  bezeichnet  werden;  dann  ist: 


L  . 


b€$eM€k€tur  Dreiecke  und  Vierecke^  SS 

Nicb  dem  Vorhergehenden  ist  aber: 

a  co«i(a5o— tii)cosi(t^— «o)  * 

3W— 3%H>_gipU%-f  «i)cogi(ttt--ti6)-8ini(t<«+«ö)co8i(UQ— «i). 

6  C0Si(^)'^<<l)C08i(«2 — «o)  * 

Bod  zerlegt  man  nun  die  in  den  Zählern  dieser  Brüche  vorkom* 
■eodeo  Producte  auf  bekannte  Weise»  so  erhält  maa  nach  eini- 
geo  leichten  Redactionen: 

^o>i  —  ^>o  __.  sinttpsin  i(ui  —  u^ 

a  cosKoo— «i)cosi(ii»— Uo)* 

yoi  —  y«>o^  costtpsinJCii,  -tia)        . 

6      ^         Gosi(uo— tii)cosi(tC9  — ti^' 

folglich ! 

^      (g*  sin  ttp*  +  6*cos  Kq*)  sin  i(t<|  >— 14)* 

^  ""        cosi<tto*-tti)*cosi(<Cfl— «O* 

Anf  diese  Weise  ist  also  Oberhaupt: 

j (a*sintto*-h  ft*  cos  tio*)sini(iit  —tili)* 

^  cosi(uo— t<i)^cosi(tti— ^0^        ' 

^ (g*  sin  tt^* + 6*  cos  U|*)  sin  a(ua  —  «o)^ 

^  "■       cosi(tti— '«a)^cosi(Uo-^tii}*       ' 

^  _  (g*sint<g*4-  ft^cosifa*)sini(tt6— »tit)* 

'•    ""  GOSi(tls*-tCo)^C08i(tf|— %)*  * 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  drei  Winkel  des  um  die  Ellipse  be- 
Mhriebenen  Dreiecks  durch  Aq^h  2^1««,  A^^\  so  ist  nach  dw 
oben  angegebenen  Gleichungen  der  Seiten  des  Dreiecks: 

-j5(cotiio— COtM,)" 
tong4>^*= p , 

(l+J|COtlloCOt«i)* 

nd  folglich: 

^(COtUo-^COtlii)« 

sin  ilo»i*  =  — 


(l+^cottio«)(l  +  ^cotiii«) 


24     Crunert:   Lefier  deti  FläeheninluUt  in  odtr  um  eine  EUipse 

oder: 

.j„^    a g*6*8in(t*o— tti)« 

BiD^oa  -(o«siiitio*+6»costio«)(o«sintii«+6«co«ui«)' 

folglich  nach  dem  Obigen  offenbar: 

.  ^  ii«ft«sin(«o-ti^)«8ini(fix  -MaP8ini(^a-Mo)* ' 

«n^,i   — ,^«,jacogi(tio-«i)*co8i(«i  — «'2)*cosi(M«-tio)«' 

also : 

lo^ii^sin  ilo.i*  =  4a^**  taog  i(ao— «i)*  tang  i(«i— ««)*  tang  i(i«,— Og)*. 

Beseichoet  nan  £>  den  Flächeninhalt  des  um  die  Ellipse  be- 
schriebenen Dreiecks«  so  ist 

D  =  i  Vi  sin  Ao,i , 

welches  mittelst  des  Vorhergehenden  unmittelbar  zu  dem  folgen- 
den überaus  merkwiirdigen  Ausdrucke  föhrt: 

Z>«=a«6«  tang  l(tio—i^)«tangi(tti—ti,)«tangJ(«««—tto)*. 

Indem  wir  jetzt  aber  D  selbst  mittelst  dieser  Formel  durch 
Ansziebung  der  Quadratwurzel  bestimihen  wollen,  erhalten  wir 
natfirlich  ein  doppeltes  Vorzeichen«  und  es  entsteht  dann  die 
Frage,  wie  man  das  Vorzeichen  zu  nehmen  hat«  eine  Frage«  die 
hier  sehr  wichtig  ist  und  des  Folgenden  wegen  auf  die  grOnd- 
liebste  Weise  beantwortet  werden  muss. 

Sehen  wir  uns  aber  die  Sache  etwas  genauer  an«  so  ergiebt 
sich  auf  der  Stelle«  dass  ein  um  eine  Ellipse«  d.  h.  überhaupt  so 
beschriebenes  Dreieck«  dass  seine  drei  Seiten  die  Ellipse  berüh- 
ren« entweder  die  Ellipse  ganz  einschliessen  oder  selbst  ganz 
ausserhalb  der  Ellipse  liegen  kann,  so  dass  nämlich  eigentlich  die 
Ellipse  im  ersten  Falle  ganz  innerhalb«  im  zweiten  Falle  ganz  aus- 
serhalb des  Dreieckes  liegf«  welche  zwei  Fälle  wir  daher  von 
einander  zu  unterscheiden  haben  werden. 

Wir  betrachten  zunächst  den  ersten  Fall«  wenn  nämlich  das 
Dreieck  die  Ellipse  ganz  umschliesst  oder  die  Ellipse  ganz  inner- 
halb des  Dreiecks  liegt  Bezeichnen  wir  also  z.  B.  die  Entfernung 
der  Spitze  Aq^i  von  dem  Berührungspunkte  Aq  durch  Jo>(o>i)  ^^^ 
die  übrigen  derartigen  Entfernungen  in  ähnlicher  Weise«  so  wiihd 
der  Fall«  mit  dem  wir  uns  jetzt  zu  beschäftigen  beabsichtigen« 
durch  die  drei  folgenden  Gleichungen  charakterisirt : 

'O»  (0»1)  +  *0»  (••O)  ==  *0  >      *I » (l  f%)  +  *1 » (0»l)  =  'l  »        *1»  (2io)  +  *•>  (I »%)  =  *•• 


öetekrie^emr  Dreiecke  und  Vierecke»  25 

fieieichDeo  wir  die  Coordtnaten  der  drei  Beridinnifi^epiinktoditnAi 

80  ist: 

a7i  =  ffC0Stfi,     jfi  zizbsinVi; 

Also  iat  nach  dem  Obigen : 

co«l(tvH«i) 

und 

woraus  mittelst  keloer  Schwierigkeit  unterliegender  goniometriecher 
Transformationen 


mid 


^0— *o»i  =  --O8in«otangi(«b— «i), 
yo-^yo»!  =      Äcost/otangi(iio— tt|) 

^0— ^«»0=     flsinttotangiC«,— tio), 
3fo— »«»o  =  -*co8ttotaugl(««— Uo); 


!vi 


also 


i'.'ttr 


■l!i"  /l 


*o»(o»i)  =  («rVinöo«  +  Ä*costio*)tangi(«o— «H)*» 

iJ,(«io)  =  (a'ß'in"o*  +  6«cos«o«)tangi(tt,-üo)« 

gefnndeo  wird. 

Die  Gleichungen  der  den  Selten  de»  um  die  Ellipse  beschrie- 
benen Dreiecks  parallelen  Halbmesser  der  Ellipse,  welche  wir  selbst 
dnreh  Tq,  r^,  r^  bezeichnen  wollen,  sind  nach  dem  Obigen: 

b  b  b 

y=---a:cotuo,    y=;:— -«cotMi,    y=— -a?cotu,. 


26   Grüner t:   Vebtr  den  FiäekeninAaii  im  4äer  wm  eine  EUipse 

Mittelst  4ll««er  Gleicfatiigeii  und  der  Gleichmig  der  EUipse  erhUt 
man  leicht  : 

ro*  =  «•  sin  u^  +  6*  cos  u^, 

ri*=  a^slnHj^  +  Ä^cosiii*, 

r^*  =  a*  sin  u^  +  &•  cos  u^. 

Also  ist  nach  dem  Obigen  und  ferner  in  ganz  ähnlicher  Weise: 

*o»(o»i)  =  ro*tangi(u4  — aj«,  i«o»(«h»  ==^n^tengi(«a— ««o)*; 
«•»(i^=n'tengi(ii,— iii)*,  «\,(o,i)  :=r4»tangi(tii— Uo)«; 
«2»(aH))  =  Vtangi(tia— Mo)«,     #«,(i,t)  =  r,»tangJ(««i--Mi)*. 

Aach  ist  nach  dem  Obigen: 

, ro*sini(«a— «i)* 

^  "^cosi(«h"-«o)*co8i(tia-ico)«' 

, ri*sini(tia—iro)* 

'*  ""cosiCUji— t«|)«co8i(««i-«o)*' 

«_  rg«8ini(«i— «o)* 

Unter  den  frClher  gemachten  Voraossetzungen,    die  wir  auch 
hier  festhalten ,  -sind  die  Grössen 

sinl(Wi— «o)»    »lol(«a— «i)»    «hii(«s— «o) 
sämmtlich  positiv;   rdcksichtlich  der  GrDssen 

C0S4(«1— «o)»      C08i(tl,— t«i),     C08i(Ua— tio) 

oder  der  mit  denselben  gleiche  Vorzeichen  habenden  GrOssen 

tsngiK— ttj»    toögj(i4j|-a|),    tangj(ti,— «o) 
können  die  folgenden  Zeichen -Combinationen  eintreten: 

±  it  ± 

±  db  T 

±  T  ± 

±  T  T 

Im  ersteo  Falle  ist  nach  dem  Obigen  sn  setien: 
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/ 


ood 


rofllni(««-"i) 

r,sini(iia--tto) 
'*  ^  ■*■  CO»  4(«»— Ml)  cos  i(tii  —  M^j  • 

_  rasinifth— «o) 

^       ^  CO»  i(llt  -  «o)  cos  l(Wi  -  tt|) 


»»,ü«)  =  J:  n  *w»gi(««— «i).    «i»tort)  =  ±  n ta»gi(«i  — «b) ; 
««.(iH»)  =  ±  »"ttangW«!— »o)»    ««.(iirt  =  dfc  r,tang4(M,— «,). 
Abo  Ut 

«I»  Ult)  +  «I.  (0.1)  -±  cMiK—  Ui)  CO«  J(«i— ««) ' 

aod  die  drei  GleicbnngeD 

'ifCiil)  +  ^>(o>i)  ^  *i  > 

«aftoH))  +  ««»  (!>«)  =  <• 

sind  folglich  offenbar  hiebt  eifdilt 

In  8w»it«ii  Falle  muss  man  setseii: 

*•         CO»  i(ii|  —  Wo)  cos  i(% — «o) ' 

_  n«^pi(«««-«o) 

»      ■•■  co»i(tf|  —  «i)C08l(ll,  —Mo) ' 
raSlnlCtt,— Mo) 


%=- 


oo»  t(Ui — «o)  cos  i(u,— Ml) 


und 


%.(oA)=dbrotangi(iii-tio),  f6»(i»o)=Tntaiifl(t%'*"«o)j 
^(ifUc^dki^  ta«g;(i%— ih>,  /^v(Ml»i:ritaiigi(ifi^Mo); 
«i,öN»=Tr»taiigJ(ii,— Mo),    i»ai^  »>!:«% taagi(i%**^a^X 


28   Grünen :    Oeder  den  Ptäekeninkaii  In  odernm  eine  Eittpee 
Abo  ist 

^  (o>i )  ■•■  «0»  (a»ö)  - + cos  J(tii — tto)cosi(tia— ttj  * 

und:  die  drei  Gleichungen 

'oKort)  + 'o  »(«f  0)^*0»  !     * 

sind  also  erfSllt,  wenn  man  die  oberen  Zeiclien  nimmt. 
Im  dritten  Falle  moss  man 

__.  rosini(«i— «h) 

'«     ■•■  cos  i(tti  —  tt  J  cos  4(tta  -  «o) ' 

riBini(t<,  — tij 

*  cos  i(t% — Ml)  cos  i(Mi  -  tt^,)  ' 

rasint(tti— Mq) 

^         cosl(a9-t«Jcosi(i4-iii) 
und 

«of(oa)=±rotangi(tii-.ttJ,  foi(«io)=±*'otongl(%-««o); 

*i>ü»«)  =Tritangi(«a— ««i),  «i,<o,i)^i:ritangi(tti— «•); 

H»(i»o)=±*'atangi(ii»— i*o)»  *li>(if»)«Trttangt(ii,— tcj) 
setzen.    Also  ist 

.   ,     .4..    ,      _.      roSini(tit+tta— 2«J 
»Of(o,i)  +  »0,(2*0)  — ±cosi(«i-«jcosj(ii,-tt«)' 

^.    ,.^,       _-^     rtsini(«a— 2ti|  +  tiJ 

fi,ü»t)  +  ^,(o,i)-Tc^^j(^_^)c^3j(^_^^j» 

*^  ^^>  +  "^  ^'•>  -*  cos  J(tta  -  Wo)  cos  4(11,-1^  • 
and  die  drei^^C^eidlaBgen 

*6Hoii)+»o>ö>o)=»*o»    ^f(ifD  +  *i>(efi)  «=  *i»    «•»(»e)4"%aiD^= « 
sind  fioifsUdi^Ql^  «orOllt      .  , 
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h  fierten  Falle  miM«  man 

'•  ""       CO»  J(lli  -tt  o)  <508  i(tia—  tto)  ' 

rig|pl(u«  — «o) 

*  CO«  l(Uj|— ttj  cos  Kttj  —  tt„)  ' 

,  r«sipi(«i— »o)     


Dod 


'oi(uii)=±rotangl(Mi— «o)»  »o>(Ä»o)=Tr„taDgi(ii,-iiJ; 

^»(ifD=Tritangi(iia— «i),  #1,(0,1)  =dbri  taDglCt«i— Uo); 

%»(i»o)=Tritangi(ii,— tij,  ij,(,,^  =  TrstangK«^— ai|)  * 
Mtien.    Abo  ist 

a..  T  rog'fflU«4— «i) 

*ü»(Ort)  +  '0>(S»0)  -  +  cos  J(«l  —Mo)  cos  !(«•— ««o)  ' 

r|8iDi(tia-2Mi+tto) 

«I»ÜfD  +  *1»(0»1)  —  TcOSi(M»-Wl)c08i(lli-tto)' 

_  ra8iDi(2M»— «o— Hl)     . 

nod  die  drei  GleichoDgen 

'ö>(oii)  +  'o'(a90)  ^'o> 
^liii»«)  +  *j>{o>i)  =*i» 

liiid  folglieh  aach  in  diesem  Falle  nicht  erflillt 

In  Folge  dieser  Betrachtung  ist  also  nar  der  sweite  der  vier 
rorhergehenden  Fälle»  wenn  man  in  demselben  die  oberen  Zei- 
shen  nimmt»  znlftssig.    Es  ist  also 

cosJ(ti|— Mo),     cosi(at— l«i),    COSi(Uj|  — «0) 

t»gi(««i— »o)»    tangi(i%— M,),    tangi(t%— ti^) 

'espeefiTe 

positiv,    positiv,    negativ 

wk  Bau  bat 


so    Gruneri:   IMer  den  FldchmMMt  im  oder  icn  eine  SUipte 

_  rpSinU«,-^«,) 

*»         cos  i(«fi — ««o)  CO«  4(«««— Wo) ' 

*        "^  cos  i(Mj|—  Ui)  COS  i(lli  -  «o)  * 

^  C08i(tia— uJco6i(fia— tii) 

and 

«o»(o»i)=  +  »'otÄOgi(«i  — Wo)f    «o>(«»o)^=— ro tangi(Ut— i«J; 

^»(i.«)  =  +n  taDgi(iia— «,),    #1,(0,1)  =  +ri  tangi(ai— «o); 

sa  setzen. 

Dias  Prodncf 

tangUti,  -  Up)taDg;(i«a— tii)tangl(u,— «o) 
oder 

tang  4(«o  — «i)  tang  K«!  —  IIa)  tang  i  (tt,  —  M  J 

ist  negativ,  und  weil  nun  nach  dem  Obigen 

/>>=a*63tangi(tfo— tfi)^tangi(tfi^t<a)*tangi(ttB~tio)* 

ist,  so  ist,  wenn  man  die  Quadratwurzel  aossiehf ,  da  D  natOrHch 
eine  positive  Grosse  ist,  im  vorliegenden  Falle 

/>  = — a6 tang i(Wo — i«i)  tang i(t«i -~  t«a)  tang  i(tia— tto) 

zu  setzen. 

Weil  nach  dem  Vorhergehenden      « 

fu_  siniCua— «*i)  *i  _  sini(iia->tto) 

To""       COSi(«*| —«•)«•« i(Mt-"«o)  '      fi ""  '^C0Si(t<a— lf|)COS;(«|— M J' 

r,  cos  i(«i  —  Wo)  COS  ;(«,— Hl) 

Ist,  so  ist  von 

?•   .4  .  ^ 
der  Zähler: 

-8ini(w»-Wi)€osl(tia— tti)  +  s!n;(ti2— iio)oo8i(i%  — tio) 

—  8ini(tii— t«o)  cosKmi— Mo) 
=     i  |8in(«o  — »i)+8ln  («1— «ft)  +  rin(Ua— Mo)  \ 
= — 28ini(Mo— Mi)sini(M| — Ma)  sin  i(Ma  —  Mo); 
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itso: 

Iq     <i      H__     2»iD|(tto^ti|)8ini(iii  — iit)8inU%—«o) 

=  -  2  tangi(tto— tti)tangi(««i-««i)tangi(«i— «o) , 
QDil  folglich   oacli  dem  Vorhergebendeo : 

2  Vo     n  ^  rt/ 
Ffir  die  Kagel  ist  ro  =  r^  =  r«  =  r  und  auch  a=6sr,  abb: 

ö-  3 ' 

walchea  eine  längst  bekannte  Formel  ist. 

Wir  geben  jetzt  zu  der  Betrachtung  des  Falls  Gber,  wenn  die 
Ellipse  und  das  Dreieck  ganz  ausserhalb  einander  liegen,  in  wel- 
chem  Falle  dann  ferner  die  drei  in  Taf.  I.  Fig.  I.  mit  L»  II.,  III. 
bezeichneten  Fälle  Statt  finden  können. 

In  dem  Falle  I.  müssen  die  drei  felgendefl  BedingmgsgIcA« 
cbungen  erfüllt  sein: 

'o>(on)  + 'ö»  (»»o)  ^ 'o » 

Die  erste  Zeichen  -  Combination   liefert: 

.      rosini(«<i— 2tfo+tt,^) 

f0,(04)  +«0.(S,0)  =±cosJ(tli^Uo)cosi(tl,-Uo)' 

_  .     r,  sin  i("a  — 2tf |  +  Up)  ♦ 

n,(i,«)   —1.(04)  -- ±  cos  i(««>-«i) cos  J(«i-««o) ' 

n^a^)  -it,(t.o)  -+cosi(«s-i*o)cosä(Ma-«H)" 
Die  zweite  Zeichen •Combination  lieferte 


j_  s  i  rosini(«z-«<i) 

to.(04)  +  tO(s.O)  =  T  cosU><i-t«o)^i(>%-<Hi) ' 

.  _  ,         risini(«a-2tii+tfo) 

ft.(i,s)    +a^o.i)  -  ±  cosi(u,-.tii)  cosi(tfi  -  u^y 

_  .       rasini(2iio— «0— üt) 


ti-i 


yS2    Grunert:   Veöer  den  Fidckeninhali  in  oder  um  eine  ßilipse 
Die  dritte  Zeichen -Combination  liefert: 

•^,    xo-,    ,  ,       ro8iDU"|-f%-2iio) 

—3-  ngin4(tf«— «o) 

*i>(i^-*i»(oa)— i-eosJ(««-t«i)co8i(i4i-tt„)' 

_  rasini(2«a-«o— "i) 

«•.Ci.a)-«i.(«io)— t-eos J(iij-.  Uo)  co»i(i«,-tii)' 

Die  vierte  Zeicheo  -  Combination  liefert: 

rg8lnl(Mi  — «o) 

^»d»«)— %»(2K))-±  C08  JK-Wo)  C08i(U,  — tti)' 

Also   iet  bloss  die  vierte  Zeichen- Combination»    indem  man  d 
oberen  Zeiühen  nimmt,   muglich,   und  es  ist  daher 

co8  4(tti  — tto),    cosi(tt,— ti,),    eosi(ti.— uj, 

so  wie  aach 

tang  i(tt,  -  ttj ,    tang  i(ti,  —  m, ) ,    tang  i(w«  —  «o) 

respective 

positiv,    negativ,    negativ 
und  man  bat 

roBinliu^—Uj) 

•  '^  cos  4(tli  —  tto)  cos  J(tta  —  ^q)  ' 

rjSinKua— Uq)    

'*  ""     cos  l(Uj — tiji)  cos  i(«^  -^  «*o)  ' 

,  -_  I  r«8ini(t<i~ifo)    

*      "*■  cosUtf  s — Wo)  cos  J(t«,  —  «i) 
und 

f>tfo'i)=+''otengJ(iii  — tio),  «o,(tH))=— rotangi(Mi— «o); 

^.ü.t)=— ntangi(ii,— tii),  *i,(oii)=  +  ritangi(tii— tio); 

«i.(^)=-  »••t»ngi(«»— Wo),  «t,ü^)=  -rttangi(a,— i«i) 

tu  setien.    • 


^teMeMier  Dreiecke  und  fiereeke.  SS 

Dm  Prodnct 

tangi{«o-«i)tangi(ui  -  i«»)tangj(ti,-i^) 
ist  positiv 9    also 

D  =  aAtangi(t^— if|)tang.l(tfi  —  Us)tangi(tfa—  «o). 

Der  Zähler  von 

Ti       r»      Tq 

bt 

«ini(tt«-ih)co»i(iifc— fi|)— sinj(tt«— tto)co«l(«»— «o) 

•f  8ini(tt|-— tio)co«i(»i  — Uo) 
=  —  it8in(Uo— «i)  +  8m(ti|— tig)+ 810(0,-11^)  J 

=      28io^Uo  — tiJsiiiKtt,— t4)siDi(tit  — «0), 
also: 

r  +  ?  —  ?  =  2tüngi(tio  —  t«i)  tangi(tit  —  «»)  tangK«,-  #io), 

•1  M  "O 

Qod  folglich: 

lo  dem  Falle  II.  mOssen  die  folgenden  Gleichung€ftt  tittStit  9tAt : 

^9  («>0)  —  ^»  (0*1 )  ^^  '0 » 

*i»(i»«)  +  *i>(o«i)  =  'i> 

Die  erste  Zeichen  •  Combinatlon  liefert: 

,  r..8ini(tt«  — «t)      

^toHl)  — «6»(0.l)-±co8j(ttj_l|,)cO8iK  — ««)' 

_  r.^ein.i(«|— «..)      

Die  zweite  Zeiche» -ConAlMtion  liefert: 
ThcU  XXX.  3 


S4    C runer t:    Veöer  i/en  Fiäckeninkali  tn  oäer  um  eine  BiUp$i 

_       r .  »in  U"i  -f  "a — 2no) 

ri  gin  K"2  —  tto) 
«i»(i»«)  +  'i»(oa)-±c„«  l(tta  —  "i)  cos i(tti  — uj  ' 

««.(aH))— «a.ü.«)- +  cos 4K  —ii„)  co8i(a,  — «i)' 

Die  dritte  Zeichen -Combination  liefert: 

roslni(Ma— Ui)      

*o. d»©) -  *o. (Ol) ~ ±  cos  \(u^  —  u.,)  cos  i(«a  —  ««)  ' 

*i.(i»«)  +  *i.(o.i)-  +  ca»j(tt,-:iij)cosl(«i-««o)' 

_  ,        rasinU^Ma-«^  — «i) 

Die   vierte  Zeichen -Combination  liefert: 

r.>8in4(Mt+«a~2tto) 
f).(a.o)-*ö.(o»i;-+co8 «(wi  -  ttj  cosKua— u„)  • 

,  _3.       r|Sin4(M2—2tfi-|-JCo) 

'i»(i^)  +  *i,(o,i)  -  +  cos i(S;^ u~) cos i(ii,  -lö  ' 

_  3- r^sin  j(tit— tfp) 

*2. (1.0) - i^ (1 .2)  -  +  cos  i(i,  -^UjCOSiO^-Ui)  ' 

AUo   ist  bloss   die   erste    Zeichen -Combination    ui5glicb>    i 
man  die  oberen  Zeichen  nimmt.     Daher  ist 

cos  l(«i  —  /io)  ,      cos  i(M2  —  "i )  ,      cos  \{u^  —  W„)  , 

SD  H-ie  auch 

tangi(tt,  — Mo),    tan^Ktia— li,),    tangl(«i  — «o) 

respective 

positiv ,     positiv ,    positiv 


und  man  bat 


,  rosini(i/2— «,) 

*o=  r 


'1=  +  ; 


cos  i(«l  —  Mü)  cos  i(Ma  —  «o)  ' 


*2=  + 


cos  ^(llj — M,)cOSi(ttj  —  II.)' 

r^siniCMi  —li..)     

COS;(tl«  — Uo)COS^(Ma  —  ai|) 


•    '••!  .V. 


öe$eMebener  Dreiecke  und  Vierecke.  S5 

ood 

«o,{o^)=  +  ro  tengi(i«|— K^),  io,(«,o)=  +  ^o  tang  i(M,  -  «o) ; 
ii,M)  =-t-ritaiigi(tr^— ti|),  *i,(o,i)= +ritaiigi(ii,— wj; 
«,(1,0)  =  +  r»tangJ(u2— u;),    «,(i^)  =  +  rstangi(iia— ttj) 

n  setzen. 

Das  Product 

tÄDg  i(««o  —  Wi)  tang  i(Wi  —  »*«)  tang  1(11. — u  J 
«ist  positiv,    also 

Z>=ii6tangi(Wo— ««i)  tangi(«<i -«•)  tangKiu—wJ. 
Der  Zibler   von  • 

r.  ^  r,       ri 

Ut 

sin  i(tt,  —  Ui)  cos  i(ti, — M, )— sin  i(ti,  — « J  cos  i(i«, — ü,) 

+  sin  i(««i  —  «o)  cos  K«!  —  ««o) 
=  -itainK— tti)  +  8in(i«i— «,)  +  sin(t«,— iijl 

=     2sini(tfo-*<«i)ainU<<i  — <<s)8ini(<<t  —  <<o)> 
also: 

^  +~— ^  =2tangi(tto— tii)tangj(««i  —  «•)tangl(ih— «,), 
To     r,     r| 

«od  foigiicb: 

In  dem  Falle  III.  mflssen  die  folgenden  Gleichungen  erffilU  aein4 

*o,co^)— «0.(«,0)=*o» 
«,(0^)  — *1,(I,«)    =«1» 

fa,(t,0)  +«,(!,»)  =«f 
Die  erste  Zeichen •Comhination  liefert: 

^  roSini(«<a— «i) 

«o,(O,i)-«Q.(*,0)  -  +  cosl(«i-««o)cosi(tt.  -"iO ' 

ri  sin  i(2ti| --«>.-"  II») 
fi,(04)  -*i,(i,a)    - ±  cos  i(tt.  -  tt|)  cos  i(i«,  -  uj  • 

.  _,       r«sinl(2tt^— Me-tft) 

fVt>0)   +  Ja.(i.«)  — ±^j;^j^-  _  «„)cosJ^i».  -  «i)' 


39    Grunert:    Oeber  den  FUicAeninkait  im  0d9r  im»  Hne  ßliipie 

Die  zweite  Zeichen -Combination  liefert: 

roain4(«|+ttf^2i^) 

»i»(o»i)-»i»(i^)-±co8  4(tta~tti)co8  4(wi— i<o)' 

rg8ini(tgi-tio) 

Die  dritte  Zeieben  -  Combination  liefert: 

ro8ini(tt,  — ttt) 
Id.  Omi)  -  <(^(w» — i- eo8  4(wi  —  oo)  cos  4(ttt  -  «o) ' 

#  —  ■  ri  sin  i(tig— Ho) 

*l.(0.l)-*l»(l.«)--±cO8i(t«8-ttl)C08  4(ttl— tlo)' 
**'^'«^+'*'^'«)--*C08i(lla-llo)c08i(u.— «t)" 

Die  vierte  Zeicbett<-CoHibliiatioo  liefert: 

_  ,       rpsin  i(ui  +  ti,  —  2tto) 

r|8ini(tia— ttp) 

Also  ist  bloss  die  dritte  Zeichen  -  Combination  zulässig,  ind 
man  die  unteren  Zeichen  nimmt.    Daher  ist 

cosi(t<i  — Uo),    cos4(tta  — tt,),    co8i(«i— tto)» 
so  wie 

tang4(tci— Uo)»    tiing4(«<i— «i),    tang4(ti,-tij>) 

respective 

negativ,    positiv,    negativ, 

Qod  man  hat 

rosin4(m— tt|) 
^    "•'cos  l(ui  — Mo)  cos  5(ti,  —  Uo) ' 

^ r|Sio4(tit— ttp)     

*         cosi(tt2— tri)cosJ(tti  -iio)' 


<•«-: 


rssioKtti  — Mo) 


eos  4(tti'^  ly  cos  4(tii — %) 


1 


ra  setzen. 

Du  Produet 

tang  i(«o— ^)  t«ng  4(i*i  -  «t)  ^ng  *(««— «o) 
iit  positiv,  also 

ß = «6  tang  i(tio — »i)  taog  i(tti  —  u^  tang  K«« — Uo). 


(. 


Dm^;  Z§Mer  roo 


ist 

4  ^D  4(iii  •- Uo)  <^8  i(tt| --n«o) 
=—  i  (sin  («ö— tti)  4'8in(tti  —  Ua)  +  sin(«s—  a^| 
=     2siD  l(tio  —  tti)8in  4(i£,  — Ua)8in  i(«a— «o)» 
slso: 

^  +  ^-?«Staiig4(tib-«l)tangi(ii,-ii,)tÄag4(ti,-tt<0. 
*o      u      ^% 

Qod  folgHch 


leb  babe  diese  Disemisioti  röckslebtlich  der  Vorseidbee  V«R^ 
sliadig  miCp^theilt,  weil  icb  sie  filr  iebrrelch  halte,  tmd  weil  lel* 
der  in  dieser  Beaiehung  noch  vielfach  gefehlt  wird,  indettt  tuan 
sich  häufig  mit  nur  ganz  oberflächlichen  Anschaunngsweisen  zn 
kegni^n  pflegt,  was  dnrchaas  nicht  zu  billigen  ist. 

Im  Allgemeinen  schliesst  man  aus  dem  Vorhergebenden,  dass 
i9==Fo6tattgiK-Hii)tasgUui  -  ti2)ta»g  J(«s— «o) 

ist,  mit  der  Bestimunml;,  dttss  man  in  dieser  jedenfalls  sehr  merk- 
irtlrdigen  Glelcbiiifg'flMi  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen 


S8    Grüner t:   iMer  den  iHäehmiinkaU  in  oder  wneinejKUipse 

bat«  jenachdem  Hie  Ellipse  innerhalb  oder  ausserbalb  dee  Drrt- 
ecks  liegt,  von  dessen  drei  Seiten  sie  berfibrt  wird.  Leicbt  siebt 
man  ein ,  dass  der  obigre  Ausdmck  auch  dann  noeb  ricbtig  bleibt» 
wenn  die  Ponkte  Af^,  A^,  A^  nur  so  auf  einander  folgen,  dass 
man  sieb«  wenn  man  sie  in  der  vorstebenden  Ordnung  durchlftull, 
naeb  der  Riebtang  bewegt,  nacb  weicber  die  Anomalien  gezählt 
werden. 

Auch  ist  im   ersten    Falle 

und  im  sweiten  Falle  ist  -  ' 

2  Vr,     r,     fo/  2  \ro  ^  r,'    r,/ 

oder/>^"^f'-5  +  4-^). 

jenachdem  die  Ellipse  und  das  Dreieck  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  die  Ellipse  in  A^ ,  oder  in  A^ ,  oder  In  A%  berfihrenden 
Seite  des  Dreiecks  liegen,  was  in  Tat  I.  Fig.  1. 1.  II.  III.  seine 
nSbere  Erläuterung  findet. 

Setzt  man  wie  frflber 

ti|— t/o  =  v»    Ma— ii|=fo,    «a— tto  =  t)-f to; 

so   i&it 

D = 7  a6  tang  Iv  tang  Iw  tangl(e  -f  to) , 

mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  obea. 

Dass  man  dber  die  der  Ellipse  umschriebenen  Dreiecke  Sbn- 
licbe  Betrachtungen  anstellen  könnte,  wie  Qber  die  derselben  ein* 
geschriebenen  Dreiecke,  ist  klar,  bedarf  aber  einer  weiteren  Er- 
liutemog  hier  nicht.  Dagegen  wollen  wir  jetzt  untersuchen,  ob 
auch  die  umschriebenen  Dreiecke  ein  Maximum  oder  ein  Mlnhnnai 
darbieten. 

« 

Entwickeln  wir  zu  dem  Ende  die  partiellen  Differentialquotleor 
ten  von  D  in  Bezog  auf  e  und  to,   so  erhalten  wir: 

8D_  sinitosin(p-f  tto) 

^""  eosle'cosiCo-l-fo)*' 

^P^^tM    sintgsin(to  +  ie)    , 
fts  """^*^'^ees4fo>cosl(e+ic)»' 


ö^ekrieöener  Dreiecke  und  Vierecke.  S9- 

oad  fcdbeo  also  al«  gemeinscbaftliolie  Bedlngangen  de«  Maziinaiii» 
umI  MioimaiDS  die  Gleichungen  : 

sin  \w  sin  {v  -\-  \u))  =:  0» 
sinlo6in(to  -|-if7)=0; 

welche  ganz  die  nämliche  Auflösung  zulassen ,  wie  dieselben  Glei- 
chungen in  1.,  und  daher  zu  den  folgenden  Wertben  von  v  und  w 
fiBhren : 


[H  Rficksicht  darauf,  dass.die  vorstehenden  Gleichungen  er- 
niilt  sind,  und  also  auch  nur  fiir  die  denselben  genugenden  Werthe^ 
von  0  und  to,  erhält  man  ferner  leicht: 

8r«  ""  ^  ^^^  cos  ir«  cos  U»  +  w)* ' 


3*Z)      _,   .    sin  Jo  eos  (fo  4- it') 


vnd 


oder 


Sit*  cosato^cosi(o-l-fo)* 

Sodto        ■  *     cos  ic*cos  i(o  +  to)* 
3*^  _  T  i^A  sin(e4<g) 

5^  -  ^  «^^CO8ifC«COSj(»  +  t0)** 


Weil  nun 
sinJosivS«   cosio  =  i;    sinito  =  iv3,   cosito  =  i; 
COS  (r  +  iw)  =  —  1 ,    cos  (tr  +  If?)  =  —  1 ; 
sin(e-f  to)=r — Jv3,    cosJ(ü+tt?)=— J 
iat;   so  ist,   wie  man  leicht  findet: 


also 


.^=±^''**^'    g;^=±4o6V3.    g^=±2«4y3; 


®'-^-S='^-'"-«"^=-»^- 


Nimmt  man  also  die  oberen  Zeichen,  so  sind  die  GrGssen 

respectiye 

positiv,    positiv,    negativ. 


T«*- 

iV3 

— j-  . 

« 

iV3 
1    • 

JV3 

• 

D  = 

=  ±  SoA  V3, 

4Q    Grün  er l:    M$r  den  FiächeninMi  in  9äer  nm  eine  EiUpee 

w#lc;l)#«  die  Be<}ipf^i»gan  4es  MiniinvraB  «nd ;   nioMiit  mm 
gen  die  unteren  Zeichen ,  8o  sind  die  Groeaen 

respective 

neyfativ,    negativ,    negativ, 

welches  die  Bedingungen  des  Maximums  sind. 

Bestimmen  wir  nun  aber  den  kleinsten  oder  grossten  Werth 
VAU  D  selbst,  so  erhalten  wir,  indem  das  obere  Zelehon  sieh  auf 
den  ersteren,  das  «ntere  sieh  auf  den  letsteren  bezieht: 

/>  = 

also 


and  sehen  hieraus»  dass  das  untere  Zeichen«  also  auch  das  oMge 
Maximum,  im  vorlieg^Rdfn  Pulle  Oberhaupt  gar  nicht  statthaft  ist 

Uebrigens  abe?  ersieht  man  auch  auf  der  Stelle,  dass  die  qm 
die  Ellipse  beschriebenen  Dreiecke,  ausserhalb  welcher  die  EUI|Hie 
liegt,  bis  zum  Versehwinden  klein  werden  kOnnen,  wobei  man 
zugleich  EU  bemerken  hat,  dass  die  Gleichungen 

sin  \w  sin  {v  -f-  \w)  =  0,     • 
sin  iv  sin  (fo  -|-  ir)  =  0 

auch  durch  e  =  0«  t9=0  erßillt  werden,  was  zu  />=0  ßlhrt 
Noch  etwas  Weiteres  hierüber  zu  bemerken,  halten  wir  flir  fiber- 
flüHsig. 

Die  aus  dem  ^*o^hergehenden  sich  ergebende  hSchst  merk- 
wGrdigQ  ConstructiAn  des  Maximums  in  1.  und  de«  hier  in  11« 
Statt  findenden  Minimums  ist  nun  folgende.  Ueber  der  Bauptaxe 
der  gegebenen  Ellipse*)  M  Durchmesser  beschreibe  man  eincMl 
Kreis,  wie  Taf.  I.  Fig.  2.  zeigt,  und  theile  diesen  Kreis  In  den 
Punkten  Ao! ^  Ai  ^  4%  In  drcu  gleiche  Theile,  wo  hnmtr  einer 
dieser  Punkte  beliebig  angenommen  werden  kann.  \^xth  diesen 
Punkten  fölle  man  auf  die  Hauptaxe  Perpendikel,  welche  die 
Ellipse  in  den  Punkten  J.,,  il,,  A^  schneiden,  verbinde  diese 
Punkte  durch  ^f  baen  der  ElMpsa  und  aiebe  dardb  dieselben  Be- 
rührende an  die  KBipeo^  so  lieffUmiiien  dia  ersteren  das  Maximum 

*)  Man  konnte  auch  die  Nebeoaze  wählen,  in  welcher  Mekrf'dll 
Tbl.  XXIV.  S.  871.  nn4  49H  Taf.  XD*  Fig.  1.  sa  «argleichea  Iti. 
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dw  te  dfo  Ellipse,  dfa  lettteren  das  Minimum  der  am  die  Bllipee 
beschriebenen  Dreiecke  *). 


III. 

Das   in  die  Ellipse  beschriebene  Viereck. 

Vier  Punkte  Ao,  Ai,  A^,  A»  der  Ellipse»  die  in  dieser  Ord- 
nung auf  einander  folgen,  so  dass  Ao  der  erste  ist,  auf  welchen 
man  trifft,  wenn  man  sich  von  dem  Halbmesser  der  Ellipse  an, 
Fon  welchem  an  die  Anomalien  nach  einer  gewissen  Richtung  hin 
fron  0  He  MO*  gesählt  werden,  nach  dieser  Richtung  hin  bewegt, 
seien  durch  die  Anomalien  Ug,  Ui,  u«,  tc,  bestimmt;  so  ist,  wenn 
F  den  Flächeninhalt  des  in  die  Ellipse  beschriebenen  Vierecks 
A^AiA^A^  bezeichnet,  nach  L  offenbar: 

F=s    2a6sini(iio— tfi)sini(tfi — tfa)sini(Ma — Uq) 
•f  2a6  sin  l(«o*— tta)  «in  s(<ct  —  <^  sin  {(«, — t«o) 

woraus  man  ferner  mitlebt  einiger  teichten  goniometrischen  Trans- 
formatienen  den  folgenden  merkwQfdigen  Ausdruck  erhält: 

F3:2<iAsini(ais— ai^)slnl(tt,-*-ti,)sin2(nö<-iii  -f  n^— t^)- 

Beseichne»  wir  die  Selten 

AqAj  f    AiA%f     A^A^f     A^Aq 

des  Vierecks  AqAiA^A^  durch 

*t»l>      'lt«>      ^8»      ^tO 

und  die  denselben  parallelen  Halbmesser  der  Ellipse  durch 

•brt »    ^*29    •^a»    ^>^> 
so  ist  nach  I.: 

^=2sini(«4-iioU     J*  =  8»ta}{i«a-t«i).     '— =2sini(ui-t^), 

JS  =  28lni(ii,-i«o); 
^»*o 


*)  O^lisr  ilie<9«ilt»9  WidId»!,  «•».  w.  diefar  beidsa  Ocaiecke  lasten 
•ich  noch  viele  intereMante  Unter«acliangeii  ancteilen^  and  manche  die- 
•elben  betreffende  sierkwftrdlge  Relationen  flteden,  wae  aber  Allee  nach 
dem  Obigen  keiner  Schwierigkeit  nnterllegl  und  fägÜfh  dem  Leeer 
■berlaeeea  werden  kann. 


42    Grunert:    Ve^er  den  FidchetUnkait  in  oder  um  eine  Eiiip$e 

OBd  doreh  geeignete,  übrigens  sich  leicht  ergebende  goiieoietrisehe 
Transformationen  erhält  man : 

Tif^      ra,5       rj,Q       r©,! 

=    2tsini(ii^-iii)+sini(tt,— Oa)  +  8ini(«^  — Oo)— 8ini(iii -Uo)l 

=Ä  -  8cos  J(a,  —  Uo)  «in  i(«i  —  ttf)  cos  i(tto  -  «1  +  tta — 1%) , 

» 
•  1 . 

^n  a  *a>8  I  ^8*0  _  ^m 

^0»!        **«»8        **8»0       ^19% 

?ss     2|«loi(«ii— i^)  +  8inl(ii,-iia)+«lni(tii— ii6)-elnl(8it-rii,)t 
= — 8cos  l(tC2  —  tio)  cos  i(ir|  *- «i}  sin  i(t(o  —  ti| -f  ti,  —  ttg) , 

*0»l    ■  *!>•   1  *8»0 H»f 

''Oa        ''l'l       •*8»0         **1»8 

=:2{siDi(ii|  — ti^) -h  sini(tia  — ti|) -|-6ini(u8— Ko)— sini(t%-^t4)i 
3=;8sin|(«s— Ko)cosKtii  —  tt8)cosi(Mo— «i  +  ««— ttg). 

^O»!        •"in       •'l*       liiO 

=  2isini(tii-^ti^)-|-sini(tCB— tii)-f8ini(fis— ttt)— eiBi(u8-*tio)) 
=  Ssin  Ktf^— Mo)  ein '(»1 -- »s)  8*D  K^)  *-sh  4- tca  —  tcg). 

Also  ist: 

(^i>s  ,  <«»8    I  *8>0 *0>l\ 
i*!»»     ra,8     Tjjo      *'o»i/ 

\*'0»l        ''•»8        '^SH)         ''1»«/ 

Vo>i      '^i»«     *^8»o      •^»»a/ 

v^  /fO>l     ■  ?l»«    1   f|»8  ^^ *8o\ 

=  4«.     sin  J(t«.  —  iio)*eosi(tta  — 1*0)*    • 

Xsin  \{ui  —  II,)*  cos  \{ui  —  tii)* 

Xsini(iio— :«! +tft  — ti,)«cos  Kwo— «i +«,— •%)• 
=  4'.|8ioi(it.— Ml}  «ni(tii  —  Ut)  sinKtio— u,  -f  Ua  — «,))■ 
F* 


=  '**-4ä«ft* 


-(S)'- 
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wd  folgHcb: 


FtsioÄV 


\*^0'1         M»«        1^8*0        •^»»t/ 

von      "i»«      J^t*!      ^1*0/ 

Für  den  Kreis  erhält  man  aas  dieser  merkwfirdigen  Formel 
deo  folgehdeii  längst  bekannten  Aasdmck: 

^(f)»!  +'1 »«  +*t»8  ■"  'tto) 


IV. 

Das  um  die  Ellipse   beschriebene  Vierecls. 

Bezeichnen  wir  den  Inhalt  des  nm  die  Ellipse  beschriebenen 
Vieredcs  d|ireh  f,  so  ist  nach  II. »  wie  aus  Taf.  I  Fig.  3.  auf.  der 
Stelle  ersichtlich  ist: 

i  ==  —  a6  tang  i(«o — «1 )  tang  i(tfi  — 11«)  tang  i(tt, — «0) 
—  ab  tang  \{uo — «,)  tang  !(««« — «t)  tang  i(M, — u^) 
=— a6tangi(tt.-.iio) 
XI  tang  Umo  -  «1)  tang  K«!  -  w.) — tang  Ku, -7  U3)  tangK«, —Ho)  |. 
Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

siiii(Uo-"»i)0^ni(«fi  —««•).  cos  i(M^  — 11,)  cos  J(«,—iio) 
=J(coiil(^)-2i«i+M«)-cosJ(tto-«,)){cos{(u,-2i«,+«o)+cosi(i«,--i«e)t 

cos  i(«^'-«i)cos{(tti —ttj. sin  i(ttt—ti,)  sinken,— t«J 
==l(cosi(iio-2«i+«t)+cosKtto--«*s)ll«>si(u,--2ti,+iiJ-cos{(ii,-ii^)); 
«ad  die  Differens  dieser  beiden  Grössen  iet  folglich : 


44    Grüner t:    üeöer  den  Fiäckentmkalt  i»  oder  um  eine  EUipee 

i  C08  i(t«,  -  a  J  { cos  i(«*o  -  2t«i  +  « J  -  cos  4(i«,  —  2ic^  «f  M«)  | 
=cos4(tt,— tt<,)»fn  {(«!  —  ti,)sinl(Mo— W|  +  ««•  —  ««s); 
folglich  ist  nach  dem   Obigen  offenbar: 

^__    ,    ain4(Ma  — tfo)fiini(ii|->tta)sini(«o— tt|  -l-ti^— tig) 
■"      ^   cosi(tii— u„)cosi(ttt— Wi)cosi(ii8— ttJcosKtto— u,)' 

w'oraos  sich  9   in  Verbindung  mit  III.,  das  folgende  merkwfirdige 
Resultat  ergiebt: 

j= -2cos}(ii,  — tiJcosl(i«,— •i,)€osi(«»— tt«)cosi(tt<»— «,), 

I  ■ 

I 

wobei ^wir  zugleich  noch  bemerken  wolleo^   daas  nach  L.taid.iL 
auch 


oder 


g=:f2cosi(i«,  — ttJcosJ(i«8— tij)cosJ(tto— «*«) 


2j=:iF2cOSi(tto— t<i)cd8l(U4  — MjcOSi(W,  — •««) 


ist  9    wo  wegen  des  Zeichens  immer  die  aus  IL   bekannten  Vor- 
schriften gelten. 

Nach  den  in  II.  bewiesenen  Formeln  ist  auch»  wobei  die  Be- 
deutung einiger  der  nachher  gebrauchten  Bezelehnmigen  vmk  selbst 
aus  Taf.  I.  Fig.  3.  erhellen  wird : 


I." 


also: 


1        _ 

Ist  i'  der  Flächeninhalt  des  in  Taf.  I.  Fig.  4.  um  dfe  fiOipse 
beschriebenen  Fönfecks,  so  ist  hiernach  und  nach  II.; 


fibsi 


\:  ■ 


ab /So'  — So'  .  «1  .  «a  ,  V-*»"  ,  *a\ 


'  'i 


'IV: 
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bt  S^  der  Flficbeniobalt  des  in  Taf.  I.  Fig.  5.  um  die  Ellipse 
bescbriebeoen  Secbsecks«  so  ist  nacb  vorstebendem  Aosdrocke 
f8r  deo  Fiäcbeniobalt  des  Fünfecks  und  nacb  IL: 


tlso: 


'■=j(r*?,*'ii*>.*?*^) 


Wie  man  auf  diese  Art  weiter  geben  kann,  ist  klar,  und  wir 
werden  daber  bierdurcb  zu  dem  folgenden  sebr  merkwilrdigen 
allg^neinen  Satze  geföbct: 

Wenn  fi  der  Fläcbenlnbalt  eines  um  eine  Ellipse, 
deren  Halbaicen  annd6  sind,  beschriebenen  beliebig««» 
Vielecks  Ton  n  Seiten  ist,  und  die  Seiten  dieses  Viel- 
ecks diircb 

die  denselben  parallelen  Halbmesser  derEllipse  durcb 

*'o»    ^1»    •*•>    1i»    ••4«  •  •••  in»— 1 
beselcbnet  werden;   so  ist  immer 

2  \ro     ri     ra     r»  ^  i«-i/ 

Fflr  den  mit  den  Halbmesser  r  bescbriebenen  Kreis  gebt  bieraua 
anf  der  Stelle  die  einfacbe,  längst  bekannte  Formel 

bemir* 

Für  so  merkwürdig  icb  aucb  alle  im  Obigen  bewiesenen  Sätze 
?on  der  Ellipse  balte,  und  so  wflnscbenswertb  es  mir  aucb  scbeint, 
dasa  diese  Untersucbungen  weiter  gefübrt  und,  wo  muglicb,  sa 
Docb  grosserer  Allgemeinheit  erboben  werden:  so  will  icb  diesel- 
ben docb ,  um  dieser  Abhandlung  nicht  eine  zu  grosse  Ausdehnung 
n  gel>en ,  fllr  jetzt  abbrechen ,  indem  icb  mir  fibrisens  Torbebalte, 
aif  dieselben  nrflckznkoinmen,  insofern  nicht  ein  Anderer  dadcnefr 
fSTMilasst  wird,  diesen  Gregenstand  werter  zu  studiren,  was  mit- 
11  grosser  Freode  gereichen  würde,  webei  es  sich  sugMcb  gans 
fsft  selbst  i^erslebt,  dass  ich  alle  hierauf  bezüglichen  Untersudran-' 
gen  sebr  gern  in  diese  Zeitschrift  aufnehmen  werde. 
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Augastin   Louis   Cauchy  *). 

(BZTEAITS  o'miB  LBTTEB   DB  M.   BIOT  A   IL  BB   FALIiODZ«). 

Augastin  Caachyaeule  bonheur  d'appartenir  k  cette  claBne 
meyeooe  de  la  soci^tii  qui  n'est  expos^,  ni  aax  soufTraocBB  de  Im 
penvret^,  ni  aoz  dati^ra  de  la  riebesse.  N^  le  21  aoüt  1789  4'b»« 
famllle  pieose,  les  d^sordres  qoi  saivirent  cette  ^poque  o'atteigaireDt 
point  son  enfance.  Son  ^ducation  clässique,  commenG^  de  boBüe 
heure  par  son  p^re,  se  continua  plus  tard,  sous  d'habiles  pro- 
fesseurs,  k  T^cole  centrale  da  Pantheon.  II  en  sortit  en  1804» 
k  TAge  de  quinze  ans,  apf^s  deux  ann<$es  de  rbtftoriqae»  retnpo^ 
tant  aa  concoars  gän^ral  le  deuxiöme  prix  de  discours  latin;  le 
premier  de  version  grecqae;  le  premier  de  vers  latins.  Cette  bbI- 
▼ersalit^  de  succ^s  lui  fit  d^cerner  par  Tlnstitut  la  couronne  r4- 
sery^  k  l'älöve  des  öcoles  centrales  quI  B'4tait  le  pla»  dbtingo^ 
en  hamanit^s. 

Apr^s  avotr  saiW,  pendant  une  senle  ann^e,  le  coars  päblie 
de  inatb^matiqaes  d*an  excellent  professear,  Dinet,  le  jeane  Cavchy 
se  trouva  en  etat  de  se  präsenter  aux  examens  d*adralssion  de 
r^cole  polytecbniqae.  II  fut  re^u  le  deaxiöme  de  la  liste»  en  1806^ 
i  setze  ans;  et  ses  deux  annöes  de  cours  ^tant  terroin<$es»  tt 
sortit  le  troisi^me  en  1807.  En  quittant  iVcole,  il  cboisit  la  ear- 
ri^re  des  ponts  et  chauss^s,  oü  il  entra  le  premier  de  sa  promotioB« 
n  en  parcoarat  rapidement  les  grades  inr^rieurs«  Tot  eniploy4  k 
plosieurs  travaax  de  construction,  et  devint  Ingenieur  en  chefen  1825. 

N*^tanl  encore  qu'asplrant  Ingenieur,  le  6  mal  1811,  ^TAgade 
vingt-deux  ans*  il  pr4senta  k  la  elasse  des  sciences  matbönm- 
tiques  de  Tlnstitot  on  Memoire  snr  les  polyMres  giSom^triqoe^ 
qoi  fat  eztr4oiement  remarqa^.  U  y  g4n4ralisait  un  th4ortoie 
d'Eoler,  et  compUtait  la  tböorie  d'one  nouveile  esp^e  de  poly^ 
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dres  rögdiers  d^couyerts  par  M.  Poinsot.  Legeudre,  le  plas  an»- 
t^re  de  nos  g^um^tres,  regarda  ce  Memoire  ,,comrae  la  prodoe- 
tioo  d'on  talent  d^jä  ezerc^,  et  qui  devait  par  la  suite,  obtenir  de 
plus  grands  8ucc^s."  II  engagea  le  jeune  aateur  k  poursaivre  ee 
genre  de  recherche«,  pour  tAcher  d*ätablir  iin  th^or^ine  ^galement 
relatif  anx  poly^dres,  qiie  suppoaent  certaines  d^finitioDS  d'Euclide» 
et  doot  la  d^monstration  n*avait  pas  encore  ^t^  obtenue.  Cauchy 
la  donna  en  1812.  Dans  le  rapport  que  Legendre  en  fit  k  TAca- 
d^mie,  il  exprima  aon  approbation  avec  un  eotratnenieDt  qoi  lal 
tftait  pea  ordinaire.  „Nous  n'aviona  voulu,  dit-il,  quedonnerane 
id^  de  cette  dömona^ralion,  et  noos  Tavona  rapport^e  presqne 
toat  enti^re.  Mous  avons  ainai  foarni  ane  aouvelle  preuve  de  la 
sagaeit^  avec  laquelle  ce  jeune  g^om^tne  est  parvenu  k  vaincre  one 
difficolt^  qui  avalt  arr^t^  lea  maftreR  de  Tart,  et  qa'il  importait  de 
r^osdre  poar  perfectionner  et  compläter  la  th^orie  des  corpa  solides.^ 

Ces  deox  premiere  niämoirea  de  Caacby  auraient  po  faire 
pr^ager  une  aptitude  apäciaL  et  ezclusive  poar  lea  problemef«  de 
g^m^trie  pare.  On  ne  tarda  pas  ä  s'apercevoir  qae  ia  capacit^ 
de  ce  jeane  eeprit  avait  une  ätendue  bien  plus  grande.  Dans  lee 
aoo^es  1813  et  1814,  Cauchy  prodiiinit -deuz  reniarquables  m^ 
moires  de  baute  analyse;  et  en  1815,  il  präsenta  un  Memoire  aar 
la  tb^rie  de«  nombrea,  oü  il  demontrait,  en  T^tendaut,  un  th^ 
röroe  ^noncä  par  Fermat,  tb^or^rae  dont  quelques  particularit^ 
seolement  avaient  pu  ötre  jusqu'alora  stabiles  par  lea  matböma- 
ticiens  lea  plua  babiles  dana  ces  roati^res,  Legendre  et  Gauss. 
Cette  möme  ann^e,  TAcad^roie  avait  propos^,  comme  sujet  du 
grand  priz  de  roathämatiques ,  d'ötablir  la  tbäorie  de  la  propaga- 
tion  des  ondes  k  la  surface  d'un  fluide  pesant,  d'une  profondeur 
iod^finie.  Cauchy  rä8olut  completement  la  question.  Son  Mömoirey 
qui  fot  couTonnö  en  181,6»  est  imprimö  au  tome  1^  des  volumes 
de  priz.    II  porte  pour  Epigraphe  ce  vers  de  Virgile: 

Naste  quot  Fonii  veniant  ad  ifttora  fitictus.    (G^org.  II.) 

application  litt^raire  d'autaot  plus  beureuse  que  ce  vers  renfernie 
r^ooDC^  cofnplet  et  tout  k  fait  exact  du  probleme  proposö. 

Cee  dAats  si  rapides  et  d6jk  si  f^onds  d'un  jeune  homme 
de  yiiigt-sept  ans,  Ini  assuraient  la  prenii^re  place  qui  deviendrait 
▼acante  dans  les  sections  matb^matiques  de  linstitut.  Une  cir- 
coostance  r^rettable  pour  les  sciences  et  pour  lui-mdme  riotro- 
dvisit  ofliciellement  parnii  euz.  A  la  suite  de  la  erise  passag^re 
des  Cent  Joars,  une  ordonnance  royale,  dattfe  du  21  mars  1816, 
rteblit  les  anciennes  acad^mifs  sous  leurs  d^nominations  primi- 
tives,   d*Acad^mie  fran^ise;   des  sdenees,    des  fnscriptions  et 


48  AupuMün  Limii  Cauckp. 

belies -lettres»  des  beaux-arts»  et  fixa  la  conpoaWon  dta  acad^ 
mtea  resUar^ea.  Dana  cellea  das  Sciences ,  deuz  noma  cölAbrea» 
eeaz  de  Carnot  et  de  Monge,  ^tent*  remplac^s  par  deex  Doma 
Doaireaoz»  Br^gnet  et  Cauchy«  Vers  la  fin  de  1813  Caochy  fitft 
fhomm^  professeor  adjoint  d'analyse  k  TEcoIe  polyteobniqoe,  et 
devint  professeor  titalaire  en  1816.  Il^i^tait,  avant  toutea  cboeea, 
rhomme  du  devolr.  Appell  a  enseigner«  II  toarna  toiitea  aea  pen« 
aöes  Ters  renseignement.  De  1816  k  1826,  il  puMia  son  coiira 
d'analysealgöbriqoe^de  caicul  difftfrentiel,  d'application  de ranaljfa^ 
iaiBit^simale  k  la  tb^rie  des  coorbes :  trois  ou?rages  exceUettta« 
biea  ordono^,  proc^ant  par  des  d^moristrations  toajours  rigod- 
reoseSf  et  ricbes  de  <l^tails  nouveaux;  oü  Ton  ne  saurait  dMrer 
qa*un  peo  de  condeseendaQoe  ä  ^clairer  les  abstractions  de  Tana* 
fyse  par  les  coosid^rations  gäom^triqnes.  Dana  cette  mMse  pMe4e 
de  tempsy  il  publia  an  Memoire  sur  les  Integrales  priaea  eotfe 
des  limites  imaginaires ,  qni  a  et^  pour  plusieurs  de  nos  jeanes 
gtfometres  Toriglne  d'iraportants  travaux.  Tout  cela  ne  saffiaalt 
p'as  encore  k  son  ardeur  infatigable.  II  entreprit  et  commenga  de 
faite  parattre,  en  1826,  nne  Sorte  de  revue  p^riodiqne,  propre  i 
Tot,  qu'il  appela  Exercices  mai/i^atiques ^  oü  toates  les  partiea 
des  roath^matiques ,  les*  plus  äl^mentaires  corome  les  plus  snbli« 
mes,  etaient  abordäes  avec  tant  de  g^näralit^,  de  f^ondittf,  de 
palssance  inventive,  qu'ä  la  lecture  de  ces  publications ,  Abel,' 
ün  des  plus  profonds  analystes  de  notre  temps,  öcrivait  k  un  de 
ses  amis:  „Canchy  est  actuellement  le  g^om^tre  qui  comprend 
le  mieux  coroment  les  mathömatiques  doivent  ^tre  ötuditfes.''  En 
effet,  les  cr^ations  de  m^thodes  et  les  aper(;us  de  voies  nonvellea, 
röpandus  dans  ces  ezercices,  ont  M^  non-seulenieot  poar  Taa- 
tenr,  mais  aussi  pour  beaucoup  d'autres  g^om^tres,  les  initiatiFea 
Mcondes  d*une  multitude  de  brillants  travaux.  Oauchy  cootinoa 
la  publicatlon  et  ralimentation  de  ce  trösor  mathämatique  jnsqo'i 
sa  mort. 

Son  existeiice  paisible,  toute  concenträe  dans  les  joies  mora- 
l6a  et  les  pars  plaisirs  de  rintelligence,  se  trouva  Inogbiämeitt 
troubUe  et  brisöe  par  la  rövolution  de  18^.  A  cette  ^oqae,  If 
ätait  marie  et  p^re  de  deox  filles.  11  s'ätait  alli^  k  une  fanllle 
henerable,  dont  la  position  sociale,  les  goüts,  les  sentUnentSf 
ötalent  aasortia  aox  sieos.  Oatre  son  emploi  de  professeur  k  TEcola 
polytecbnique,  il  occupait  une  cbaire  k  la  Facultö  des  sciencea  de 
Paris,  et  il  ötait  supplöant  da  cours  de  pbysique  laatbömatiqoe 
au  collöge  de  France.  Le  gouvernement  nou^eau  jugea  n^cessaira 
de  legitimer  ses  titres  de  fait  par  on  serment  de  fidälit^  impos^ 
4  tous  les   foactionnaires  publics,   rotoe  k  ceux  qai   n'ayaieot 
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d'aotre  charge  que  d'enseigner  les  scicnces  physiqiies   on  math^* 
»atiqoes. 

Cauchy  se  r^fugia  en  Soisse  pour  garder  sa  foi.  La  pröseiit  e 
d'oD  g^omötre  de  cet  ordre,  dans  la  patrie  des  Bernoulli  et  de« 
Eoler.  ne  pou?ait  rester  longtemps  ignoree.  Le  roi  de  Sardaigoe, 
inforni^  de  son  exil  volontaire,  eröa  poor  lui,  daiis  Funi veralte  de 
Törin ^  one  chaire  speciale  de  mathöroatiquesy  que  Cauchy  viot 
remplir  avec  äclat,  tout  en  poursuivant  ses  autres  travaux.  La 
Fraoee  perdit  ainsi  un  de  ses  g^om^tres  les  plus  illustres,  un  de 
sea  Professors  les  plus  habiles. 

Dans  rannte  1832,  Cauchy  quitta  cette  chaire  hospitali^re, 
Muit  appel^  k  Pragne  par  le  roi  Charles  X  pour  ^tre  attach^  a 
rMocation  du  comte  de  Chamhord.  Alors  it  fit  venlr  prds  de  lui 
sa  femme  et  ses  deux  filles,  suivit  a^ec  elles  les  princes  k  G8rz; 
et  pendant  les  six  ann^es  que  dura  cetfe  honorable  t&che,  son 
activitö  incessante  lui  fit  trouver  encore  assez  de  loisir  pour  com- 
poser  aar  les  diverses  parties  des  mathömatiques  une  multitude 
de  m^nioires  pr^cieux,  qui,  aujourd'hui  r^pandus  en  AllemaG^ne, 
aoDt  ponr  nous  tr^s  -  difSciles  ä  rassenibler.  Vers  la  fio  de  1838, 
les  fonetions  qu'il  avait  ä  remplir  ^tant  termin^es ,  il  se  s^para  de 
son  royal  Mve  dont  il  s'ötait  acqnis  laffection  et  l'estime;  pnis 
il  rentra  en  France,  et  vint  reprendre  sa  place  parmi  les  roembres 
de  rfnstitut,  sans  autre  condition  que  de  le  vouloir,  conime  cela 
a'est  tonjours  pratiqu^.  D^s  ce  moment  n'^tant  plus  distrait,  je 
dirais  yolontiers,  contenu  par  aucun  devoir  de  professorat,  ne 
sortant  de  ses  caiculs  que  pour  s'occuper  d'oeuvres  morales  oo 
de  bienfaisance  que  sa  piöt^  et  sa  g^nörosit^  lui  sugg^raient, 
Caoehy  laissa  ^pancher  dans  nos  r^unions  Tintarissable  abon« 
dance  de  son  g^uie  mathämatiqne.  Pendant  ces  dix*neuf  dernieres 
ann^s  de  sa  vfe,  il  composa,  et  publia  dans  les  volumes  de  l'Aca-  ^ 
dornte  on  dans  les  comptes  rendus ,  plus  de  cinq  cents  Memoires» 
ootre  one  multitude  de  rapports  sur  les  Mämoires  pr^seiitäs  par 
des  tflrangers.  Dans  cette  masse  immense  de  travaux,  rapidement 
produits,  beancoup  ont  une  grande  valeur  propre;  d'autres  pre 
sentent  des  Initiatives  d'id^es,  de  m^thodes,  qui  ont  4i4  d^jä  ou 
qoi  aeront  plus  tard  föcondes.  Tous  porteiit  sur  les  sujets  les 
plos  4\ew4B  des  math^matiques :  le  perfectionnement  et  l'extension 
ds  Tanalyse  pure,  la  recherche  et  la  d^termination  directe  des 
mouvenients  plän^taires  et  de  leurs  in^galit^s  les  plus  complexes, 
la  tbitorie  du  mouvement  ondulatoire  de  la  lumi^re  consid^rä  dans 
son  eoti^re  g^näralit^.  Je  me  hörne  ä  cettp  indication  sommaire. 
Malheorensement  sa  pr^cipitation  k  produire  ne  lui  laissait  paa  la 
patienca  da  mdrir  t^ea  travaux.    Chaque  voie  nou volle  qui  se  prä* 
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sentait  k  son  «sprit  le  passionnait  ezclaMvement,  et,  pour  ta 
saivre,  il  quittait  celle  qu'il  avait  commeric^  d'ezplorer,  m^oie 
Sans  aToir  pris  le  temps  de  recoonaftre  jusqu'oü  eile  poavait  con. 
duire.  Ponr  aller  plua  vite,  il  condensait  preaqae  toajoar«  ees 
nouveaux  apergus  dans  des  notntions  inusit^es,  qui  les  rendaient 
inintelligibles  k  tout  autre  que  lui ,  jusqu'ä  ce  qa*on  ae  les  füt  ap- 
propri^es;  et  aoavent  il  ne  »'aper<;ut  pas  que  ces  innovatlons  ne 
faisaient  que  d^guiser  sous  une  forme  ötrange  des  r^sultats  d^jA 
connus.  L'ezub^raoce  de  son  g^nie  n'anrait  pn  ^tre  contooiie 
qu'^tant'  dirig^e  Ters  un  but  marquö  par  le  devoir.  II  se  prtfsenta 
uoe  occasion  de  le  lui  offrir. 

Ed  1840,  la  mort  de  Poisson  laissa  une  place  vacante  an  boreau 
des  loDgitndes.  Ce  corps  scientiGque»  de  m^me  que  linstitutt  se 
renouvelait  alors  par  l'^lection  libre  sous  rapprobation  du  chef 
de  ri^tat  Nous  ^lümes  Cauchy  ä  runanimit^.  II  ätait  Evident 
pour  tout  le  monde  que  Cauchy  ne  preteralt  pas  et  ne  ponvait 
pas  pr^ter  serroent;  sa  nomination  ne  fut  pas  ratifi^e.  La  scieoce 
en  souffrity  car,  engagä  d^s  lors  par  devoir  dans  les  travanz 
d'astronomie,  il  s'y  serait  portö  avec  son  ardeur  accoutum^,  et 
la  möcaniqne  Celeste  lui  aurait  du  tr^s  -  probablement  des  d^ou- 
▼ertes  dont  eile  sera  longtemps  priv^e. 

Ce  fut  en  eflfet  sa  fid^lit^  k  remplir  un  devoir  pareil  qoi  deriot 
roccasion  et  la  cause  du  grand  service  qu'il  rendii  ä  TastroiioiiBie» 
en  lui  fournissant  le  moyen  d'^valuer  directement,  par  des  for* 
inules  analytiques  d*une  application  gänörale  et  süre,  les  in^gBlI- 
t^  k  longues  perlodes  des  mouvements  planötaires,  qui  rendent 
les  tables  de  ces  mouvements  progressivement  fautives  taot  qii*el- 
les  n'y  sont  pas  appräci^s.  En  1843,  Cauchy  se  trouva  clMrg^ 
^  par  TAcaderoie  de  v^rifier  la  d^termination  d*une  inögalit^  de  oette 
nature,  que  M.  Le  Verrier  annongait  avoit  d^couverte  dana  le 
roonvement  de  la  plannte  Pallas,  et  dont  la  p^riode  embraeee 
sept  Cent  quatre-vingt-quinze  annöes.  Elle  ^tait  fort  impoirtanle 
k  conuaitre,  son  effet,  sur  la  longitude  de  la  plannte,  surpaseaat 
15  minotes  sexag^simales,  dans  son  maximum,  d'apri^s  l'^valaatioo 
de  M.  Le  Verrier.  A  döfaut  d'un  procödö  d*analyse  direeft,  il 
en  avait  obtenu  la  mesure  par  une  Interpolation  numörique  eztr4* 
mement  hardie  qui  avait  n^cessit^  d*iramenses  caiculs.  Pour  se 
sottstraire  k  Tönorme  travail  de  patience  que  la  värification  de 
tant  de  nombres  aurait  exig^,  Cauchy  inventa  une  mötbode  analy- 
tique  par  laquelle  toutes  les  inägalites  de  ce  genre  se  d^termineAt 
directeroent,  dans  tous  les  cas,  et  avec  d'autantplos  de  piMalen 
qo'ellee  sont  d*au  ordre  plus  ^lev^.    II  retrouva  ainsi  les  chifiee 
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de  M.  Lo  Verrier;  et  d^ormaifl,  dana  oea  proU^mea^  la  puiaaance 
de  la  sctence  abatralte  rempla^a  Teffort  individael. 

Eo  1848y  Canchy  reprit,  k  la  Faculte  dea  eeietieea  de  tHirin, 
aa  ehaire  de  math^matiquea ,  la  aeule  de  aea  anclefiiiea  placea  qui 
ne  ••  trowAt  paa  occupee« 

En  1851,  Caachy  ceaaa  de  nouveao  aon  enaeignemeDt;  inaia 
an  peQ  plaa  tard,  le  inioiatre  de  linstruction  publique»  AI.  Fortoul» 
obtint  facilement  de  TEmpereur  rautoriaation  de  le  renvoyer  toot 
almplemeot  k  aa  cbaire,  aana  condition  ni  ezigence  politique»  Inf 
laiaaant  aioai  la  libert^  d'4tre  reconnaiasant.  II  le  fut  ausai  et  le 
tteoigna  de  la  roanidre  la  plua  noble.  Toot  aon  traltement  de  la 
Fmcolt4  ae  d^penaait  en  oeuvrea  de  bienfaisance  poqr  la  commune 
de  Sceaux,  oü  il  röaidait.  Et,  une  foia  qoe  le  malre»  qai  ölait 
llnterm^diaire  öclair^  de  sea  cbarit^a,  lui  tämoignait  quelque  häai- 
tatlon  k  le  voir  ai  prodigue:  »«Allez,  lui  dit-il,  ne  eraignez  rien. 
fTeti  FEmpereur  qui  paye,"  Je  ne  craina  paa  de  dire  que  cette 
parole  eat  la  räcompenae  de  TEmpereur. 

L'ezpoa^  que  je  vlena  de  faire  dea  circonatancea  ezt^rienrea 
daoa  leeqaellea  Gaecby  a  v^co,  ne  noua  montre  paa  aeulement 
ce  qo'il  a  ^^,  mala  ce  qu*il  aurait  pu  ^tre  pour  lea  aeiencea  raa« 
Üitoatiqaea.  81  aa  vie,  comme  ceile  d'Euler  et  de  Lagrange,  aralt 
p«  a'^eoaler  aana  trouble  dana  leura  paiaiblea  ap^culationa,  II 
aorait  ^t^  nne  de  leura  plua  grandea  lumidrea.  Par  Feiet  de  l'in- 
cosatanee  et  du  d^aordre  que  lea  övenementa  ont  imprim^a  k  aon 
g^nle,  rinlluence  qu'il  a  exerc^e  aur  ellea  ne  aera  eompl^temerrt 
a«atle  qa'apr^a  que  le  teropa  en  aura  d^velopp^  toutea  lea  cona^- 

J*ai  aeulement  eaquiaad  ici  le  portrait  du  aavant  et  de  Thomme 
lettre.  Qnl  ponrra  peindre  dignement  Thonime  priv^,  le  fila  affec- 
tionn^,  le  fröre  d^vou^,  le  bon  pöre  de  famille,  le  citoyen  bien- ' 
GrisaDt;  pour  tout  dire  en  un  mot,  le  vrai  chr^tien,  rempfiaaaut 
aree  foi  et  amour  toua  lea  devoira  de  loyaut^,  de  probit^,  de 
Charit^  allectueuae,  que  la  religion  noua  preacrit  envera  noua-möme« 
et  envera  lea  autrea!  On  l'a  vu  a'occuper  k  faire  du  bien  autour 
de  iai  juaqu' ii  aea  derniera  moroenta ;  attendant ,  acceptant  la  mort 
a?ee  la  atfr^it^  confiante  qu'une  foi  profonde  peut  aeule  Inapirer. 
Henreoz  eelni  en  qai  Dieu,  pour  notre  ezemple,  a  voulu  aina! 
r^onir  l^a  dona  du  g^nie  et  ceuz  du  coeur! 
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leh  kann  ea  mir  nicht  veraagen,  dem  Obigen  noch  die  aeh5- 
nen  Worte  hnnuauRlgen,  mit  denen  der  treffliche  Tortolinl  den 
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Lesern  seioer  fär  die  mathematische  Literatur  so  ungemein  wich, 
tigen  Annali  di  scienze  materoaticbe  e  fisicha  Nachricht 
von  dem  unersetzlichen  Verluste  gegeben  hat,  welchen  die  mathe- 
mafischen  Wissenschaften  durch  Cauchy's  Tod  erlitten  haben, 
Worte,  die,  eben  so,  wie  alle  Schilderungen,  die  mir  über  Gaucby 
bekannt  geworden  sin^,  darauf  deutlich  hinweisen,  dass  der  Gnind- 
zug  seines  ganzen  Wesens  vor  Allem  wahrhaft  christliche  Gesin- 
nung, fortwSbrender  Hinblick  auf  das  Uucbste  im  Leben,  das 
tiefste  Rechtsgefuhl  und  die  aufopferndste  Hingebung  an  die  Wis* 
senschaft  und  deren  Mittheilung  au  die  ihm  anvertrauten  8chQler 
waren.  Möge  Jeder  in  allen  diesen  Beziehungen  ihn  sich  znm 
Vorbilde  nehmen!  Wer  aber  soll  und  kann  ihn  ersetzen?  Friede 
seiner  Asche  I  G. 


Necrologia. 

Nel  23  Maggie  1857  cesso  di  vivere  Agostino  Loigi 
Cauchy  Membro  dell*  Accademia  Imperiale  delle  Scienze  di 
Parigi.  11  gran  Geometra  si  trpvava  nel  sessantottesiroo  anno  di 
sua  vita  toltagli  da  brevissima  malattia.  L'Esercizio  piü  scrdpo- 
loso  di  tutte  le  virtu  cristiane  specialmente  diretto  al  bene  del 
suo  prossimo,  le  grandl  scoperte  in  tutte  ie  parti  delle  Hatema- 
tiche  pure»  ed  applicate  provenienti  dalla  sua  straordinaria  Intel- 
ligenza  resero  queste  uomo  ammirabile  a  tutta  TEuropa.  Le  Opere 
pubblicate  dal  medesimo  sono  cognite  ai  geometri  e  la  sua  car- 
riera  seien tifica  contava  piü  di  cinquantadue  anni.  Le  Memorie, 
le  note,  gli  articoli,  i  rapporti  sparsi  nelle  differenti  collezionl 
scientifiche,  e  specialmente  nei  Comptes  Rondus  sono  innumere- 
voli.  II  Cauchy  nei  scorsi  anni  ci  dava  una  speranza,  che  non 
si  ^  realizzata,  cio^  la  pubblicazione '  d'un  Trattato  di  Meccanica 
molecolare:  a  fronte  di  questo  trattato  si  avea  da  porre  il  nume- 
roso  Catalogo  di  tutte  le  Opere,  Memorie,  note  daesso  pubblicate*). 


*)  II  compilatore  di  qncMto  cRtalogo  k  il  P.  Jui/fen  deila  Compagnl« 
<1i  Genik,  glornne  geometra  aMai  distinto,  ed  Antore  dell'  intereecsnte 
Oiiern  tanto  per  gli  ailieyi,  qnnirto  i  profeMori  eotto  il  tliolo Pro6Ume$ 
de  Mecanigue  vol.  2.  io  8».  Pari«  18&5.  Ches  Bachelier.  11  P.  JuUien  A 
presentemente  itudente  di  Sacra  Teologia  in  Collegio  Roniano  ed  avaatl 
ia  «ua  partenzR  da  Parigi  avea  coDsegnnto  al  tig.  Bachelier  il  DominaCo 
Catulogo  per  la  ttampa.  Mi  «ia  permetso  qni  di  fare  nn  otseryasioae 
relativa  alle  tre  diverse  Catedre  da  me  occiipate  per  rintegnameoto  in 
Roma.  Alcani  doUl  tiranieri  njiei  aiiiici  confondendo  forte  Vniversild 
Romana  oon  Collegio  Romano  creduno  che  io  sia  Profesaore  fn  qaooto. 
II  Collegio  Romano  al  chiama  anche  CnitereUä  Gregoriana:  le  pnbhUeha 
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II  CaDchy  deve  aver  lasciato  on  gran  nomero  dl  Memorie 
inedite,  ed  alcane  di  esse  presentate  giä  all'  Accademia  delle 
Scienze  da  molti  anni  a  quesfa  parte.  Ip  noii  dubito  che  TAcca- 
demia  medesima  seropre  intenta  all'  avanzamentp  delle  scienze  vorrä. 
presto  oollocarle  fra  i  volarol  delle  sue  Memorie,  e  si  conoscerä 
•empre  piü  qaanto  grande,  ed  irreparabile  sia  stata  la  perdita  di 
qoeoto  aomoy  che  al  suo  alto  sapere  congiungeva  on'  esattissima 
osserranza  di  tatti  i  suoi  deveri  Christiani.  lo  penso  di  non  poter 
tenniDar  nieglio  il  hreve  cenno  dlato  del  Cauchy  se  non  col  ripe- 
fere  Je  stesse  parole,  che  il  medesiroo  diceva  di  Ampere  alla 
fine  di  aoa  saa  lunga  Memoria  litegrafica  pubblicata  a  Praga  neU' 
Agosto  1836  itir  la  theorie  de  la  Lumiere,  quäl  Memoria  io  con- 
«ervo  diligenteniente  come  uoa  delle  prime  gentilmente  donatemi 
dall'  AatorOy  da  che  fu  da  me  conosciuto  in  Roma  nel  1832.  11 
Gaachy  adunque  alla  pag.  90.  ed  ultima  di  questa  Memoria  dice 
che  alcnni  resultati  snila  teoria  della  luce  erano  stati  giä  da  esso 
commiicati  a  M^  Ampere  „qui  aprds  avoir  sur  la  terre  par  ses 
yyimportaotes  döcouvertes  dans  plusieurs  branchea  des  conDaissan- 
„eeB  baroaiDes»  montr^  jusqu'oü  peuvent  atteindre  les  ressourcea 
^de  Taualyse»  et  les  m^itations  de  la  science,  est  M4  dans  ooe 
^meHAeuTe  patrie  contempler  la  beautä  supr^me  de  ce  Dieu  do- 
^irant  lequel  s'abaissait  aoo  puissant  göoie»  et  se'plonger  avee 
»»döliees  dans  la  vive  et  douce  lumldre  de  rEtemelle  Vörit^.'' 

B.  T. 


■coele  di  qoeeta  UnlTersitä  1000  affidnte  ai  P.  Gesuiti  excInsiTamente,  e 
■•D  appartenenilo  io  a  quetto  Ordine  Religiöse  non  posso  occnpare  in 
qnella  alcana  Catedra.  lo  sono  Professore  nel  Cottegio  ürbano  celebr« 
-CAllegio  detto  di  Propaganda -Fide,  e  fondato  da  Papa  Urbano  VlII  per 
le  Miseionl  Cattotiche  tiei  paeti  esCeri.  In  qnalche  circottanza,  il  titolo 
di  ProfeMore  al  Collegio  Urbano  di  Propaganda -Fide  €  stato  cangiaCo 
Id  CoUegio  Romano  della  Prnpagazione  della  Fede,  come  pure  per 
rUBiTerftiU  Romana  della  Sapienxa,  «i  ^  detto  CoUegiO  Romano  della 
8apieri%a.  Infine  il  Pontificio  Seminario  Romnno  nel  qoale  anche  ton 
FrofeMore  <  sotto  la  cnra  immediata  dell'  Emo  Cardinal  Vicario  pro 
UmpBrem  L«  icaole  di  quetto  Seminario  aono  affidate  ad  EccleaiaUioi 
acealari,    cio6  non  apottanti  a  »peciall  Religiöse  corporasioni. 
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IT. 

Ueber  die  Auflosung  der  Gleichungen  durcli  Näherung. 

Von 

dem   Herauflgeber. 


Bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  durch  Näherung  hat  mv 
oft  eine 9  auf  eine  einfache  Transformation  der  Gleichungen  sich 
gründende  Methode  sehr  gute  Dienste  geleistet,  die  ich  in  diesem 
Aufsätze  mittheilen  will.  Ich  werde  diese  Methode  zuerst  an  den 
Gl^hnngen  des  fSnften  Grades  erläutern  und  dann  einiges  All- 
gemeinere Aber  dieselbe  beibringen. 

Die  aufzulösende  Gleichung  des  fünften  Grades  sei 

aar*  +  6a:*+  co?'  +  da^  +  ex  +  f=0.  ^ 

Eine  neue  unbekannte  Grosse  u  einffihrend,  setze  man 


V^l-tt« 


wo  «  und  u  immer  gleiche  ^'orzeichen  haben,   so  ist,    wie  man 
leicht  findet: 


ti=: 


V^l  + 


X 


* 


woraus  man  sieht,  dass  sich  die  erste  Gleichung,  hisofem  sfo 
überhaupt  reelle  Wurzeln  hat,  immer  durch  reelle  Werthe  tou  ti 
^füllen  lässt,  die,  absolut  genommen,  nicht  grosser  als  die  Ein- 
heit sind  oder  zwischen  den  Gränzen  —  i  und  -|-  ^  liegen.  Führt 
iDHn  nun  den  obigen  Ausdruck  ron  x  durch  u  in  die  gegebene 
Gleichung  ein,  so  wird  dieselbe,  wie  man  leicht  findet: 

aii»  +  cu«(l— tt«)+ett(l— II«)* 

+  l6a*  +  dii«(l-ti«)  +  /(l-««*)*lVT=^      "" 
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oder,  weil 
«•  + cii*(l —  t^  +  e«(l —ti*)«=  (o—c +  #)«•  + (o—2e)i«»  +  et», 

ist,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

*(«)=(« -c  +  ^)t«*  +  (c  —  2«)tt»+eii, 

oder 

i; 

<P(tt)  =  ((a  — c  +  e)ii*  +  (c— 2e)tt«+e|», 
f  etit : 

^ti)+0i(i»)=a 

Bestimmt  man  nun  aus  dieser  Gleichung  durch  Näherung  die 
Grdsse  u,  wobei  man  den  grossen  Vortheil  hat»  dass  man  weiss, 
diss  u  swischen  den  Gränzen  —  1  und  -[■^  liegt,  oder  dass  der 
absolute  Werth  von  u  nicht  grosser  als  die  Einheit  i^t,  so  kann 
man  x  mittelst  der  Formel 


Vi  — tt« 
berechnen,  d.  h.   für  jeden  der  Gleichung 

genfigenden  ^erth  von  u  den  entsprechenden  Werth  von  x  finden. 

Zn  bemerken  hat  man  hierbei,  dass,  was  för  die  Leichtigkeit 
der  Rechnung  ein  nicht  unwichtiger  Umstand  ist,  för  absolut 
gleiche,  aber  entgegengesetzte  Werthe  von  u  die  Werthe  von 
^ti)  absolut  gleich  und  entgegengesetat,  die  Werthe  von  <Z>i(k) 
aber  einander  gleich  sind. 

Dtt  'Kürae  wegen  werden  wir  rm  Folgenden 

« 

letieo,  so  das»  also 


56  Oruneri:    ütktr  die  Aufiöittng 

F(u)  =  0 

die  anfzolSfiende  Gleichung  ist,  und  wollen  nun  diese  Methode 
durch  ein,  eo  weit  es  hier  nutbig  ist,  vollständig  ausgerechnetes 
Beispiel  erläutern,  indem  wir  nur  noch  bemerken,  dass  man  die 
aufzulösende  Gleichung  auch  unter  der  Form 

(g— c-fe)tf*+(c-2g)tt«+e       V^l— «•.. 

darstellen  konnte,,  was  manche  Vortheile,  aber  auch  manche  Nach- 
theilo  haben  würde,  hier  Jedoch  jetzt  nicht  weiter  erläutert  werden  soll. 

Die  aufzulösende  Gleichung  sei  die  Gleichung 

o:»— Ir*-- 24a:» +  9ßar«-4&r  — 101  =  0, 

welche  auch  Fourier  In  seinem  berfihmten  Werke  mehrfach  ab 
Beispiel  gebraucht  bat,  so  ist: 

a  =  l,    6=— 3,    c=-^24,    d=z%,    6  =  — 46,    /•=— 101; 

also: 

a— c  +  e=-2l,    er— 2€=  +  68,    «=-46; 
6-d  +  /^=-199,  d-2/^=  +  297,  /^=-101; 

folglich : 

«(«)=- 21u» + 68m» — 46u , 

*,(a)=— 199«*  V^ri'S«+297««  VT^ü»— 101  Vi  —  «*; 

oder: 

a>(ff)  =  (~21«*  +  68«^— 46)11, 

«i(«) = (-  199ii*  +  297««— 101)  Vh^^. 

Ich  habe  mir  nun  zuerst  die  folgenden  Tafeln  berechnet,  welche 
bei.  allen  solchen  Rechnungen  Anwendung  finden,  und  also  nur 
ein  fiSr  alle  Mal  berechnet  zu  werden  brauchen,  wobei  ich  die 
weitere  Ausdehnung  dieser  Tafeln  f&r  sehr  wfinschenswerth  halte 
und  hierüber  weiter  unten  noch  Einiges  sagen  werde.  of» 


dtr  GteichttMfen  durch  Säktning. 
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1 

M 

«» 

u 

(• 

M« 

M« 

w 

0.00 

0.000 

0,0000 

0.00000 

0,1 

0.01 

0,001 

0.(X)01 

ojaoooi 

0,2 

0,04 

0,008 

0.0016 

0,00032 

as 

0.09 

0,027 

0.0081 

0.00213 

0,4 

0,16 

0,064 

0,0256 

0,01024 

0,5 

0,25 

0,125 

0,0625 

0.03125 

0.6 

0,36 

0.216 

0,1296 

0,07776 

0,7 

0,49 

0,343 

0.2401   0,16807 

0,8 

0,64 

0,512 

0,4096 

0.32768 

0,9 

0.81 

0,729 

0.6561 

0,59049 

1,0  1  1,U0   1  l.UOO  j  l.UUOO  1  1,UUÜ00 

« 

VI—«« 

mV"!— «<»'«i«V  l-o« 

a»V  1-»* 

«•V 1-«« 

Öj^ 

irtvrrii 

0,00000  0.00000 

0.00000 

0,00000 

0.1 

0,99499 

0,09950 

0,00995 

0,00099 

0,00010 

0,2  0,97980  0,19596 

0,03919 

0.00784 

0,00157 

0,3  0,95394 

0,28618 

0,08585 

0,02576 

0,00773 

0,4 

0.91652 

0.36661 

0,14664 

0.05866 

0.02346 

0,5 

0,86603 

0.43302 

0,21651 

0,10825 

0.05413 

0,6 

0.80000 

0.48000 

0.28800 

0.17280 

0.10368 

0,7 

0,71414 

0.49990 

0,34993 

0.24495 

0,17147 

0,8 

0,60000 

0,48000 

0,38400 

0,30720 

0,24576 

0,9 

0,43589 

0,39230 

0,35307 

0,31776 

0,28599 

1.0 

1  0.0( 

KXN) 

O.0fl 

1000 

O.O0 

1000 

0.00000 

O.OÖO0O 

Ich  habe  diese  Tafeln   des  allgemeineren  Gebrauchs  weg» 
Uer  mitgetheilt,  bemerke  aber,  dass  die  fernere  Berechnung 
vorliegenden   Beispiels  nicht   mit  Hülfe  derselben,   sondern 
andere  Weise    mittelst  der  Logarithmen  geführt  m 
den  ist»    freshalb  ich  noch  besonders  hinzofilge,    dass  Ar 
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0,0  resp.  logVl~u*=0, 


ri  I III I 


0.2 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 

a7 

0t8 

0,9 
1.0 


=  0,9978176—1 
=  0.9911356-1 
=0,9795207-1 
=  0,9621(^97—1 
=  0.9375307-1 
=0.9030900—1 
=  0,8537851-1 
=0.7781513—1 
=0,6398768—1 
=:  —  ae 


ist  Da  an  den  Zahlen  der  zweiten  der  beiden  obigen  Tafeln  nach 
den  gewOhnliehen  Regeln  nehrfaebe  AbkOreongen  abgebracht  sind 
und  dieselben  nur  big  zur  fünften  Dedmale  richtig  shid,  «o  kSn- 
nen  die  mittelst  dieser  Tafeln  berechneten  Resultate  nicht  ganz 
mit  den  Im  Folgenden  angegebenen,  auf  andere  Weise  gefiindenen 
Zahlen  flberdnstimmen.  was  ich  hier.ansdrfickilch  bemerke,  um 
jedem  MissTerstlndnIsse  Torznbeugea,  wenn  sieh,  wie  dies 
wirklich  der  Fall  ist.  Abweichongen  der  im  Folgenden  ent- 
baltenea  Zahlen  von  den  mittelst  der  obigen  Tabellen  erhaltenen 
Zahlen  zeigen.'  Es  ist  nnd  soll  ja  Alles  hier  nur  beispiels- 
weise gegeben  sein.  Die  weiter  unten  folgenden  Beispiele  sind 
mittelst  der  obigen  Tafeln  berechnet. 

Fflr  die  Functionen  0(ii)  und  <I>i(t<)  habe  ich  nun  die  in  der 
folgenden  Tafel  angegebenen  Werthe  erbalten: 


u 

5!Ö 
0,1 
0.2 

03 
0.4 
0.6 
0.6 
0.7 
0.8 
0,9 
1.0 


«K«) 


^  0,00000 

—  4.53037 

—  8.66272 
—12,01503 

—  14,28304 
— 15,15625 
—15.14496 
- 12.40547 

—  8.86628 

—  4,22829 
-h  1.00000 


*,(«) 


-  IOI.(M)OUO 

—  97,55842 

-  87.63136 

—  72,38872 

—  «3,68437 

-  33,9;)739 

—  15,89632 

-  2,32089 
-I-  4,54176 
-h  3,92587 
±0.00000 
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and  hieraus  habep  sieb  mir  femer»  mit  Rdeksicht  auf  die  oben 
gemachte  Bemerkaog  über  die  Werthe»  welche  4^ti)  ond  Oi{u\ 
Ar  absolut  gleiche »  aber  enticegengeaetite  U'ertbe  von  u  erhal- 
tea»  flir  F{u)  die  folgendeo  Werthe  ergeben: 


u 


-1,0 
-0.9 

-03 
-0,7 
-0.6 
—0,5 
-0,4 
-0,3 
-0^ 
-0,1 
T0,0 
+0,1 
40,2 
+0,3 
+0,4 
+0,5 
+0,6 
+0,7 
+0,8 
+0.9 
+  1.0 


fX«) 


—  1.00000 
+  8,15396 
+  13,40704 
+  10,06468 

—  0.75136 

—  18.78114 

—  39.42133 

—  60,37109 

—  78,96864 

—  93,02805 
-101,00000 
—102,08879 

—  96,29406 

—  84.40175 

—  67,94741 

—  49,09364 

—  31,04128 

—  14,72636 

—  4.32352 

—  0,30262 
+    l/WOQO 


HieraM  sieht  man»  das«  nnsere  Gleichung  zwei  reelle  aega< 
tire  Wnrseln  und  eine  positive  Wurzel  zwischen 

—  1,0  und  —0,9}    -0,7  und  -ft»}    +0,9  «ad  +1,0 

hat;  md  da  man  nun  schon  so  enge  Grins*» 
wfai  bennt,  so  hat  es  gar  keine  Sohwiorigl 
durch  die  einfachsten  und  elementarsten  Nft 
jeder  beliebigen  Genauigkeit  zu  finden.    Sin« 
Grinzwertbe   von  «,    und  A  und  B  die  M 
Werthe  too  F{u)j  so  findet  man  einen  nenen 
«  mittelst  der  hetuuiBlen  Fermeln: 


f.r 


•l'l 


60  C runer i:    i/eäer  die  Ayflösung 


oder 


«—6     ,       .       a—b  g. 


b—a    .  b—a  _ 


Fourier,  der,  wie  gesagt,  dieses  Beispiel  anch  berechnet^ 
hat,  Giidet  nach  seiner  Methode  auch  drei  reelle  Wurzeln ;  unsere 
Methode  fuhrt  aber  immer  zugleich  aaf  schon  sehr  enge  Gräozen  der 
Wurzeln,  von  denen  man  unmittelbar  mittelst  der  einfachsten  und 
leichtesten  Methoden  zur  weiteren  Annäherung  Gebrauch  machen 
kann. 

Ueber  die  Art  der  beiden  anderen  Wurzeln,  welche  ausser 
den  drei  vorher  gefundenen  reellen  Wurzeln  die  Gleichung  noch 
hat,  läset  sich  im  vorliegenden  Falle  auf  folgende  Weise  urtheilen. 

Die  Gleichung,  mittelst  welcher  u  gefunden  wird,  ist  nach 
dem  Obigen: 

|(a— c+c)»H(c— 2e)aHe|i«+|{6--d+/0t«H(d— 2/)t^+^VT^i?=0 
oder,   wenn  man  diese  Gleichung  rational  macht: 

Ko-c+e)««+(c-2e)M«+el*««*+l(6-rf+/)i»S-(<i-2^«<*+/l"(«*-l)=0, 

WO  nun  tt*  die  unbekannte  Grösse  ist.  Entwickelt  man  diese 
Gleichung  nacfi  den  Potenzen  von  tc,  beschränkt  sich  dabei  aber 
auf  die  beiden  Anfangsglieder  und  das  Endglied,  so  erhält  man 
Ute  Gleichung: 

2{(ii-c  +  6)(c-2e)+(fe-rf+/)(rf--2/)| 

f^ 

•"*(«-c+i?)«+(6-rf+/)t  -  "' 

deren  Wurzeln  wir  durch  a,  /?,  y,  d,  t  bezeichnen  wollen,  so 
dass  also 

21  (g-c-l-  0)  (c-2g)  +  (b-d\f){!i-ir)\ 
«  +  /J  +  y +  «  +  *=- (a_c  +  e)«+(6-rf  +  /)« 


«M»-  (a_c  +  e)«  +  (A-rf+7r 


iat.    Nach  dem  Obigen  ist  also,  M-ie  man  leicht  findet: 
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.  - .      . .      121062     ^ ,     loaoi 

oder: 

«+/»+}'+^  +  «  =  3,023;    a/Jy^i  =  0,255. 

Swd  ooA  a,  ß,  y  die  drei  reellen  positiven  Wurzeln,  welche  nach 
den  Obigen  die  vorstehende  Gleichung  hat,  so  ist  nach  der  obi- 
gen KechBODg: 

0,81  <  «  <  1,00 
0,36  <  /J  <  0,49 

0,8l<y<l,00; 

abo: 

l.l»0<a  +  /J  +  y<2,490 

0,236  <  aßy  <  0.490. 

Die  beiden  anderen  Werthe  von  u,  um  deren  nähere  Bestimmung 
es  sich  hier  bandelt,  sind  entweder  beide  reell  oder  beide 
imaginftr.  SolRe  nun  das  Erste  der  Fall  sein ,  so  würden  ö  und  e, 
die  beiden  entsprechenden  Werthe  von  «^,  zwei  reelle  positive 
Grossen  sein;  und  nach  dem  Obigen  hätten  wir  offenbar  die  fol- 
geoden  Vergleichungen : 

l,980i«  +  e<3,023<2,49ü+«  +  «,  . 

0,236.d€  <0,255  <0,490.tfc; 
vroraos  sich 

0,533<Ä+£<1,043, 

0,520  <  de  <  1,061 

ergiebt    Weil  nun  hiernach 

d4«<  1.043 

mid  nach  dem   Obigen  d  -f  e  positiv  ist,   so  ist 

(d+£)«<  1,088; 
imd  weil 

df>  0,520,    also  4de>  2,080 
ist,  so  ist 

(d+e)>  —  4de<  1,088-2,080; 
also: 

ai^2«t^ci<-.0^999 


02  Brunirt:    Otker  die  AuflSiumf 

oder 

(<—£)«  <  -  0,992, 

was  offenbar  angereimt  ist,  da  (d  — e)*  stets  eine  positive  Grosse 
ist  Daher  ist  die  Annahme  falsch,  dass  die  Glei^hnng  ausser 
den  drei  oben  gefundenen  reellen  Wurzeln  noch  zwei  reelle  Wnr- 
sein  habe,  und  diese  beiden  noch  übrigen  Wurzeln  sind  folglich 
ImaginSr,  so  dass  also  die  Gleichung  überhaupt  eine  negative 
Wurzel  zwischen  —  1,0  und  —  0,9 ;  eine  negative  Wurzel  zwl^hen 
~0,7  und  — 0,6;  eine  positive  Wurzel  zwischen  -f  0,9  und  -f  1,0; 
und  zwei  imaginSre  Wurzeln  hat.  Dass  auch  jp  zwei  reelle  nega- 
tive Wertl/e,  einen  reellen  positiven  Werth  und  zwei  imaginftre 
Werthe  hat,  versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst 

Die  cubische  Gleichung 

iix*  +  te*  +car  +  rf  =  0 

führt  mittelst  der  obigen  Transformation  zu  der  Gleichung : 

Ka— c)ii«  +  e|i<  +  |(6— rf)i««+<^IV^r^^=0. 
so  dass  also  hier: 

0(ti)s=t(a— e)ic»  +  c)ti, 

oder 

(L(u)   =(a  — c)«*  +  cM, 

ist.     Auch  hier  setzen  wir  wie  früher  wieder 

Nehmen  wir  die  schon  so  oft  als  Beispiel  gebrauchte  Gleichung 

ä:»  — 2ar--ö  =  0*), 

so  ist 

a=rl,    6  =  0,     c=-2,    rf==-5; 
also 


*)  Schon  Newton   hat  diese  Gleichnng  als  Oeispiel   benutzt.     Die- 
se« und  das  folgende  Beippiei  sind  mhteist  der  obigen  Tabellen  gerechnet 


der  ßMcMun^en  durch  Ndktnint, 

« 


«» 


■•d  fnlglidi: 

^m)  =(3u*-2)t(=:3tc*-2». 

Mtt  Bflife  der  beiden  obigen  Tabellen  erhilt  man  mit  der  grOu- 
tm  Leicbtigkeit: 

4>(M) 


« 
0,1 

a2 

0,3 
0.4 
0.B 
0.6 

a? 

0.8 
0.9 
1.0 


■ad  hieraas  ferner: 


70,00000 
-a  19700 
-  0,:)760O 
—0,51900 
-0.6080U 
-0,62500 
—0,55200 
-0.37100 
—0.06400 
+  0,38700 
f  1.00000 


«,(!.) 


—5.00000 
—4.93520 
-4,70305 
—4,34045 
—3.84940 
—3,24760 
-2,56000 
—  1,82106 
-1,08000 
—0,41410 
4:0.00000 


n«) 


—  1.00000 
—0.801 10 
-1.01600 
-1.45005 
-2.00800 
—2.62260 
-3.24140 
—3.82146 
—4.32706 

-  4.728-20 
-6.00000 
—5.12220 
—6.07905 
-4,86945 

-  4,45740 
—3.87260 
-3,11200 
—2.19206 

—  1.14400 
—0.02710 

f  l.OOOOO 


64  Gruneri:    Ceber  die  Auflösung 

^  Also  hat  die  Gleichung  eioe  reelle  positive  Wurzel  zwiciche« 
4- 0,9  und  1,0;  und  die  weitere  annähernde  Bestimmung  dieser 
Wurzel  unterliegt  nun  nicht  der  geringsten  Schwierigkeit. 

Ueber   die  Art   der  beiden  anderen  Wurzeln  kann  man  aaf 
folgende  Weise  urtheilen. 

Die  Gleichung,    aus  welcher  u  bestimmt  werden  moss,  ist 
nach  dem  Obigen: 

oder,   wenn  man  diese  Gleichung  rational  macht: 

folglich,    wenn  mau  na<.h  Potenzen  von  u  ordnet: 

"*"      (a-c)«  +  (6-d)«     '^-    •      (a-c)«  +  {A— rf)*~"* 

und  daher  in  dem  vorliegenden  speciellen  Falle: 

62  25  ^ 

34  34"~"' 

oder 

tt«  -  1,824. II«  ....  —  0,735  =  0, 

80  dass  also,   wenn   wir  uns  ühnlicher   Bezeichnungen  wie  oben 
bedienen, 

«+j5  +  y=  1.824;    a/Jy=0,735 
bt. 

Nach  dem  Obigen  ist 

0,81  <  «  <  1,00: 
ako: 

0,81  +  |J  +  y  <  1,824  <  1,00+ /J  +  y : 

0,81.^y<0.735<1.00./Jy; 
ODd  folglich: 

0,824  <|}+y<  1,014; 
0,735  </Jy<  0,907. 

Wireo  niin  die  beiden  anderen  Wurzeln  ooserer  obigen  Gleicbimg 
aack  redl  and  folglich  /}  und  7  reciUe  poaitiTe  GrOeaen,  ao  wire 


(^  +  y)«<  1,028; 

4j5y>  2,940; 

abo: 

(i5  +  y)»-4/5y<- 1,912; 
folglich 

jJ«-2/Jy  +  y«<  — 1,912    oder    (/J-y)«<- 1,912, 

was  angereiait   ist     Daher   sind    die    beiden    anderen   Wurzeln 
imaginSr. 

Dieser  Weg,  ober  die  Art  der  noch  fibrigen  Wurzeln  za  or- 
theilen,  fiihrt  bei  dieser  Methode  der  Auflösung  numerischer  Glai- 
changen  meistens  zum  Zweck.  Indess  sind  die  obigen  Naherungs- 
rechnungen  gewuhnlich  schon  so  genau,  und  geben  einen  b^ 
deatlidien  Aufschluss  über  die  Natur  aller  Wurzeln,  dass  dergleichen 
besondere  Beurtheilungen  über  die  Art  der  noch  übrigen  Wurzeln, 
wie  die  vorhergehenden,  die  vrir  nur  deshalb  mitgetheilt  haben, 
weil  wir  sie  an  sich  für  lehrreich  halten ,  nur  selten  erforderlich  sind. 

Da  die  hier  behandelte  Gleichung  also  nur  eine  reelle  Wuv^ 
sei  hat,  so  will  ich  zum  Ueberfluss  noch  zeigen,  wie  man  die- 
selbe mittelst  der  im  Obigen  angegebenen  Formeln : 

a  — 6    •       ,        a  —  b    n  b  —  a    .     ,       b^a  _ 

ißtA  weitere  Annäherung  finden  kann. 

Nach  dem  Obigen  sind  die  Grenzen  der  zu  findenden  Wurzel : 

+  0,90000  und   -f  1,00000; 
oad  die  entsprechenden  Werthe  der  Function  F(tf)  sind : 

-0,02710  und    +1,( 
D  wird  also  zuerst  setzen: 


I  rn 


0=0.90000  ^=-0,02710 

6=1,00000  £=-1-1,00000 

6-0=0,10000  B-A=     1,02710 

log(6—  a)  =0A)0000OO—  I 
log  A  =  0,4329693  -  -2, 
0,4329693— ä^ 
log(ß-^)=0.01l6127     , 

...    0,4ai3ö66-r*%.:   ,.  >  ^um.*  s-^O^OO^I 

Thell  XXX,  5 


M 


9rmn«rt:   Oeter  M  AuflBmmf 


a=s     O.»0000 

+0,00264 

• 

u=s    0.90264 

• 

log  MS     a9955146-I 

log.ti*=    0,9110292-1  ' 

«•=0,81476 

log.ti*=     0.8665438  >1 

]-t|t -0,18524 

1og(l -t»^)=0,2677848— 1 

log  V 1  -i.«=0,6338874— 1 

log  3 =0.4771213 

3tt«=     2.20630 

log.t(*sO,8666438~l 

2»=:- 1.80628 

0^3436651 

«(tt)s: +  0^101 

log  5 =0.6989700 

log.a*-0.9II0292— 1 

log  V 1  -i.«=0.6338674-l 

0.2438566 

log5=0,698970Qi 
log  V  1— 1.«=0.6338674  - 1 

0,3328374. 

Man  wird  also  nun  ferner  setson 


1,75330 
—2,15198 


-0,39866 
+0,40102 


• 

#V»)~+ 0.00234 


a  =  0,90000  y«  =  —  0,02710 

6=0,90264  i}=  + 0,00234 

and  findet  hieraus  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher: 


11  =  0,90243 

Sotzt  man  jetzt  also: 

0  =  0,90000 
6  =  0,90243 

■o  findet  man  wieder 

»  =  0,90243, 

und  ist  also  jetzt,  nur  fQnf  Decimalstellen  berfickidcfatigend,  mit 
der  iki  dieser  Weise  geffibiten  Redmang  sa  Ende. 


F(u)  =  -|- 0.00004. 

i<  =— 0,02710 
fi=-f  0,00004, 


4er  CitMtmgen  äurch  NMerumf-  tU 

Nan  ist  x  inittebt  der   Formel  -i' 

,  « u 

n  berechnen.    Es  ist  sn  dem  Ende : 

«=  0,90243 

1-«=  0.09787 

l  +  uz=  1,90243 

l«f({\—u)=  0,9893163 --t 


i4>g(l-+u)=j 


0,2793018 
69 


tl 


log(l— ««)=    0,2686260—1 

logVT=^=    0,63431-25— 1 
logu=s    0.95S4I35-I 

logd;=    0,3211010 
at^    2,09450. 

Cancby,  der  dieses  Beispfei  im  Cours  d'Analyse  alg<- 
kriqne.  p.  606.  nach  seiner  Uetbode  behandelt  hat,  findet: 

a  =  8,0945616. 

Die  Berücicsichtigang  einer  grSssereo  Anzahl  von  Decimal- 
•Mlen  nach  meiner  obigen  Methode  nacht  die  Arbeit  nicht  «ehr 
betrichtlich  beschwerlicher. 

Wir  wollen  auch  noch  die  gleichfalls  hftafig  als  Beispiel  ge- 
brauchte cubische  Gleichang 

a:*--7jr-f  7=0*) 
betrachten. 

In  diesem  Falle  ist 

o=l,    6  =  0,    c  =  — 7,    rf=7; 
also: 

a  —  c  =  8,     6  — rfzr  —  7, 
«nd  folglich 

<P(tt)  =(8a«-7)a  =  8ii«— 7u, 


*)  DieM  Gleichang  hat,    ao  ^\p  aosli   |lie  obige  schon   Ton  New- 
ton benntsto  Olelchnng,  iQ«b0«l^p40re  Xifigrange  gebraaeht 


w 


^rum'trt:    Veter  äte  AnfUttmt 


Mittelst  der  beiden  Tabellen  erhilt  man: 


tt 


«(k) 


«,(«) 


t);0 

TO.OOOOO 

+  7. 

TTiTil 

0,1 

— 0,6»'200 

+6.89528 

0,2 

— ].33(j00 

+  6.58427 

0.3 

—  1,88400 

+  6/)7663 

0,4 

— a.288U0 

+5,38916 

0,5 

-2,50000 

+  4,54664 

0,6 

—2,47200 

+  3,58400 

0,7 

-2.15600 

+  2.54947 

0.8 

—1,50400 

+ 1.51200 

0,9 

-0,46800 

+  0,57974 

1.0 

■i.l.00noa    -i-auNRNi 

ood 

hieraus  ferner: 

i    •f*^' 

n 
-1.0 

F{u) 

m 

• 

-1.00000 

■                                1 
1       ■ 

-0^9 

+  1/M774 

-0.8 

+  3,01600 

• 

'  /           . 

-0,7 

+  4,70547 

■1 

1          '      ■ 

-0.6 

+6,06600 

-0.5 

+  7,04664 

.  . 

-0,4 

+  7,67716 

-0,3 

+  7,96063  ■ 

-0,2 

+  7,920-27 

-0.1 
T0,0 

+  7.1 
+  7.1 

S8728 

II 

f 

+0,1 

+  6,20328 

+0,2 

+  5,24827 

+0.3 

+  4,19263 

+0,4 

+  3,10116 

a* 

+0,5 

+  2,04664 

+0.6 

+  1,11200 

+0.7 

+  0.39347 

+0,8 

+  0,00800 

+0,9 

+0,11174 

■ »             •       ■ 

+1,0 

+  1,00000 

:.  ■■'i 


'    I 


dSsr  eieickunpen  äurch  Sdkenmß.    .  WT 

Ans  dieseo  Zahlen,  die  sich  mittelst  der  obigen  Tafeln  io 
Bil^eiD  kurzer  Zeit  berechnen  lassen,  schliesst  man,  dass  die 
gfgebene  Gleichung  .jedenfalls  eine  ceelle  negative  Wurzel  zwi- 
lebeD  —  1,0  und  —  0,9  bat    Weil  ferner 

F(+ 03)  =+0,00800 

ist,  80  hat  die  Gleichung  offenbar  eine  reelle  positive  WucseU 
&  sehr  nahe  -f  0,8  ist,  und  da  eine  cubische  Gleichung  nie  zwei 
reelle  und  eine  iniaginSre  Wurzel  haben  kann,  so  muss  unsere 
Gleichung  noth wendig  noch  eine  dritte  reelle  Wurzel  haben.  Da 
das  letzte  Glied  der  cubiscben  Gleichung 

o:»  — 7ar  +  7  =  0 

poiitiv  ist,  80  ist  das  Product  der  drei  Wurzeln  negativ,  und  die 
dritte  reelle  Wurzel ,  welche  die  Gleichung  noth  wendig  noch  haben 
imuSy  muss  folglich  positiv  sein,  so  dass  also  die  Gleichuug 
eine  negative  und  zwei  positive  Wurzeln  hat,  was  auch  ganz  mit 
den  anderweitig  gefundenen  Resultaten  übereinstimmt.  Wo  man 
die  beiden  positiven  Wurzeln  zu  suchen  hat,  ergiebt  sich  aus  dem 
Obigen  auf  der  Stelle ;  dieselben  können  aber  nur  durch  weitere 
Theiinng  der  betreffenden  Intervalle  und  die  bekannten  Näherungs- 
methoden  gefunden  werden,  was  einer  weiteren  Erläuterung  nicht 
mehr  bedarf.  Im  vorliegenden  Falle  fällt  übrigens  sehr  leicht  In 
die  Angen ,  wie  man  sich  zu  verhalten  hat ;  denn  da  die  den 
Werthen    +  0,8   und    +  0,9  von    u   entsprechenden  Werthe   von 

fttt)=<IK«)'f  ^i(«)  der  Null  am  nächsten  kommen,  so  setze  man 
einmal 

fi=:  +  0,85; 
daon  ist: 

tt«  =  0,7225 

1  — II«  =  0,2775 

ond  berechnet  man  nun,  was  sehr  leicht  ist,  die  entsprechenden 
Werthe  von  <P(w)  und  <Pi(ti)  mittelst  der  Formeln: 

0{u)  =  8m3— 7m,     <I>,(m)  =  7(1  -tt*)*; 

80  erhält  man : 

CP(ti)  =-1,03700 
a>i(tt)  =  + 1,02328 
F(tt)   =-001372 
oihI  es  ist  also: 


70 


ftmwert:   OeNr  dte  M/Utttnf 


u 


+  0JSO 
+  0,88 

+0,90 


fXu) 


•f  0,00800 '  • 
-0,01372 
-I-  0.11174 


^ÜMltegM  dl«  beiden  pogltivm  Wartein  der  Gleiehnng  twischen 
-Mf,80  und  -1-0,8»  und  zwischen  +0,»  and  -|-0,9a  DIeMlh« 
iMt  (d«o  drei  reelle  Wuneln 

zwischen  -*-l,00  uod  —  0»9Ö; 
+  0,80  .,  +0,85; 
+  0,86      „    +0,90. 

,  ,  Setot  man ,  uro  wenigstens  eine  der  drei  Wurzeln  der  gegebe-* 
nen  Gleichung  zu  berechnen,  nämlich  die  zwischen  0,80  und  0^85 
liegende, 

ti=:0,80600, 

#ell  ttttt  dem  Obigen  erhellet,  dass  die  Wurzel  «ehr  niih«  M 
0,80  tlegeit  mu««;  so  hat  man  folgende  Rechnung: 

^»0,80900  I 

1— tiittO,lÖÖ0O 
l  +  i<±=f, 80500 


log  u  0x0,9057959—1 

log.  «^=0,8115918-1 

log.?«»  =0,7173877— I 

log  8  =0,9030900 
log.u»  =0,7173877—1 

0,6204777 


log  (1  —  M)  tt  0,2900346  - 1 
log  (1  +  M)  =  0,2564772 

log  (1  — «2)^:0,5465118— 1 

log\^r^«=07732559-  I 


+  4,17328 
-5.63500 


log  7 =0,8450980 
log.  «2=0,8115918—1 

loi5\^r=5«  =  0,7732559  —  1 

0,4299457 


—  2,69120 
+  4,15292 


der  Gietehungen  dwrek  Näkenm§.  7t 

ltg7=O34S0g60 

101^1=11^=0,7732659—1 

0,6183689  0(tf)  =  - 1^172 

<D|(ti)  =  + 1,46172 

F{u)  =    0,00000 
log«  =0,9057969  —  1 
log  Vr^^  =  0,7732559  —  1 

log:r  =  0,1325400 
jp  =5 1,36688. 

Caocby  a.a.O.  findet  diese  Wurzel  anf  vier  Declmabtellen 
Mcb  seioer  Methode  =  1,3569,  ubereiDatimmeDd  mit  dem  obigea 
ReNkat. 

Mittelst  der  obigen  Tafeln  werden  alle  hierber  gehörenden 
Recbnangen  mit  grosser  Leichtigkeit  ausgeführt.  Für  den  prak- 
tiicheD  Gebrauch  würde  es  aber  von  grosser  Wichtigkeit  sein,  die 
obigen  Tafeln,  die  hier  eis;entlich  nur  als  Beispiel  mitgetheilt 
liid,  in  grosserer  Ausdehnung  zu  besitzen,  so  dass  das  ArgiH 
mrat  u  wenigstens  durch  die  einzelnen  Tausendtheile  von  0,000 
bii  1,000  fortschritte  und  die  Genauigkeit  bis  zur  siebenten  Deci- 
maktelle  ginge ;  aacb  musste  man  naturlich  noch  höhere  Potenzen 
von  V  als  die  fOnfte  berücksichtigen ,  wenn  die  Tafeln  zur  Erleich* 
tiroog  der  Auflösung  der  Gleichungen  von  noch  höheren  Graden 
tb  dem  fünften  dienen  sollen.  Besässe  man  aber  eine  solche 
Ttfel  in  möglichster  Ausdehnung  und  zweckmässiger  Einrichtung, 
•0  würde  dieselbe  jedenfalls  bei  der  Auflegung  der  numerischen 
Gleichungen  in  vielen  Fällen  die  vortrefflichsten  Dienste  leisten 
können. 

Hat  man  die  Gleichung  eines  geraden  Grades 
lufzulosen,   so  erhält   man,   wenn 

•'■""  VT"- K« 

and  der  Kürze  liegen 

+  cr<,«2"-«(l— ?/«)» 
u    s.  w. 


.1 
I 


-f«t«(l— ««)»,  .-s 


7(^ 


Qi^mnert:    fteter  dtt  MfUgtmp 


u 


1^0^ 
+  0.85 
-1-0,90 


fXu) 


-f  0,00600 
-0,01372 
+  0,11174 


Mn&Hegtn  dl«  beiden  poaWvra  Wartein  der  Gleiebnng  swiechea 
-f-9,60  ttnd  40,8»  ond  xwlsclien  4-0,8S  und  -f-U.9a  DIeMlb« 
Imt  ttbo  drei  reelle  Wurzeln 

zwischen  -^1,00  uod  —  0>dO; 
+  0,80  .,  +0,85; 
+  0,85      „    +0,90. 

. .  Setict  man ,  uro  wenigstens  eine  der  drei  Wurzeln  der  gegebe-* 
neu  Gleichung  zu  berecbnen,  nämlich  die  zwischen  0,80  und  0^ 
Oegende, 

tt=:0^80500, 

^M\  attt  dem  Obigen  erhellet,  dass  die  Wurzel  «ehr  nahe  M 
0,80  Hegen  tauB»;  6i>  hat  man  folgende  Rechnung : 

u»0,8ÜSOO  I 

]  ^11  a±  0,19500 
l-ft(±=  1,80600 

log  u  «0,9057950—1 
log .  f(>  =0,8115918  -  I 

log.«»  =0,7173877— I 


log  (1  —  M)  tt  0,29003i6-'l 
log  (l  +  u)  =  0.2564773 

log  (1  -  u«)  =  0,5465118—  1 

log  %^r^=0,7732569- 1 


log  8 =0.9030900 
log.M»  =0,7173877-1 

0,6204777 


4-4,17328 

-5.63500 

(I>(M)  =  —1,46172 


log  7 =0,8450980 
log.  u«= 0,8115918—1 

log  VT=ä«  ■=  0.7732559 — 1 

0,4299457 


—2,09120 
+  4,15202 

«1  (11)^+1,4017« 


der  GietcAungeH  durch  Ndkenmi.  7t 

kg7s034S0g60 
%V'r::5^=0,773265fl— 1 

0,6183589  0(tt)  =  - 1^172 

(Pi(tt)  =  +  M6]l72 

fXti)  =    0,00000 

log«  =0,9057959—1 

log  V^r^U*  =  0,7732559  —  1 

log:r:=0.1%>5400 
^  =  1,35688. 

Caochy  a.  a.  O.  6ndet  diese  Wurcel  auf  vier  Decimahtellen 
nach  seiner  Methode  =  1,3569,  übereiDstimniend  mit  dem  obigea 
Resultat. 

Mittelst  der  obigen  Tafeln  werden  alle  hierher  gehörenden 
Rechnangen  mit  grosser  Leichtigkeit  ausgeführt.  Für  den  prak- 
tischen Gebrauch  würde  es  aber  von  grosser  Wichtigkeit  sein,  die 
obigen  Tafeln,  die  hier  eii>;entlich  nur  als  Beispiel  mitgetheilt 
sind,  in  grosserer  Ausdehnung  zu  besitzen,  ^^  dass  das  Argo- 
meot  tt  wenigstens  durch  die  einzelnen  Tausendtheile  von  0,000 
bis  1,000  fortschritte  und  die  Genauigkeit  bis  zur  siebenten  Deci- 
malslelle  ginge ;  aoch  musste  man  natürlich  noch  höhere  Potenzen 
Fon  s  als  die  fünfte  berücksichtigen ,  wenn  die  Tafeln  zur  Erleich- 
temng  der  Auflösung  der  Gleichungen  von  noch  höheren  Graden 
als  dem  flfnften  dienen  sollen.  Besässe  man  aber  eine  solche 
Tafel  in  möglichster  Ausdehnung  und  zweckmässiger  Einrichtung, 
so  würde  dieselbe  jedenfalls  bei  der  Auflu^ung  der  numerischen 
Gleichungen  in  vielen  Fällen  die  vortrefflichsten  Dienste  leisten 
kiinnen. 

Hat  man  die  Gleichung  eines  geraden  Grades 

o©^*"  +  0\X^"^  +  ö^a:*»-*  +  . . . .  -|-  Q^n^\x  +  as«  =  0 

safsulosen,   so  erhält  man,   wenn 

f 

_  M 

und  der  Kürze  wegen 

u   s.  w. 
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+  ««fl-1  tf  (1  —  «*)» 

geaetst  wird,   die  folgende  transfnrmirte  Gleichung: 

wo  es  DUO  leicht  sein  wOrde»  die  Grössen  P  und  Q  mittelst  d 
birioniischeo  Lehrsatzes  nach  Potenzen  von  u  zu  entwickeln. 

Hat  man  die  Gleichung  eines  ungeraden  Grades 

a©.«*"-*  +  a|a:*"-*+ a^a!^-^  +  ....  +  asii-*r  +  oin-i  =  0 

aofsolösen,   so  erhält  man,    wenn 

und  der  Kürze  wegen 

+  rt5tc«"-y(l-M«)» 

u.  ^.  w. 
+  €iaii-a  tt(l  —  a*)»-i . 

U.    8.    W. 

gesetzt  wird,  dii*  translbrinirte  Gleichung: 

wo  man  R  und  Q'  wieder  leicht  nach  Potenzen  von  u  entwickeln  kai 

Wie  man  sich  aber  hei  der  Auflösung  dieser  transformirl 
Gleichungen  zu  verhalten  hat»  unterliegt  nach  dem  Obigen  k 
nem  Zweifel .  und  ich  will  nur  auch  noch  zu  bemerken  nicht  i 
terlassen,  dass  man  immer  u  mit  hinreichender  Genauigkeit  I 
stimmen  muss,  wenn  man  versichert  sein  will»  x  mittelst  der  Fora 
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a: 


Vü^^ 


wSt  eher  gewissen  verlangten  Genauigkeit  so  erhalten,  was 
BaUrDch  besondere  Vorsicht  erfordert,  worflber  sieh  im  Allge- 
neioen  natürlich  hier  ohne  grosse  Weitläufigkeit  nichts  Weiteres 
Mgen  ISsst. 

Die  Berechnung  und  Herausgabe  solcher  Tafeln ,  wie  ich  die- 
wlbea  oben  näher  charakterisirt  habe ,  würde  nach  meiner  Ueber- 
leognng  ein  sehr  verdienstliches  Unternehmen  sein  und  der  Wis- 
senschaft damit  gewiss  ein  sehr  angenehmes  und  wichtiges  Geschenk 
gemacht  werden,  da  dieselben  in  sehr  vielen  Fällen  bei  der  Auf- 
löiQDg  der  Gleichungen  die  wesentlichsten  Dienste  leisten  kennen. 
Möchte  doch  einmal  eine  Akademie  der  Wissenschaften  die  Publi- 
ietäon  solcher  Tafeln  zum  Gegenstande  einer  Preisaufgabe  machen ! 


V. 

^iU'gleichung  dei:  drei  Sommer  von  1842,   1846  und 

1857  in  Berlin. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Ph.  fVolfers 

KU    R e r li D. 


Ueber  den  letzten  Sommer  vernahm  man  die  Aeusserung, 
iv'elche  häufig  bei  besonderii  Witterungs«  Erscheinungen  gemacht 
sn  werden  pflegt,  dass  die  ältesten  Leute  sich  keines  ähnlichen 
trionern.  Diess  war  die  äussere  Veranlassung,  dass  ich  die  drei 
oben  angefahrten  Sommer  mit  einander  verglichen  habe,   und  leb 
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erlaube  mir,   über  das  beifolgeode  Tableaa  einige  BemerkimgeD 
xa  machen. 

Aehniich  wie  bei  meinen  DnteraociMingen  der  Winter  In  Ber- 
lin habe  icb  micii  nicht  an  die  bekannten  Grenzen  der  drei 
Menate  Juni,  Juli  und  Aagust  gebunden,  sondern  als  einen  Sem* 
mertag  einen  solchen  angesehen,  an  welchem  die  mittlere  Tem- 
peratur wenigstens  15^  R.  betrug.  Hiernach  war  die  Dauer  der 
dri^l  Sommer  * 

1842  Mai  28.— Sept  9.    105  Tage  mit  53  Sornmertagen. 
1846  Mai  22.— Sept  12.  \U     „       »  «J 
1857  Mai  2L— Sept.  1&  121     ,,       ,,  74 

Um  nun  bestimmter  einen  Vergleich  anstellen  m  kennen ,  habe 
ich  die  letzte  längste  Dauer  ffir  alle  drei  Sommer  angenommen 
lind  fiir  die  einzelnen  Zwischenräume  von  8  bis  11  Tagen  die 
mittlem  und  absoluten  Werthe  so  dargestellt ,  wie  das  Tablean 
sie  zeigt.  Aus  demselben  ersieht  man  sogleich,  dass  der  letste 
Sommer  allerdings  die  beiden  andern  in  der  mittlem  Temperator 
Qberragt  und  dass  auch  das  Maximum  innerhalb  der  ersten  10  Tage 
des  August  das  im  zweiten  Drittel  1842  um  IM  und  das  im  ernten 
Drittel  1846  um  2<>,3  übertrifft  In  allen  drei  Jahren  ist  der  Angnst 
hervorragend : 

1.  durch  die  höchste  mittlere  Temperatur, 

2.  durch  die  Hcihe  der  grossten  Tempera&r, 

3.  durch  die  Zahl  der  Sommertage. 

Man  sieht,  dass  dem  Extrem  der  Temperatur  keineswegs  ein 
W«rtb  der  mittlem  Temperatur  entspricht«  nataentiicii  neigt  Mk 
diess  in  dem  Zwischenraum  Aog.  1—10.,  und  betrachtet  man  die 
entsprechende  Curve,  so  stellt  sich  dieselbe  1857  als  der  Durch- 
schnitt eines  auf  beiden  Seiten  steil  abfallenden  hohen  Berges, 
1846  hingegen  als  der  Durchschnitt  einer  Hochebene  dar;  diess 
zeigen  auch  die  ZaMenwerthe.  Der  letzte  Sommer  Ghertrifft  diib 
beiden  andern  hauptsächlich  durch  seine  hohe  Temperatur  im 
Mai  und  September;  Hesse  man  diese  nach  der  in  der  Meteoro- 
logie gewöhnlichen  Weise  fort,  so  wOrde 

1842  1846  1857 
die  mittlere  Temperatur  \^,l  15o,9  15*,6 
die  Zahl  der  Sommertage      46       59        57 

IMrngen. 


M#.  IBM,   lau  M»d  1U7  M  Berti».  7b 

Wm»  difl  aDhaJtend«  Dum  betrifft,  au  sieht  man,  dsu  1S57 
MPohl  Oberhaupt  mehr  Regentage,  als  auch  eine  glelchßtrmigere 
yettheilaog  derselben  ala  in  den  beiden  andern  Jabren  atattge- 
liuden  hat  18B7  kommt  nnr  ein  Zwiacbenranm  von  10  Tagen 
wr,  wlbrend  dessen  kein  Regen  gefBlIen  ist,  1846  deren  awel, 
1813  aber  tAnet  von  20  und  ein  zweiter  von  8  Tagen.  Im  letztem 
Sommer  bat  aber  in  Wirklichkeit  ein  Zwischenraum  von  30  Tagen 
•tattgefunäen ,  innerbalb  dessen  in  Berlin  kein  Tropfen  R^en 
gefallen  ist 

Vergleichang  der  drei  Sommer  von  184S,  1846  und  1887 
in   Btrilti. 


5 


Ü8 
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VI. 

Note  sur  Integration  der  linearen  Differentialgleichung 

y(«)  =  Aaf^^  +  Ä«~- Y  +  CT~-«y.  (1) 

Von 

Herrn   Simon  Spitzer 

zu   Wien. 


Ich  setzte  in  meinem  frähern  Memoire  Ober  diesen  Gegeft« 
stand  (ThI.  XXIX.  8. 403.): 


=  ß       '^{ux)Vdu,  (2) 


und  kam  dabei  auf  folgende  zwei  Gleichungen  zur 
▼OH  ^  und   F: 

Seien  die  Integrale  dieser  Gleichungen : 

F=.liFi+J,F,; 

so  hat  man  endlich  diese  Werthe  in  folgende  gleichzeitig  statt* 
findende  Gleichungen 

•««F^(iu?)  =  0, 


T-  i  i  - 


9imt=sägmp»  +  B:tm-^j^^Cxm^9.  77 


n fobatHuireD ,    und  zu  «eben,    ob  man  ihnen  durch  zwei  solche 
CMstiote  Zahlen  genOgen  kann   fm  der  Regel  wird  eine  schick- 

fide  Wahl  Von  -~  zu  einer  solchen  Zahl' führen) ,  die  al^  Inte- 
grationsgrenzen  ßir  das  Integral  (2)  gebraucht  werden  können. 

Fflhrt  man  nun  in  (3)   eine  nene    unabhängige  Variable  I  in 
Rechnang  ein,   mittelst  der  Substitution 

wodurch 


ird,    so  erhält  man: 

+  (:2a-'  fi+  C—  <)  '^ =0. 

Die   Eiof&hrang  einer    neuen   abbini^ig  Variablen    t    mittelst 
der  Sabstitution 

gibt,  da 

ist.   Folgendes : 

a 

+i[il*«(m+ii-2)«+it(3^-iB)(ni+«-2)  +  2il-Ä+C-<]=:0, 

ond  diese  vereinfacht  sich,   wenn  man  k  so  wählt,   auf  dass! 

ilA«(«  +  n— 2)«  +  *(3i4  — i?)(m  +  n--2)+2il— B+C=0 

wird ,  denn  obige  Gleichung  wird  dann  durch  t  abkflrzbar  and  ninui 
somit  folgende  Form  an: 
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(4) 

•  ■  t 

^(m +»  -2)««^  +  (m  +  i.-2)[^(m+«-'2)  (1  +2*)  +3^  "'  *)  » 
Ffir  das  lutegral  der   Gleicbung 

faod  ich  (siehe  das  Jupihaft  des  Jahrgangs  1857  der  Sitzungsbe- 
richte  der  mathero.  naturw.  Classe  der  kais.  Akademie  der  Wis- 
senschaften zo  Wien): 

*  ■ 

■       • 

folglich  ifft  da«  Integral  d«r  Glelcbnng  (4)t 

anter  l  die  Zahl  1  +  2*  +  -j} — z sv  und  uoter  A*  nnd  A%  wfH- 

kfihrliche  Constanten  verstanden. 


tili. 


•  '  ( • 


'*   •■       ■  )i  ?;,  ■.;- 
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im. 


Entwickelang  des  fiten  Differentialquotientoii  vob  y : 


Voo 

Herrn  Simon  Spitzer 

la  Wien. 


Wir  gehen  aas   von    folgender  Formel >    die  Liouville   Im 
ISteD  Bande  des  Jod rnal  de  T^cole  polytechnique  aafstellte: 


dz* 


ud  «eUea  in  selbe: 


«sd  dieee  geht  fllr 
fibtr  in: 


I 

III 


-25j-=(4m)  X 

d^ 


Man  bat  daht^r  bebuff«  der  Entwickelung  vod  "-TZiT  ^^^   v'^ 

Differentialquotienten  von  dem  Produkte  z  *  e^  za  bilden,  alii- 
dann  hierein  z=:x*   zu  setzen  und  das  erhaltene   Resultat  mit 

(imy^x  zu  multipliziren. 

Fflhrt  man  in  die  bekannte  Formel 

die  SubstHutioBen  ^ 

ein,   so  erbftit  man,  die  angezeigten  Operationen  verrichtend: 

S^  ^(^^)^^  ['  +    4ma:^    + 2f(4m:r«)« ^  ^ 

'^  3I(4ma:»)»  — +—J 

und  diese  Reihe  bricht  für  jedes  ganze  positive  ^  ab.  Ist  fi  eine 
andere  als  eine  ganze  und  positive  Zahl ,  so  wird  diese ,  Reihe 
eine  divergente. 

i    ■  .  .    .  ■  !  ■        ■ 

Gleichwohl  ist  es  leicht,  auch  fflr  andere^,  als  ganze  positive 
Werthe  von  fi  den  fiten  Differentialquotienten  von  e*^*  in  conver- 
gente  Reihen  zu  entwickeln,  und  zwar  wieder  mit  Benutauttg.d^t«; 

seihen  Formel  von       \        ;    nur  setzen  wir  jetzt  in  dieselbe 

Da  aber  die  weitere  Rechnung  keine  Schwieri^eit  därbiefM,  *W 
unterlassen  wir  die  weitere  Ausföhrang  derselben. 

>ii     i'illii 


■v.^* 


SpU%§r :  DmrMUlL  eines  unemti.  Ketienöruckt  in  peeeki,  f^rm^  eie. 81 


¥in. 

Dantellong  des  unendlichen  Kettenbrachs 

1 


*  + 


«+1+ j 


in  geschlossener  Form,  nebst  anderen  Bemerkangen. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer 
IQ  Wies. 


Ass  Legendre's  Geometrie  folgt  flir  den  Werth  des  obi- 
g«o  Braches: 

we 

,      .  .  1  ,  1  .  1 

^*)-*  +  i  +  2I:r(x  +  J)  +  3l:r(:r+l)(x  +  2)+—- 

isL    Nor  lisst  sieb  9(dp)  auch  so  darstellen: 

^*>=<*-*^'fci3l)!  +  3  +  2!(ar+l)!  +  äl(:r  +  2)!+    ••!• 
Mgliek  Ist  obiger  Kettenbmcb  gleich: 

I 

1^      1        I,   .     1 

(g- 1)1  '*'  B^  ^'  2!(a;  +  l)t  ^^  31  (a;  +  2)1  ^ '  " 
1    .         1         ,         1         ,  1      ~ 

«l  +  l!(«+l)l"*"21(«+2)i"*"4l(«+4)!+- • 

B«aiitBt  nan  dod  folgende  Formel: 

Thall 


'^^pU%ät :  bähfkli. etnes  untndL  kiBttetihritthtin  feitkt  Furrm,  et€. 

Vr  P^  r*        r*        f* 

—J      cos  «e«V"-rf«  =  r  +  u^+2f3j  +  gPjj +  ...., 

die  ich  bei  Gelegenheit  der  Integration  der  Gleichung  ay<*) — y=0 
(TM.  XXVI.  S.  57.)  entwicicelte,  so  hat  man,  dieselbe  a;mal  diS^ 
Tenzirend: 


d 
dr* 


Sl  /        C08a«*VroM»|£jj   ■ 

—  ^  _t-       '      _L  '*  _l_  ^* 


somit  hat  man  als  Werth  des  vorgelegten  Ketteqbrocbes : 


d^ 
dr* 


[Vr  I  COSa)C*Vreo««|iö,] 


•t  ■ 

I. 


[ Vr  /       cos  a  «*Vr  coa»da] 


wenn  nach  voUendeter  DiflefeDtiatiDn  r  =  ]  gesetzt  wird.  Es  er- 
scheint also  dieser  unendliche  Kettenbruch  in  der  merkwürdigen 
Form  eines  Bruches,  dessen  Zähler  und  Nenner  DUFerentialqoo- 
tienteo  sind  mit  veränderlichem  Differentiationsindez. 


1 
■    >  .1 


Ich  füge  hier  noch  einige  Bemerkungen  bei,    die  Beaag  aof 
firfiher  von  mir  gelieferte  Arbeiten  kaben.  Das  Integral  der  Gleidbimg 

ist 


y=y  *  i^ux)u'^''^  r  '^^"^'^^du.. 


wo  A  und  B  positiv  und  m-f  n>  1  ia^«  fofisl  aber  beliebig.^.  ^imA 
^x)  ergibt  sich  aus  der  Gleichung 


f . 


'  '.»  •■  •'•••   .'  !•■    ff  ■■     ■  -.;,    {.^^1 


'^     / 
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IX. 

Bemerkoiig  rar  Integration  der  Oleicbiing 

Von 

Herrn  Simon   Spitzer 


^ie  Gleichung 
Xidx  +  x%dxi  -\-x^dx%  -^  x^dx^  -{■  x^dx^  \  xdx^  :=  0 
ISsst  sich  folgendermaa^en  schreiben: 

femer  die  Gleichung 
Xxdx\x^dxx'^x^dx%\x^ßjc%\x^dx^\x^dx^\xydx^  \xdx-g  =0 

so: 

{jx^'-x)d{xx  —  J'»)+(ar4— ar)</(xa  — X5) 

••  a»  f.    Mitlelst  der  Pfaff'echeo  Methode  sind  die  hier  fewon- 
ateen    Formeln  eicht  ui  bentininien. 


.■;.i        .        .    ■. 


!g4'    (Mmtrlr    Merkmüräig^  Canürua.  des  $rMnten  im,  u.  an 


Merkwürdige  Constraction  des  grdssten  in,   oid  des 
kleinsten  am  eine  Ellipse  beschriebenen  Vielecks  Yon 

gegebener  Seitenzahl. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  der  Abhandlang  No.  II.  habe  ich  gezeigt,  wie  «ich  das 
grSsate  Dreieck  in ,  das  kleinste  Dreieck  um  eine  Ellipse  beschreW 
ben  lässt.  In  der  vorliegenden  Abhandinng  will  Ich  jetzt  diese 
Betrachtungen  auf  in  und  um  die  Ellipse  beschriebene  Vielecke 
▼on  gegebener  Seitenzahl  Oberhaupt  erweitern,  was  zu  einer ,  wie 
ich  glaube,  sehr  bemerken« wer then  allgemeinen  Constructioo  sol- 
cher Vielecke  föhren,  und  die  Lehre  vom  GrGssten  und  Kldnslali 
nicht  unwesentlich  erweitern  wird. 

Zuerst  wollen  wir  die  folgende  Aufgabe  auflösen: 

In  ein  durch  eii^e  Sehne  abgeschnitteries  Seg- 
ment einer  Ellipse  das  grosste  Dreieck  su  be- 
schreiben. 

Die  Anomalien  der  Endpunkte  der  gegebenen  Sehne  seieo 
Uq  uild  «2,  wobei  wir,  wan  offenbar  verstattet  ist^  grosserar  Eio- 
fachheit  ood  Bestimmtheit  wegen  annehmen  wollen,  dass  t^  kM* 
fier  als  t^  sei.  Da  dieselbe  Sehne  nun  aber  immer  zwei  Ssg* 
mente  der  Ellipse  abschneidet,  so  ist  es  nOthIg,  dsss  wir  warn 
vereinigen«  welches  dieser  beiden  Segmente  wir  im  Folgendeo 
betrachten  wollen.  Wir  wollen  aber  immer  dasjenige  dieser  beideo 
Segmente  in*s  Auge  fassen,  dessen  elliptischen  Bogen  man  durch- 
läuft, nenn  man  sich  von  dem  durch  die  Anomalie  ti^  bestimmten 
Endpunkte  der  Sehne  an  nach  dem  durch  die  Anomalie  i%  b»- 


UHu^m  mm  whi^  EiiißM€  be9€kr§tä  Yi9ieck»9,§€§ek.8HUmmki.  9& 

ftiuBten  Endpnnkte  deraelbea  hin  in  der  Richtung  bewegt^  nach 

velcber  bin  die  Anoroalien  toii  0  bin  360^  gesäblt  werden,    bt 

■n  «I  die  Anomalie  irgend  eines  Punktes  in  dem  das  auf  diese 

Weise  bestimmte  Segment  begränsenden  elliptischen  Bogen,  so 

lielie  man  nach  diesem  Panicte  von  den  Endpunkten  der  Sehne 

gerade  Linien,   welche  in  Verbindung  mit  der  Sehne  ein  In  das 

Segment  beschriebenes  Urrieck  begränxen  werden ,  dessen  Flfichen- 

iabtlt  wir  durch  J  bezeichnen  wollen.    Unter  den  gemachten  Tor-  ■ 

anssetsungen  ist  bekanntlich  *) : 

^  =  2aAsin  U«,  — iio)ain  i(Kt— «i)  «ini(«i— «o)» 

■nd  es  Ist  nun  unsere  Aufgabe»  die  Anomalie  «i  so  sn  bestfan- 
meo,  dass  J  ein  Maximum  wird»  wol»el  natfirlich  Uq  und  u^  als 
constant  su  betrachten  sind.  Durch  Differentiation  nach  ti,  erhSit 
■MD  sogleich: 

niso: 

mid  hieraus  femer: 

gj^ =-  a6sin  i(«i  -  « Jco8i(u,  -  2ii|  +  «o)- 

Folglich  ist  die  gemeinschaftliche  Bedingung  des  Maximums  und 
Minimums : 

sinK«»— 2«i^«g)=0» 

wocans  sich»  wenn  k  eine  beliebige  positiye  oder  negative  ganxe 
Zahl  beselchnet» 

niso 

«rgiebt 

Wdl  i(iio  -l-n^  nicht  grOsser  als  ^n  ist,  so  kann  man»  Inno* 
IsrD  «1  positiv  sein  und  29r  nicht  übersteigen  soll»   offenbar 
issO  und   A  =  l:l»    also  bloss 

■  i 

•etsen. 


*)  U.  «.  S.  14.  in  «ÜMem  Biin«le. 
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1 

dem  Seginent,  vrefefieK  wir  hier  betraebti^n. 

.  Wenn  \{a^  -I- '<a)< »  iat«    so  kaon  niaii«    da  u^  positiv  seiii 
luiui j   pioht 

«h  =  «»«  +  «»)-«. 
sondern  muss  :...,.• 

«etsen..    Weil 


«1  — i(»o  t «»)  =  i(«i— *«) 


■  i: 


und  offenbar  «(''s— **o)  nie  grosser  als  k*)^  also  auch  a4r-^i(tCo'|-ti||) 
nicht  grosser  als  n  sein  kann,  so  geholt  der  dnrch  die  Anomalie 
Hl  bestimmte  Punkt  im  Allgemeinen  augenscheinlich  immer  dboi 
dais  g^^bene  Segment  zur  ganzen  Ellipse  ergänzenden  Segment 


Wenn  \{n,,  -|- tc,)  >  tk  ist,    so  kann  man,   da  u^  nicht  grosser 
als  ^n  sein  darf,  nicht 

«1  =  i(«o  +  «i)  +  ^> 
sondern  niuss 

«i  =  i(««o +«•)  —  « 
setzen.     Weil 

also  wie  vorher  «(«0+^ — ^  nicht  grosser  als  n  ist,  so  gehört 
der  durch  die  Anomalie  Ui  bestimmte  Punkt  im  Allgemeinen  sagen- 
sehnlich  wieder  dem  das  gegebene  Segment  zur  ganfsen  filüpve 
ergfinzenden  Segment  an. 

Hiemach  kann  man  also  nur 

«i  =  i(«o  +  «4) 

setzen»  und  es  ersticht  »ich  nun  hieraus  unmittelbar  die  folgeodb 
meiJ(w(urdige  Con^mction  des  grössten  Dreiecks,  ««elchos  «ich  in 
das  gi^bene  Si^^fUMUit  beschreiben  lässt,  da  cos4(«t— 2ti| -f  ifo)=^ 
und  folglich  der  Werth  des  zireiten  Differential -Quol&eDfeii 
—  a6sini(iit  — tfo)t   idso  negativ  ist. 

Uebef  der  Hauptaxe  der  Ellipse  als  Durchmesser  beschreibe 


•)  Wäre  ICt— 0>«-   ••  "«  Wf >*'  +  »«,   «l««  •'•>twi  v»« 
••■«liMig  ist. 


AMnM  um  €iM€  SUtmp  ämMati*  VieUckM  p.  ftf #«•  SeUfWH^  87 

MB,  wie  Taf.  L  Fig;  6.  zeigt«  einen  Kreis.  Von  den  fi^dpopkten 
4i  oDd  J^  der  gegebenen  Sehne  AqJ^  fä\\e  map  auf  die  Haupt- 
in  Perpendikel  und  verlängere  dieaelben ,  bin  ▼chi  ihnen  der  be- 
Nbiebene  Kreia  in  Jq'  an<l  A%  geschnitten  wird.  Nun  hiilbire 
MD  den  Kreisbogen  Aq'^'  in  4i  and  Olle  ?on  Ai  anf  ($e 
Bniptaxe  ein  Perpendikel.  welGbc^  4^e  Ellipse  in  A^  achneidet, 
JBfiiit  man  dann  die  Linien  AqAi^  A^Ai»  bq  ist  4qAiA%  d^a 
gruMte  Dreieck,  ireiches  sich  in  das  elliptische  Segmen^,  in  deip 
ei  li^,  beschreiben  lilsst 

Die  Gleichung  der  durch  die  Anomalien  Uq  und  tt^  bestimm- 
t«  Sehne  ist  beluuintlich : 

4««os4(iio  +  |i,)  +  ay  sin  J(iio+ Wf)  =  o6cosi(Ho— ti^  ^), 

ind  die  (SIeichnng  der  die  Ellipse  in  deni  durch  die  Anqipaljß 
iiß^-iru^  bestiminten  Punkte  Berührenden  Ist: 

fcosi(iio  +  ii,)+|sinlK+ii,)  =  l  **): 

also  ist  diese  Berührende  offenbar  der  Sehne  parallel«  woraus  das 
Im  Obigen  Bewiesene  noch  unmittelbarer  folgt,  als  durch  die 
eblge  Darstellung,  die  wir  jedoch  nicht  olme  Absicht  hier  roitge- 
thellt  haben. 

Dje  Construction  des  gfussten  Vielecits  von  gegebener  Seiten- 
Wihl,  welches  sieh  in  eine  Ellipse  beschreiben  Iftsst,  ist  nun  leicht 
anf  folgende  Art  zu  geben : 

Uaber  der  Hauptaxe  der  gegebenen  Ellipse  als  Durchmesser 
b0pc|ireil»e  man,  wie  Taf.  I.  Fig.  7.  seigt,  einen  Kreis.  jSoU  nun 
iieispielsweise  das  grusste  Siebeneck  in  die  Ellipse  bescbriebfni 
werden,  so  theile  man  den  beschriebenen  Kreis  von  einem  belie- 
bigen Punkte  Ao'  an  in  den  Punkten  Aq',  Ai' ,  A^',  A^' ,  A4,', 
Ag  t  A^  in  siebeo  gleiche  Theile  ein,  und  fölle  von  diesen  Theil- 
pnnkten  auf  die  Hauptaxe  der  Ellipse  Perpeudjkel,  welche  die 
Ellip.«e  in  den  Punkten  A^,  ^1,^2*  ^3>  ^4'  ^6>  A^  schneiden; 
diese  Punkte  sind  die  Ecken  des  zu  beschreibenden  grossten 
Siebenecks,  und  geben  dasselbe,  %^enn  man  sie  durch  Sehnen 
der  Ellipse  mit  einander  verbindet. 

Der  Beweis  fGr  die  Richtigkeit  dieser  Construction  kann  mit- 
teiat  des  Obigen  leicht  auf  folgende  Art  geföhrt  werden. 


*)  Tbl.  X\IV.  S.  373. 
••)  A.  a.  0.  S.  3T5. 
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Wir  wollen  annehmen ,  dase  A^AiA%A^A^A^A^  ein  mit  belle- 
btgen  Anomalien  in  die  Ellipse  beecbriehenee  Siebeneck  eel« 
Theilen  nun  die  Punkte  Aq\  Ai\  A^',  A^\  AJ,  A^\  A^  den  Aber 
der  Hanptaie  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  nicht  In  sieben 
gleiche  Theile  ein,  und  ist  demzufolge  etwa  nicht  A^Ax^A^'A^^ 
60  denke  man  sich  den  Kreisbogen  AqAJ  in  dem  Punkte  Mi 
In  zwei  gleiche  Theile  getheilt,  von  diesem  Punkte  auf  die  Haupt* 
axe  ein  die  Ellipse  In  Üi  schneidendes  Perpendikel  gefällt»  und 
die  Sehnen  /lo-^i«  ^i^s  und  A^A^  der  Ellipse  gezogen.  Dann 
Ist  nach  dem  Obigen  das  Dreieck  A^jSiiA^  grosser  als  das  Drei- 
«•ck  A^iAlA^y  folglich  das  Siebeneck  Af^AxA^A^A^A^  grOsser 
als  das  Siebeneck  AqAiA^A^A^A^A^.  Hieraus  schliesstman  aber 
nun  ferner  leicht»  dass  das  grosste  Siebeneck,  welches  sich  in 
die  Ellipse  beschreiben  iSsst»  nur  das  sein  kann,  bei  welchem 
die  Punkte  A^/,  Ay^  AJ^  A^^  A^^  A^\  A^  den  über  der  Haopt- 
aze  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  in  sieben  gleiche  Theile 
theilen. 

Wir  gehen  nun,  indem  wir  alle  vorher  gemachten  Festsetsun- 
gen  beibehalten,   zu  der  Auflösung  der  folgenden  Aufgabe  über: 

Wenn  In  Taf.  I.  Fig. 8.  durch  die  Punkte  A^  und  A^^ 
BerOhrende  an  die  Ellipse  gezogen  sind,  so  soll  nas 
den  Punkt  A^  so  bestimmen»  dass,  wenn  man  durch  den* 
selben  eine  dritte  Berührende  an  die  Ellipse  sieht, 
das  von  diesen  drei  Berfihrenden  und  der  Sehne  Af^A^ 
eingeschlossene  Viereck,  dessen  Flächeninhalt  wir 
durrh  F  bezeichnen  wollen,  ein  Minimum  wird. 

Behalten  wir  die  in  der  Abhandlung  Nr.  H.  eingefOhrten  Be- 
zeichnungen hei,  so  ist  in  dem  ersten  der  beiden  in  der  Flgiir 
dargestellten  Fälle: 

ro8in4(Wa— »i) 


*A  = 


C08  i(««l  -  Mo)  CÖ8  i(«*S  -  «O)  ' 


rasint(tf|— ti„) 

**■     C08}(tt«  — «<o)COSi(tt«-«l) 

und 

'o,(a»o)  =  »"o  tang  \{u^  —  u^ , 
«t.(«H))  =  r^  tang  10<a — «o)  ***) ; 

*)  1a  d«ff  Figur  finden  tich  überall,  der  Cinfuchheit  und  der  Gom- 
formität  mit  der  Abhaudluuir  ^r.  II.  wegen,  nur  die  an  den  Buchttiiben 
^u»   ^n  ^s»  n.  t.  w.  stehenden  unteren  Indice«. 

<***)  M*  ••  S.  34.  in  diesem  Bande. 
***)  M.  s.  S.  35.  in  dieteni  Bande. 
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wdM  man  niir  lu  beachten  hat,   dasa  tangi(iif  «o)  ^^g^  der 
Twhergtbenden  Aaadriicke  von  iö*(i*o)  ^^^  %iCa'0)  positiv,  also 

0<l(ii«-«o)<W, 
MgPch 

ad  daker  ein  (u^ — «o)  positiv  lat. 

la  den  sweiten  der  beldto  io  der  Figur  dariteetelHeii  Fftlle  ist: 

rog'ni(«t-«i) 

raainj(«i-«o)  ^^ 

^         coel(««a— «o)coaK«t-»i) 
nd 

^»CiH»  =  -  ro  taog  K«,— «o) , 
%.(tto)  =  — ratangK«,— Ho)  ***); 
•0  wie  aof  dieselbe  Weiae  wie  vorher: 


sin  ilaK> =— ;^  sin  (ui —1%) , 

wobei  nsD  nar  su  beachten  hat,   dass  tangi(t%— «q)  wegen  der 
verbergehenden  Ausdrücke  von  i^(^)  ^^^  Hßiafo)  negmtiv,  also 

folglich 

180o<ii,-f«o<380», 

und  daher  sin(t%-— Uo)  negativ  Ist 

# 

Nun  ist  aber,  wenn  man  Im  ersten  Falle  das  obere.  Im  swei- 
tes  Felle  das  untere  Zeichen  nimmt,  offenbar:  c. 

also  nach  dem  Vorhergehenden  in  völliger  Allgswsliifci 


*)  BL  t.  S.  24.  ond  S.  84.  In  diaMoi  Baiide. 
*^  iL  ••  S.  30.  in  diecem  Bande. 
^  N.  •.  8.  80.  In  dietem  Bande.  ' 
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tM»g  4(11, — «o)  taeg  iC«,— Ko) 


iFszab  1        cos  i(tti  —  «o)  «oe  i(««  —  ««o)    >  »«  («^  -  «o). 

'  I    ^  eds  l(ii,  —  lio)  CO«  5 (««  —  «i) 

oder»  wie  man  mittelsl  leichter  Rechnnttg  indet: 

■  ■  • 

F=  o*  lang  l(u,— tio)  I  eipi^nr  ||^^)•  — <a5g|(th  — «H))  t*ng  i(«i— «^ 
Setieo  wir  der  Kurse  wegen 

Tmain  i(a%  ^  t^)* -r  Uuig  K^h  ^  ^>)  teng  i(^  ^  fh)  r 

80  ist,  wenn  man,   «o  ußd  u^  aU  CQ^stant  betrachtend,   nach 
al8  veräoderliche  Gjrvssf^'^fSarentürt; 

8t7^tangt(«^-wHo)     tangiCiia— tt|) 

und  folglich  die  gemeinschaftliche  Bedingung  des  Maximums  m 
Minimums  offenbar : 

cos  4(«,  -  «i)*       cos  Km,  —  «o)* 

t 

•     ■  I 

welche  Gleichung  man  leicht  auf  die  Form 

sin K«i  - «o) cos4(tt, -» «o)  ^  ♦ni  M«i  —  th)  cos  4(««— «*i). 

'    •'  '       ^'^in<tt|^ii;o)<sihi(tl,w«^), 

oder  auf  die  Form 

8in(tij|— tt,)  — sin(M,  — ii^.=  0, 

'  .  '  .•  ■ 

folglich  auf  die  Form  , 

bringt,  woiaiu  sidi      -  -  ■     .  :  n 

silii(>ia-^9>i|<|-«V>)iieO 
erglebt,  *it4elM  filelcbaog  gana  a«f  dieseWie  Weise  wie  eben  : 

«1  =  i(«o  +  ««a) 
führt. 

Nun  Ist  nach  dem  Obigen ;   .       . 


iMHini  IM  i«w\  JK««w  AcieM^^i  f^^  Ol 


abo 


8Ü     _  Hin  (»a  —  tii)  —ein  (%  '^  "b) 


oder 


......     o^'^  cos  i(tf ,  T  «o)  8'"  i(V.  -2ui+Uo) 

LiMt  mao  Dan ,  wie  m  kmt  wm$iUt%U  i«it,  4c«r  KPm^w^ffP  dM 
Cffiied  weg»  welches  verschwindet,  wenn  man  tf]  =  t(ttb  "t  tit) 
setzt,  so  Ist 

y <7  __  cos Iju^  —Uq) cos i(tf, — 2iit  -t-tio) , 
Sw^  cosl(tii— i«o)*cosi(ttt— W|)* 

Bod  weU  — «*«•-  ^ 

/'=ii6(7tangi(tf2  —  «o). 


miao   ofenbar : 


jj^  =  fl6tangi(ii,-«o)gjj^ 


ist,  so  Ist 


8*F  _  fl6sini(tia-^)co8i(ti«— 2ti|  +l<o) 

aill«  ""        2  cos  i(ff|  —  l«ü)*C0S  i(lla  —  tli)* 


Datflrlich  immer  bloss  anter  der  Voraussetzung,   dass  mab 

setzt    Ffir  diesen  Werth  von  Ui  erbSit  mao  aber  auf  der  Stelle: 

8*F a6sini(««-^ttb)  _  fl6tangl(t<t— «6) 

Si5»""2cosl(t««— Sj*""     cos  1(11,— «o)*  ' 

«nd  sieht  also,  dass  dieser  zweite  Differentialquotient,  well 
sioi(tis— «o)  stets  positiv  ist,  gleichfalls  stets  positiv  ist,  die 
Bedingung  des  Minimums  steh  abo  erfOlit  zeigt. 

tVollte  isaKalso  um  eise' E4iipse  das  kleinste Tiel- 
ee%  Ten  ^e^ebeftet  SeUeozahl,  e4wa-d«ie  kleinsto'filsr 
iberDeel:»  ■bdsdi^eibe«,  so  wffrdle  man  im  IVese*tlj^hj^to 
|(S«-a  ebes  soverfabfen  wie  oben  bei  der  BescbTsdhisil^ 
i-es  grSssten  Vielecks  ren  g^gebcnev  €^eitessithljlilB 
rllvdllpee,  «for'yiAit  dem  e4n-84gien  G^tej«cbieste,ii41lfl« 
«att    4le    sef   die  i obige    W^Uw    h^timwi^imwi^ 


^o/*4»^t«  ^tf  ^««  ^f»  ^%  »feht  darchSehnett  nlt«^»- 
aoder  za  Terblttdea»  sondevn  durch  alle  diese  Ppakte 
Berührende  an  die  Ellipse  zo  legen  hätte. 


Von  der  Richtigkeit  dieser  Constmction  üfierzengt  man  sich 
mittelst  des  vorher  Bewiesenen  durch  ganz  ihnliche  Schlüsse  wie 
▼on  der  oben  gelehrten  Constmction  des  grussten  Videcl»  ¥90 
gef{el>ener  Seitenzahl  in  die  Ellipse. 

Ich  hoffe»  dass  auch  diese  ConstmctioneB  die  Wichfl^ceH 
des  Gebranchs  der  Anomalien  in  der  Theorie  der  EDipse  sehr 
deatfich  an  zeigen  geeignet  sein  werden. 


Zur  Theorie  der  BeogangserscheiDiuigeiu  . 

Von 

Herrn  Dr.  Zehfu$$, 

pmvisoriflclitm  Leiirer  der  liolieren  Blatlieiaatik  lud  Ii6her«a  Moehssft 
aa  d«r  li5lieff«i  Gewerbe«cliDle  sa  Darntitadl. 


■! 


Vorbemerknng  e.n. 


.  I ' 


1)  Bs  erhdiet  leicht  aas  dem  Princip  der  ▼irtnsllen  Geschwin- 
digkeiten 9  dass»  wenn  anf  drei  in  A'  snsammenstossende  Geraden 
P,  Q,  R  (Tafi  II.  Fig.  1.),  welche  als  Kräfte  betracblet  sich  im 
Gleichgewicht  halten  würden,  von  einem  Paokte  M  ans  Perp«n> 
dikel  gefldit  werden  nnd  die  Entfernungen  der  Fusspnnkte  ißfr 
selben  von  A'szp^  g,  r  heissen,  immer  Pp+Qg  +  MtrozO  siA 
wehei  dn  solcher  Abstand  p»  f ,  r  als  positiv  oder  negattv  m 
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hetnchteo  int,  jeuacbdem  derselbe  mit  P,  Q,  R  auf  einerlei  oder 
nf  enteeceDiresetite  Seite  RUIt  Dieas  ergibt  sieb,  wenn  imb 
MAf  als  swOckgelegten  Weg  des  Angriflspaoktes  A'  betrachte^ 
hn  aber  auefc  leicht  rein  geometrisch  bewieseo  werden* 

$  Sollen  zwei  Ausdrücke  2cos(to— /I),  z'cos(io— jSO  f^^ 
jßim  Werth  von  w  einander  gleich  sein»  so  mn^  2=z',  ß^=P^ 
m,  wenn,  wie  in  der  Theorie  der  Beugangserscbelnongen,  z  die 
hner  positive  Amplitude»  ß  die  Wegdiffereni  ist.    Denn  aus 

2COS«cos/}-|'Zsinwsin/3  =  2'costocos/3'-|-2'nintosin/}' 

b|gt,  wenn  man  durch  cos  10  dividirt,  wegen  der  Willkfihrlicbkeit 

foo  tgw: 

2Coaß=^i'coBß'  9    2sin|7=2'sin/)'. 

Die  Summe  der  Quadrate  dieser  Gleichungen  liefert  2=2',  Ihr 
Qoofient  tg/3=tg^S  also  ß'=iß  +  nn.  Nun  kann  aber  sin^ 
■lebt  =  sin /^'  sein,  wenn  nicht  n  eine  gerade  Zahl  ist»  also  ist 
P^ß',  weil  eine  Phasendifferenz  von  2n  keinen  Einfluss  hat 

3)  Wenn  ein  Aethertheilchen  in  Fol^e  der  Einwirkungen  meh* 
rerer  Lichtquellen  die  Ausweichungen  £r|8in(to~/3|)»  a^Hin(w—ß^..,. 
IUI  der  Gleichgewichtslage  auszufiihren   hätte,    wo  »i»  ii^..„  die 

Amplituden»    ir  =  -jr*   ß^—r-,    7  die  Oscillationsdauer»  1  die 

^cUeolänge»  x  die  Wegdifferenz  vorstellen»  so  ist  sein  eigeiit- 
licker  Stand  durch 

a|fm(i0— /3j^)-f  OgSin(to  —  ß%)  +  ....  =  Äasln(fe— ft  ^  »sln(w— y) 

aiegedrickt»  wo    • 

^^[Saswßl^+lSacosßW    tgtr=^^. 

Es  folgt  hieraus»  da  2  von  w  unabhängig  ist»  dass,  wenn  man 
ein  anderes  Aethertheilchen  betrachtet,  welches  um  d  weiter  von 
sänmtlichen  Erschatterungsmittelpunkten  entfernt  ist»  seine  Am- 

int 
plitnde  t  dieselbe  bleiben»    seine  Phase  aber  am   — p 

kleiner  sein  wird;  denn  es  vertauscht  sich  alsdann  in  obige« 
Ansdrilcken  nnr  flberall  lo  mit  «0 r--      Es  folgt  ferner »   dass» 

wisnn  ein  zu  einer  Beugungserscheinung  gehöriges  Aetliertheüdita 
Jf  von  mehreren  in  beliebig  gestalteten  Oeffnungen  eines  Scliir- 
IM«  enthaltenen  Lichtquellen  Erschattemngen  empfilngt»  welch« 
so  nahe  parallel  sind»  dass  sie  sich  addiren»  seine  Answeiehmq^ 
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sMIti  voa  der  Fqrm  sein  wird:  zsin(«D— *)r)   oder  '•iD(-^—rJ 

OleirirlBt  folgtleh  der allgemeiB«  Aasdrnck  flBr  die  A««- 
weichd'fi{(  eln«B  beliebigeD  Aethertheilehens  j^detT 
Ben-gangeerficheiAong.  Scblieeslich  sei  noch  bemerkt,  das« 
»wei  Aosweichqngen  von  der  Form  ai%\n{w^$i)'-a^An{p'^ß^ 
eine  Amplitude. geben,  deren  Quadrat  s=a|*-|-a«*—3a|a«cd80'i -/!,)'. 


Beugungaerecbeinungen. 

1.    Wirkung  eines  anendlich  schmaleo  Parallelogramibee: 

Der  Punkt  M  (Taf.  IL  Fig.  2.) ,  welcher  der  Wirkung  des  un- 
endlich schmalen  leuchtenden  Parallelogrammes  au8gesetzt  werden 
soll,  dessen  Seiten  AA's^P  und  ACzzzn  seien,  und  desaen 
sämmtliche  Aethertheilchen  in  gleichem  Phasensustande  angeooo^ 
men  werden,  sei  so  gelegen,  dass  seine  Entfernung  Ton  A  mit 
AA'  den  Winkel  Pt  bilde,  und  soweit  entfernt,  dass  seine  Ab- 
stände von  den  einzelnen  in  AA'  enthaltenen  Aethertheilchen  als 
parallel  gelten  können.  —  Es  sei  nun  die  Wirkung,  welche  eine 
der  Flächeneinheit  entsprechende  und  in  A  vereinte  Anzahl  von 

Aethertheilchen  auf  M  ausübt,   =asin-^  =  asinto;  alsdann  kann 

nach  3)  die  Wirkun«;  des  Parallelogrammes  =:zsin(to — /)  eresetzt 
werden,  wo  es  sich  nur  darum  handelt,  t  und  y  zu  bestimmen. 
Wir  verfahren  zu  dicKeni  Ende  auf  folgende  Weise.  Es  i^t  ge* 
wiss,  dass  wenn  der  Streifen  AA'  in  seiner  eigenen  Richtung  in 
die  Lage  ßB'  um  BC=6  fortgeschoben  wird,  der  neue  Schwin- 
gungszufttaud  des  in  der  Entfernung  s  befindlichen  Punktee  Jf, 
weil  er  aus  der  Summe  der  Einwirkungen  der  in  BB'  enthaltenen 
Aethertheilchen  besteht,  gleich  ist  der  Wirkung  von  il^'-f  Wir- 
kung von  2^'!^  —  Wirkung  von  AB,  oder  dass  der  Unterschied 
der  Wirkungen  von  AA'  und  BB'  demjenigen  der  Wirkungen  von 
AB  und  A'B'  gleich  ist. 

/  Da  die  in  AB  befindlichen  Aethertheilchen  unendlich  nahe 
aneinanderliegend  gedacht  werden,  gegen  die  Grosse  von  i,  ao 
kanb  roaki  annehmen,  dass  ihre  Wirkungen  auf  M,  als  im  Ein- 
klänge stehend,  sich  unteratfitzen ,  und  dass  sie  also  zusammen 
^  no  Sita ^.  ff  sin  w  seien.  ^  Ebenso  Ist  die  Wirkung  von  A'B'  anf 
Jf  nach  3),  weil  alle  Theilchen  dieses  kleinen  Parallelogrammes 
«n  i^cesl\  näher  an  M  sind,  als  diejenigen  in  AB, 


'i.i 


...       .  /        2«iPeosP. 

=  noain  ii.  osin(«o ^r ?). 


1.1 
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FaroaT' ist,.,  wenn   die  Wirkung  voo   ^lil' =z8in(to — y)   gesetst 
wM»  tfqeni^  von  BiS'sszsinCtO'-y -^ -)•   Wir  haben 

'     k[8iB(ü-^y)— «In(t0-^)f-^ j ^)] 

=  nosiBA,a  [sin  v>  —  sin  (to j *■ )  J. 

Avi  dieser   Gleichang  bestimmen  wir    sowohl  i  als  /.     Zav5r- 
dtnt  folgt: 

Z8III r cos(io  — y ^  ■   ^) 

.    «Psin^                  9sPcosPa, 
=  no sin  ^.asin r cos(to-^ j — ^), 

oder,  da,  wegen  des  anendlieh  kleinen  i, 

^cosP«    -.      nco»P 

sinn — j :o  =  — r — 

ist,  and  roif  Zasiebnng  von  2) : 

.    «PcosP, 

„  .     -  k  «PcosP, 

z  =  RPsinif.a. 5 ß— ,     y= z 

«PcosPi         '  l 


Aho  ist  die  ganae  Wirkung  der  nnendlich  schmalen  Spalte: 

,    nPcos  Pi 
**.  .    ^       *'"        ^  .   ^^     "^coaP\      ,^, 

^psm^.«.  „peosp;-  '^^"v^T — r-"/  <^> 


Jt^.. 


IL    Wirkung   eines   Parallelogrammes« 

■ 

.  Uia  flSr  dieselbe  wieder  einen  Massstab  anfsuatellen,  sei  die 
Aiisweiehmg,  welche  eine  der  FIficheneinheit  entsprechende  aiifl[ 
hl  #M  tintn  Ecke  A  conceatrtrte  AnsaU  vea  Ae(liertltailche«i  emf 
den  anaaerhalb  der  Ebene  des  Paralleiogrammes  gelegoien  {NoM 
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jr  masabty  s=a8iii-jr=asinto,   and  dem  entspreebcBd  der  Z«- 

I      ■  • 

«Und  von  JIT,  in  Folge  der  Einwlrkong  de«  Parallelograiiiaies  ÄCA* 
(Taf. IL  Fig. 3.) ,  s=2i8in(«D— yi).  Cm  Zi  and  y^  sa  besfimme», 
verechiebe  man  wieder  das  Parallelogramm  längs  der  Seite  AJf 
am  ßC^n  in  die  Lage  BAlBf*  Alsdann  ist,  wie  in  L,  wenn 
die  Entfemong  MA  mit  AC=P  den  Winkel  Pt,  mit  Ji4'sQ 
den  Winkel  Qi  bildet: 

Wirkung  von  Jil'  —  Wirkung  ron  BB' 
=  Wirkung  von  AB  -  Wirkung  von    A'B\ 

d.  h.  wenn  f  und  y  die  in  I.  angeßlbrte  Bedeutung  haben: 
2i8in(w— yi)— f|8in(«-)^ ^ ) 

Ä  ssin(w  —  y)  —  »«i»(«  —  y 7 )• 

Verwandelt  man  diese  Gleichung  äbnlieh  wie  die  entsprechendo 
in  I.  und  substituirt  den  Wertb  von  x,  so  hat  man : 

.    srQcosQi     .    nPcoßPi 
sin T — *  sin T * 

f,=Pgsinil.«.— Q^^Q^      -^ip^p;^ 

k  l 

Nimmt  man  P|  und  Qi  als  rechte  Winkel  an»  so  erhält 
2f  SS  PQmA.a.    Diess  ist  also  die  Amplitude,  welche  bei 
rechtem"  Einfalle  durch  alle  im  Einklänge  stehenden  AethertbeH- 
chen  der  ganzen  Parallelogrammfläche  hervorgebracht  wird.    Uns 
Quadrat  derselben  liefert  die  Intensität  J  des  Lichtes  bei  senk- 
rechtem Durchfalle  *).    Für  jede  andere  durch  die  Wiukel  P|  und 
Ol  bestimmte  Richtung  ist  also  die  mit  Z|*  proportionale  Inter 
sität  t  im  Punkte  M: 


*)  Dil»  ÜTiiamik  boweiit,  daM  weoa  die  Ursache  der  Erechittermf  m 
pi6Cslich  aafbdrt,  ehie  kagelfdmiige  Welle  von  coaetaDter  Dicke  HH^  I 
•chreitet.  Nach  dem  Geeetse  der  ErhiiUnng  der  lebendiges  Krftffko  aNHi  M 
äaa  Sm9^9  welehee  dieeemal  frepertieaal  leC  mit  f*ii*,  wo  r  diafbl»J 
ftvnong  vom  Geatraoi,  a  die  Amplitede  ▼omtelll,  oenttaal  rtiu  -M 
ttr  aber  aadb  «rMraagMeaiiM  r*.  /  eoMtaai,    aUe  let  / 


;#•  .         *. 
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.    nP cos  Pi  .   tcQcobQi 

*""''l      ggPcos P|    ^    \^    »Qcos Qt    ^  ' 

Um  die  dieser  Formel  entsprechende  Beugungserscheinnogobjec- 
tiv  auf  einer  durch  üf  parallel  mit  der  Ebene  des  Parallelogram- 
Dies  aafgestellten  Bildtafel  a  priori  zu  construiren»  bemerke  man, 
dass  z.  B.  der  Ausdruck  PcobPi  auch  noch  anders  dargestellt 
werden  kann.  Zieht  man  nemlicb  durch  den  Punkt  Jf  der  Bild- 
tafel nach  dem  Mittelpunkte  des  Parallelogramnies  eine  Gerade, 
deren  Länge  =£,  so  stellt  ecosP,  die  Projection  von  c  auf  P 
oder  eine  mit  P  parallele  Gerade  vor.  Diese  Parallele  wollen 
wir  durch  die  Projection  O  des  Mittelpunktes  des  Parallelogram- 
me»  auf  die  £bene  der  Bildtafel  innerhalb  der  letzteren  gezogen 
denken  (Taf.  II.  Fig.  3«).  Alsdann  stellt  ON=p  direct  den  Aus- 
dmck  f  cosP|y  oder  die  Projection  von  e  auf  die  Richtung  von  P 

Pp 
dar.    Wenn  nun  PcosP|=—  einer  ganzen  Anzahl  von  Wellen« 

ttogen  gleichkommt,  so  verschwindet  immer  der  Ausdruck 

.    nPcosPx       ,    nPp 

„n — . —  ^""-xr- 

nPcos  Px  nPp 

l  "IT 

aw^Mommen    fiir    cosP|=0    oder    p=  ON^O,     wo   er    den 

Pp 
Werth  1  erhält.  —  Es  sei  also  -^:=iiX;    alsdann    verschwindet 

der  fragliche  Factor  fiSr  alle  Punkte  der  Geraden  MPi,  weil  alle 
deaeelben  Werth  von  p  =  NO  liefern^  d.  h.  die  Gerade  lUN  bt 
eine  dunkele  Linie.     Ein  ähnliches  Verhalten  zeigt   der  andere 


.  /•'""ITA 
"l  '^s  ) 

Ja      ^ 


Factor  Ton  t,  welcher  entsprechend  in  (    '~:;^~    )       omgewan 

deh  werden  kann. 

Wir  haben  alao  folgende  Construction  der  Beugungserechei« 
—lt.  Darch  die  Projeetion  O  des  kleinen  Parallelogrammes  anf 
die  Bildtafel  siehe  man  senkrecht  gegen  die  Seiten  P  und  Q  de« 
Parallelogrammes  die  Geraden  Oy  und  Or  (Taf.  II.  Fig.  4.) ;   an  Oy 

parallel  In  gegenseitigen  Entfernungen  =  p  die  Geraden  aa',  bb\ 

ce^,....  ddf,  tif t  ff* und  zu    Ot  parallel   In   gegenseitigen 

Tbdl  XXX.  7 
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ti 

Eotfernungen  =  -q  die  Geradeo  aa^,  ßß'^yy' ,..,  id',  ce'....    Diese 

geben  die  dankelen  Linien,  das  Gerippe  des  gansen  Phinomeoes 
an.  Die  Intenaitfiten  in  den  Zwiscbenfeldern  werden  alsdann  durch 
die  Werthe  der  Factoren 

\^    nPp    J   '     V    nQq    J 

bestimmt.  Sie  fallen  am  so-  geringer  aas,  je  gr5eser  p  and  q 
sind ,  d.  b.  je  weiter  das  Feld  sich  vom  Centrum  O  entfernt.  — 

(X  eX 
Die  Abst&nde  -p,  -q  der  gegl^n  P  und  Q  sankrecbtea  Paralle- 
len sind  mit  den  Seiten  P,  Q  umgekehrt,  mit  e  direct  proportio- 
pal ;  je  weiter  man  also  die  Bildtafel  hinter  dem  Parallelogramme 
aofstellt»  desto  mehr  breitet  sich  die  ganze  Erscheinung  als 
Darcbscluiitt  einer  Pyramide  mit  jener  Ebene  aus. 

Es  ist  klar,  dassman  durch  Abmessen  des  senkrechten  Abstände» 

d  z.  B.  der  beiden  mittleren  Streifen  M'  ^  aa'  die  Grosse  2p  erhält, 

d       €X 
so  dass  also  die  Wellenlänge  aus  der  Gleichung  ^  =  p   berechnet 

werden  kann. 

Anmerkung.  Gewohnlich  niisst  man  die  Wellenlänge  ver- 
mittelst des  Winkels,  welchen  die  von  der  Mitte  des  Parallelo- 
grammes  senkrecht  auf  zwei  dunkele  Streifen,  z.  B.  ff  und  ee' 
gezogenen  Geraden  mit  einander  bilden.  Ist  dieser  Winkel  =fh 
so  ist 

*g<*  =  — r~^    P'  ^^S 

Hafi  befestigt  desshalb  das  Parallelogramm  mittelst  einer  Kapsel 
vor  das  Objectiv  eines  Theodolitfernrohrs  und  bringt  dessen 
Achse  zuerst  in  diejenige  dunkele  Ebene  9  welche  durch  das  Pla- 
rallelogramm  und  die  Linie  ff  geht,  wo  alsdann  das  Fadenkreos 
die  dunkele  Linie  ff  trifft;  dann  stellt  man  dasselbe  in  die  doB- 
kele  Linie  cc'  ein  und  liest  den  Winkel  beider  Ebenen  ab.  Wenm 
aacb  bei  dieser  PrcK^edur  die  auf  der  Ebene  des  Parallelogranmes 
befindlicheo  Aethertheilchen  nicht  mehr  in  gleicher  Phase  stebeB, 
so  ist  diese  doch  mit  denjenigen  der  Fall,  welche  in  der  Projeetiott 
desselben  auf  eine  durch  seinen  Mittelpunkt  senkrecht  gegen  die 
Rlditnng  der  einfallenden  Strahlen  gefQhrte  Ebene  liegen,  und 
diese  Projection,  welche  wegen  der  Kleinheit  der  Verrflckung  fi 
dem  Bisprfinglichen  Parallelogramme  gleich  gesetzt  werden  buis. 
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«U  dibei  ab  •igentliche  Lichtquelle  betrachtet  Jedenfalls  ist 
M  leicht»  die  aas  der  VerrOckang  ft  nothweDdige  kleine  Correctioa 
im  latiteo  Gieichaiig  abzuleiten. 


IIL    Wirkung  eines   Dreieckea. 

Schiebt  man  das  Direieck  ABC  (Taf.  II.  Flg.  5.) ,  dessen  Stx- 
taiAB=P,  AC=Q.  BC=R,  iSngs  seiner  Basis  Cum  die 
kkiM  Strecke  n  weiter  in  die  Lage  aßy,  so  ist  wieder  wie  frOker 

Wirkung  von  ABC — Wirkung  von  aßy 
=  Wirkung  von   Aß  —  Wirkung  von  Ay, 

d.b.  wenn  man  die  Wirkunt;  des  Dreieckes  ABC=zz^8in(u) — y^ 
setity  und  die  Winkel,  welche  die  von  dem  Punkte  A  nach  M 
gnogene  Gerade  mit  den  drei  Seiten  P,  Q,  R  bildet,  /^j ,  Qi, 
Ri  gtnannt  werden : 

29mGos/i^i 
za  sm  (to — yj  —  2^  sin  (w  — y^ r ) 

^^yfPco8j\ 

O,;^  M?    ^  ^        ^  .      .  «PCOSP^V 

^inHsiniS.a ^ -ir— sin(io z -) 


.    nQcoeQi 

sin 2 ^       ^ 

y\--«/^  ^  .    r         «Qcosviv 

^  7tQc08Qi  l         ' 

wobei  aof  Berechnung  der  Etnflilsse  der  schmalen  Streifen  Aß^  Ay 
ditt  Formel  (W)  in  1.  Iienutzt  wurde.  Setzt  man  in  der  letzten 
Glrichang  beiderseits  die  Quadrate  der  Amplituden  gleich,  am 
deren  Bildung  man  die  letzte  Formel  aus  (3)  rechterband  anweiv- 
dot,  80  erhftit  man  : 

K.    nPcnsPi  .   sQcosQi 

nPcosPi    J        \    nQcosQi      ) 


/9KjBC0siV|\ 


.    nPco^Pi     ,    nQ  cos  Qi 
sin 5 «in 


~"        l                     k              /TtPcoBPi      äQcos©i\    I 
^*    nPcosP,         >rQcosQ,     ^^V X X ^J 
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Um  diese  Formel  flir  die  Intensität  in  Jf  soTereinfachen,  den* 
ken  wir  uns  das  Dreieck  ABC  aaf  die  durth  M  gehende  BUd- 
fläche  projicirt  und  zugleich  die  Seite  Q  in  ihrer  eigenen  Verlin- 
gerung  rflckwärts  aufgetragen ,  die  Seite  R  aber,  deren  positiT« 
Richtung  von  B  nach  C  ging,  zu  sich  selbst  parallel  nach  A  ver- 
setzt, so  dass  die  drei' so  erhaltenen  Linien  drei  einander  im 
Gleichgewicht  haltende  Kräfte  %'orstellen.    Die  Grosse  cosIZf  ist 

A*N      r  * 

^sdann  durch    =  -  dargestellt  (Taf.  IL  Fig.  1.).    Nennen  wir 

ferner  von  jetzt  an  Qi  den  Winkel,  den  b  mit  der  RfickwSrtsver- 
längerung  von  Q  bildet,  um  die  positiven  Richtungen  von  P,  Q,  R 
mit  den  in  Taf.  IL  Fig.  5.   angedeuteten  Pfeilen  in  Uebereinstim- 

mung  zu  bringen,  so  dass  ««In  obiger  Formel  —  cosQi  oder  — ^ 
an  die  Stelle  von  cosQi  treten  muss,  so  ist  nach  1): 

^i»+Qy  +  i?r  =  0. 

Mit  den  entsprechenden  Abänderungen  geht  nun  die  Intensitlts- 
formel  über  in 

.    nPp  .   nQq 

\  U    ^    Xe  )  kt  U 

-<#)C#)-(^*=^)]- 

kB  Xb 

Die  Discussion  dieser  Formel  ergibt  kurz  folgende  Hauptnm- 
stände :  Für  f?  =  0,  ^  =  0,  d.h.  wenn  M  in  die  Projection  A'  des 
kleinen  Dreieckes   föllt,   ist  t,  obgleich  von  unbestimmter  Form 

A,  =  J.     Ferner  kann   t  nur    verschwinden,    wenn  sin    ^       und 

sin— r^  gleichzeitig  =0,  d.h.  p  =  m.'p,  q=^m'  .q    sind,     was 

.    TtPp         .   mQg 

s>n  -XT        "'°  Tb 

augenblicklich  erhellet ,  wenn  man  sich   — — -  ,     ^ —     als 

nPp  nQq 

Xb  Xb 

zwei  Seiten  eines  Dreieckes  dSnkt,  welche  einen  Winkel    r^4— —^ 

Xb        Xb 

einschliessen ;    t  stellt  alsdann  das  Quadrat   der    dritten   Seite, 
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-    ." 
/ 
Mhipndrt  mit  tsz h-t«  ^o'-    Diese  dritte  Seite  kaon  aber 

Ml  taffschwindeiv:  1)  wenn  die  elnschlieMenden  Seiten  =  0  sind ; 
%  wtoD  die  beiden  ersten  Seiten  gleich  und  der  eingeschlossene 
Winkel  =:0,  d.  b.  Pp-\^  QgzizO  ist,  wodurch  sich  die  Bedingung 
tkm  die  Gleichheit  der  Selten 

.    nPp  .    JcQg 

sin    jT         sin  ■,  * 

nPp  nQg 

"iT"  IT 

m  sflbst  befriedigt.  Die  Gleichung  Pp-i-  Qq=zO  zieht  aber 
Bach  sich  /?r  =  0,  d.  h.  man  befindet  sich  alsdann  anfeiner  durch 
A*  senkrecht  gegen  R  gezogenen  Geraden,  welcher  Fall  keine 
weitere  Betrachtung y  als  etwa  derjenige,  wo  Rp^=0  ist,  verdient. 

Betrachten  wir  also  den  ersten  Fall,  um  die  ganze  Erschei- 
■mg  auf  der  Bildtafel  zu  construiren.  Senkrecht  gegen  die  drei 
Seiten  P,  Q,  R  ziehe  man  durch  die  Projection  A'  des  Drei- 
eckes auf  die  Bildtafel  die  drei  Geraden  A'n,  A'»,  A'q  (Taf.  II. 
Fig.  6.)    und    zu    diesen    parallel    in     gegenseitigen    Abständen 

Sp»     ^>     -^  die  Systeme  von  Geraden  an',  66',  cc'....,  dd', 

itf,  ff ..,.,  gg\  hh'....,  deren  je  drei  sich  in  einem  Punkte 
ickneiden,  wegen  Pp  +  Qg  +  Rr  =  0.  Da  nun  die  dunkelen 
Ponkte  blos  da  sein  können,  wo  gleichzeitig 

nPp  nQg 

ks  ke 

d.  h.  wo  drei  Gerade  sich  schneiden,  so  haben  wir  nicht  wie 
keim  Parallelogramm  dunkele  Streifen,  sondern  nur  dunkele,  auf 
Geraden  senkrecht  gegen  die  Seiten  gruppirte  Punkte  *).  Betrach- 
ten wir  noch  insbesondere  diejenigen  Geraden  i^TC,  A%f  Aq,  welche 
dm^h  J' senkrecht  gegen  P,  Q,  R  laufen,  z.  B.  diejenige,  deren 
Gleichung  p  =  0  ist.  Für  diese  Voraussetzung  verwandelt  sich 
die  Intensitätsformel  in: 


*)  Dieselben  find,    nw  sie   be«aer  herirortreten  in   mseben,    in  der 
Figar  mit  kleinen  Kreisen  umgeben  worden. 


•  *      .    •    • 

Diener  Ausdrack  kann  nie  verschwinden»  weil  sonst  die  beiden 
letzten  Quadrate  gleichzeitig  =0  sein  rofissten,  was,  da  der  Fall 
p  =  0»  g=0  schon  früher  ausgeschlossen  war,  auf  sin*=:cos*=0 
hinauslaufen  wQrde.  Es  ergibt  sich  mithin»  dass  die  dünkekii 
Punkte  durch  drei  auf  den  Seiten  des  Dreieckes  senkrechte  Straasap 
dcrcbbrochen  werden»  auf  welchen  die  Intensität  niemals  gaias 
erlischt»  wie  in  den  Gbrigen  auf  P,  Q,  R  senkrechten  CreradcB. 
Sie  bilden  den  sechsseitigen  Stern»  welchen  man  zuerst  bei  Be- 
trachtung des  Spectrums  gewahrt 


IV.    Wirkung  einer  geraden  Reihe  gleicher  und  homo- 
loger  Oeffnnngen. 

Wir  werden  finden»  dass  das  von  einer  Oefnung  gelieferle 
Grundphänomen  durch  die  Zusammenstellung  mehrerer  ihr  gleicher 
OeSnungen  mit  parallelen  gleichnamigen  Seiten  zu  einer  geraden 
Reihe  nicht  geändert  wird»  sondern  dass  dasselbe  sich  nur  mit 
parallelen  dunkelen  Streifen  durchzieht»  welche  senkrecht  auf  der 
Verbindungslinie  der  gleichnamigen  Ecken  stehen.  Es  seien  s.B* 
lauter  Dreiecke  zu  einer  Reihe  ABC...  (Taf. II.  Fig. 7.)  zasam- 
mengestellt  und  der  ganze  Effect  =Zi  sin  (to — y);  schiebt  man  das 
ganze  System  AB,...E  um  die  Distanz  A = AB  "rveitet  Xäügs  AE, 
so  kommt  jede  der  Figuren  A,  B,  C...  an  die  Stelle  der  nach* 
folgenden»  E  kommt  nach  E'.    Es  erhellt  alsdann  wieder» 


Wirkung  von  i4....£  — Wirkung  von  ß ....£'  =  Wirkung  von  A 

—  Wirkung  von  E' 

sei.  Setzt  man  nun  die  Wirkung  der  Figur  i4=zsinto»  so  erbllt 
man  folgende  Gleichung»  in  welcher  n  die  Anzahl  der  Oefinmfeii 
A....E,  A'  den  Winkel  zwischen  A....E  und  der  Richtung  AM 
bezeichnet: 

2nAcosA\ 


oder 


.    -         'i^r.n^cos^' 
^^  2  :»iii  tu  —  2  sin  (tr j ), 


,    7tAco»A'   .    ^               TtA  cos  A\ 
2i  sm j sin (ir—  y r ) 

.    nnA  conJ'    .    ,        nnJcoaA' 
=:2sm j sin(to = ). 


2§kfu$$:   Zur  TkeorU  der  Beuguh0wr9€h€iHuii§en.        IM, 

MHkhiiit 

,   nnJc(mJ' 

^  ,h. — 1^ — 

sin jp- 

da,  weoB  I  die  dureb  die  Figur  ^4 ,  i'  die  durch  die  ganie  Reihe 
J....£  bewirkte  Intensität  vorstellt: 

.   nnJ  cos  /l' 
sin j 

f  Ä  I  ^  * 


sm : 


Sooftnnn  t  versch  windet,  ist  auch  t'=:0,  d.h.  das  Gmndphä- 
■oneD  bleibt  dasselbe»  ausserdem  ist  dasselbe  aber  durch  einen 
uderen  Factor  modificirt,  welcher,  wenn  d  die  Projection  des 
Stuhles  AM  auf  die  Richtung  A..,.E  vorstellt,    leicht  in 

nn/fd 


sin 


X£ 


SUI 


▼nwandelt  wird,  bt  also  wieder  A'  die  Projection  der  gegen  die 
Eatfemung,  b  sowohl,  als  gegen  das  sich  kegelfurmig  ausbrei- 
tende  Spectrum  verschwindenden  Oeffnungen  A..,,E  auf  die 
Bildfläche,  so  zeichne  man,  um  die  durch  das  Verschwinden  des 
twelten  Factors  verursachten  dunkelen  Streifen  zu  construiren, 
solche  senkrecht  gegen  die  Richtung  AE,  und  zwar  in  gegensei- 

tigen  Entfernungen  j=— ^,  lasse  jedoch  sowohl  den  durch  A* 
gehenden»  als  auch  sonst  je  den  nteo  Streifen  aus,  indem  ffir 
4=0,  ±  -^r»  db — "T*""  Zähler  und  Nenner  des  traglichen  Fak- 
tors gleichzeitig  verschwinden,  derselbe  aber  den  Werth  n*  er- 
hllt,  so  dass  also  an  der  Stelle  des  nten  Streifens,  von  der 
llitte  an  gezählt,  jedesmal  ein  Streifen  von  n^facher  Intensität 
wie  bei  einer  einzigen  Oeffnung  entsteht.  Filr  9t=4  gibt  Taf.  II. 
Fig.  8.  ein  Bild  dieser  Streifen. 


¥.    Wirkung  einer  zu  einem  Parallelogramme  zusam- 
mengestellten   Doppelreihe    gleicher    und    homologer 

Oeffnungen. 

Die  CJesammtbeit  aller  beugenden  Oeffnungen  ist  fOr  diesen 
FUl  «a  hetracblen  als  eine  Reibe  von  Figuren,  deren  jede  selbst 
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•  •.  * 


eine  zusammengesetzte  Figur  AA'A"  bildet  (Taf.IL  Fig.ft).  Sdttt 
man  ako  AA'=:D,  AB:=:A,  so  finden  wir  leicht: 

.  mnDd  \   nnJd 

'  -'l     .   nDd  J  K      .  nJi) 

Es  wird  also  jetzt  die  durch  die  Figur  A  allein  hervorgebrachte 
Erscheinung  durch  zwei  sich  durchkreuzende,  auf  den  Richtungen 
AE,  AA"  senkrechte  Systeme  von  Streifen  durchschnitten ,  welche 
mit  den  in  IV.  betrachteten  übereinstimmen. 


.1 


Der  Satz  Ton  Cotes,   auf  die  Ellipse  erweitert. 

Von 

dem  Heraasgeber. 


Es  scheint  mir  sehr  bemerkens^erth  zu  sein,  dass  das  be< 
rühmte  Theorem  von  Cot  es  sich  auf  die  Ellipse  erweitert 
lässty  und  namentlich  dürfte  die  Leichtigkeit  merkwürdig  sein,  ml 
der  dies  in  sehr  eleganter  Weise  möglich  ist,  wenn  man  die  Sachi 
einmal  aus  dem  richtigen  Gesichtspunkte  aufgefasst  hat. 

Die  Anomalie  eines  beliebigen  Punktes  P  einer  mit  den  Halb 
axen  d,  6  beschriebenen  Ellipse  sei  u,  und  /,  0  seien  die  Coor 
dinaten  eines  beliebigen  Punktes  O  in  der  Axe  2a  dieser  Eliip^ 
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Deber  der  Aze  2a  als  Dnrcbmesser  beschreibe  man  einen  Kreiis, 
und  bezeichne  den«  dem  Punkte  P  der  Ellipee  entsprechenden 
Punkt  dieses  Kreises,  nämlich  den  Punkt  des  letzteren ,  in  wel- 
ckm  derselbe  von  der  nothigenfalls  gehOrig  verlängerten  Ordinate 
dn  Punktes  P  auf  derselben  Seite  der  Aze  2a,  auf  welcher  der 
Ponkt  P  liegt«  geschnitten  wird,  durch  P'.  Die  von  dem  Punkte 
0  nach  den  Punkten  P  und  /"  gezogenen  Geraden  OP  und  OP 
keiaichne  man  respective  durch  r  und  r'. 

Dies  vorausgesetzt,  sind  nun  die  Coordinaten  iet  Punkte  P 
Bsd  P  respective  acosti,  6sintt  und  acosti,  asina ;  und  nach 
eiDcr  bekannten  Grundformel  der  analytischen  Geometrie  ist 
folglich : 

ifl  =  if — acostf)'  +  6^sinti*, 

r^=  (f — acosti)*  +  a*  Sinti*; 

woraus  mittelst  Sobtraction  sogleich 

1^— r«  =  (a«— 6«)sinu« 

folgt.    Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  O  und  P  der  lisge 
nach  bestimmten  Geraden  ist 

6sinti     ,        ^ 


^=-/^ 


acosti 


und  die  Gleichung  des,   dieser  Geraden   parallelen  Halbmessers 
der  Ellipse  ist  folglich 


6  sin  II 


9==-f^ 


acoau 


X. 


Bexeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  Durchschnittspnnktes 
dieses  Halbmessers  mit  der  Ellipse  durch  r,  9;  so  haben  wir  su 
deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 

woraas  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Vorzeiehen  aiit 
einander  leicht  erhalten  wird: 

a(/— acostt) 


9=T 


V^(/—  acosii)*+  a*  Sinti* 
a6sinti 


V(/'-acost()>-fa>«ini.*'  ' -'*" 

oder: 
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^  '  absinu 

9  =  T7r^ 


—%ifeoau+^ 


BeseidiiieD  wir  den»   der  diyrch  die  Poolcte  O  ood  P  der  Lage 

nach  liesdmniteD  Geraden  parallelen  Halbmesaer  der  Ellipse  aeilMt 

durch  R,  so  Ist: 

•  

«ad  folgiicb  nach  dem  Vorhergehenden: 

■ 

^_  g  V  (/--g  cos  II)« -hfe»  sin  I? 
""   V^(/'--acostt)«+a*sintt« 
oder 

g  V  y—  g  COS  tt)Hft*>ln«** 

""      V/^  — äg/'oosti+g« 

alfo^  weoa  auui  die  oben  filr  r  «od  r^  geAmdooeo  AaadrQcke 
einfllhrt : 

B^ap,  alsor'  =  g^- 

Ton  dieser  bemerkenswerthen  Formel  lässt  sich  nun  die  folgende 
Anwendung  machen. 

Mit  Beziehung  auf  Taf.  IIL  Fig.  1.  sei  in  der  Axe  2a  unserer 
Ellipse  oder  in  deren  Verlängerung  ein  beliebiger  Punkt  O  ange- 
nommen und  Qber  der  Axe  2a  als  Durchmesser»  wie  die  Figur 
seigt«  ein  Kreis  beschrieben.  Die  Peripherie  dieses  Kreises  theüe 
man,  wie  ebenfalls  aus  der  Figur  ersichtlich  ist,  in  den  Posktan 

in  2n  gleiche  Theile,  und  ßllle  von  den  dadurch  erhaltenen  Theil- 
punkten  auf  die  Axe  2g  der  Ellipse  ^rpendikel,  welche  durch 
ihre  Durchschnittspunkte  mit  der  Ellipse  auf  dieser  die  Puskte 

bestimmen.    Die  too  dem  Punkte  O  nach  des  Punkten 

Aq$  Alf  il^»  ....  An^l»  Au9  An-^lf»»»»  Atm—Itf   ifte— 1 

gesogenen  Geraden  bezeichne  man  respective  durch 
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vod  die  diesen  Geraden  paimUeleo  Halbmeeser  der  Ellipse  reepec- 
tiv#  dorch 

fie  TOD  dem  PnolLte  O  nach  den  Punkten 

^■O»  •"!  9  4i  #  ••••  if«— 1  9  ^Mf  ««-f-i  »••••  iffls— >•  9  iflla— 1 

gemegenen  Geraden  mOgen  al>er  respective  dorcli 

beseicbuet  werden,  wo  natfirlicb  To'szvo»  r^'ssr«  ist.    Dies  vor- 
aiwgesetxt,  Ist  nach  der  oben  bewiesenen  Relation  allgemein: 


Fol^ch  lat: 


i  • 


nach  dem  Coteaiechen  Lehrsätze  ist  aber  bekanntlich: 


n V, VV  •  •  •  •  »^-1'  =  Cilo"  +  CO«, 
oder,  weil 

iet: 

»■i'»'8  Vi>'  •  •  •  •  «ü-i'  =  «" +/^ ; 

fe^gUeh  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 
oder: 


ij.^A*—ii  ü.  li  ^         _ 

Ferner  ist  nach  der  obigen  allgemeinen  Relation: 


nadi  dem  Cotesischen  Lehrsatze  ist  aber  bekanntlich : 

ro'r^'u'u'  ....ri«-a'=±(C5o*— CÖ-) 
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wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt ,  jeoachdem  der 
Punkt  O  innerhalb  oder  ausserhalb  des  fibeir  der  Axe  2a  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreises  liegt;   folglich  ist: 

oder 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt  ^  jenachdem  der 
Punkt  O  Innevhalb  oder  ausserhalb  der  Ellipse  liegt 

Geht  die  Ellifise  In  einen  Kreis  Ober»  so  sind  die  Halbmesser 

« 

sämmtlich  einander  gleich,  nämlich  alle  gleich  der  Grösse  a,  wo- 
raus erhellet»  dass  im  Falle  des  Kreises  die  beiden  obigen  Griei- 
chungen 

1  j_/^A*-.  tjl  tl  i!^  iL    r*«-i 


■  n     /^A*i-.£o  h,   Ta   ll 


wieder  in  die  Gleichungen  des  Cotesischen  Satzes  übergehen. 

Dass  fiir  alle  über  derselben  Axe  2a  beschriebenen  Eüipaen 
und  denselben  Punkt  O  die  beiden  Producte 

Ti     r»     r^    Tf        rg«— 1         ,    r©     rj    r4     r^        ra»— s 
»"•  "^  •  iö»"*  »~  ••••  "51 —   ''^^    o"' »"•  ^  *  »"  ••••'ßl       * 

Mti    MC^    K5   ICy  K2fi— I  1*0    '•^    «^4    "•         "*«— s 

natürlich  unter  Voraussetzung  desselben  it,  constante  GrOssen 
lind,  geht  aus  den  obigen  Gleichungen  von  selbst  hervor,  ist  aber 
jedenfalls  eine  sehr  merkwürdige  Eigenschaft  der  Ellipse. 


r»fn» 
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■  # 


Der  Satz  des  Ptolemäus,  auf  die  Ellipse  erweitert 

Von 

dem  Herausgeber. 


Es  sei  JqAiA^^  ein  beliebiges,    io  eioe  Ellipse  lieschrie- 
benes  Tiereck;    die  Anomalien  der  Punkte 

sollen  respective  durch 

«o>    »i>    «a*    <S 
aod  die  8dten  und  Diagonalen 

<"0"l»    -"!-"•»    ^«-"S»    -"B^O»      4>^a»   ^1^9 

sollen  durch 

^»19     h>%9     %»8>     '8K>9       ^»S»    'l»8  9 

cBs  diesen  Seiten  und  Diagonalen  parallelen  Hallmiesser  aber  durch 

•V»!»    ^ly%»    ^%»9»    '*8>0>     '*0»«*    ''l'S 

beaeichnet  werden. 

Dies  Torauegesetzty   haben  wir  nach  den  in  4er  Abhandlung 
Nr.  IL  bewiesenen  Formeln*)  die  folgenden  Ausdrucke: 

4.Jii  =  sini(«,-iio),    4.?^=sinl(«t-tg; 
ro>i  ^2,3 

j.a3=.ini(«.-«i).   l>*=«««K«.-«o); 

—————  :      .»*     »•••h 


^  M.  ••  S.  14.  und  S.  41.  .      -i'.   vi. 
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■ 

AkM>  ist 

=  sini(tti— %)«nl(«t-tti)  +  «ini(«««--«i)«^nU«i--«b). 
und  folglich  nach  einer  bekaonten  Zerl^uug: 

=     C084(«o  —  I«,— «,  +  «,)— COS  4K  —  tii+ii,—ii,) 

+  cos  iCHi — «1  +  «t— «s)  —  cos  i(«o  +  i«»— «t- •«•)r 
also: 

=  cos  4(^0  -  Ol  — 11,+ 1«,)  —  cos  i(tio + l«i  —  «1 — «t). 
Feroer  ist  nach  den  obigen  Formeln: 

i.J^.Jii  =  sini(u,-i«o)sini(ti,^i«i), 

•^0>S    M»» 

also  nach  einer  ähnlichen  Zerlegung: 

1. SÜI. 4!»=, cos J(l^-lll-tl,  +  ll5)-COSi(tto+Ui- «,-•«,). 
^0»t    '^l^S  "^ 

Ver^eicht  man  dies  mit  dem  Vorhergehenden»    so   erhält  niaa 
auf  der  Stelle  die  folgende  merkwOrdige  Gleichung: 


oder: 


'^oa   •'•*!       ^i»s  ''»»0       •o>s  'i»i 


AqAi   A%A^       AiA^   A%Ao      AqA^  AiA^ 

■    ■  •  — — -^  "^  ■         •  ■— — «^  ^2  ^— ^—  •  ■         f 


wo,  wie  aas  dem  Obigen  bekannt  ist, 

^oa»  ^19% »  *■§>•»  ^fH)>    *Vwi»  ''i«» 
die  den  Seiten  und  Diagonalen 

A(^Ai9  AfA^f  A^A^f  A^Aq;    AqA^,  A^A^ 

des  in  die  Ellipse  beschriebenen  Vierecks  AqAiA^A^  paralleleB 
Halbmesser  der  Ellipse  sind. 
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Fifr  den  Kreis  eiDd  dieee  Halbmeeser  eammtlich  eioander  gleich, 
oDd  die  obige  Gleichung  geht  daher  in  diesem  Falle  in  die  Gleichong 

A^A\*A^A'^\'AxA%,A%A^'^^  Af^A%^AiA% 

Aber,  welches  bekanntlich  die  Gleichung  des  Ptolemiischen  Satzes 
ist,  den  folglich  der  obige  elegante  Satz  von  der  Ellipse  als  einen 
besonderen  Fall  enthält 


Anmerkung.      \ 

Blan  kann  noch  manche  Sätze  vom  Kreise  auf  ähnliche  Art 
auf  die  Ellipse  erweitern,  was  ausfübrlicber  zu  erläatern  zn  weit 
ftbren  wfirde,  und  im  Ganzen ,  nachdem  ich  hauptsächlich  in  dem 
Aofsatze  Nr.  IL  die  dazu  nuthigen  Formeln  entwickelt  habe ,  auch 
keiner  besonderen  Schwierigkeit  mehr  unterliegt  Beispielsweise 
flMg  indess  noch  Folgendes  bemerkt  werden. 

Wenn  wir  die  Winkel  des  vorher  betrachteten,  in  die  Ellipse 
beechriebenen  Vierecks  ilo^i/^a^s  durch  Jq»  ^h  A^p  A^  bezeich- 
neD,  so  ist  nach  der  Abhandlung  Nr.  IL  S.  12.: 

sin  Aq^ 

fl«fe«sini(M»  —  "i)* 

~|rfBln4(iro+«i)«+4«cosi(«o+«i)*n«*8inJ(«»  +«S))H*«cosi(«,+i^)«}' 

Nach  S.  14.  ist  aber: 

ra,i*=  a«8ini(tto  +  «i)*+  6«cosl(iio  +  i«i)«, 
rM)*=  ^»l»  i(«f  +  •^)*  +  6«cosl(t«,  +  Mo)«; 

also  ist  ofenbar: 

■ 

sin^o  =' — ir"«»ni(«8  — «i); 

*V>»1  ^8>0 

ud  ganz  eben  so  ist: 

ab 
sittilt  =  — -—  sini(«i— »!)• 

Also  ist: 

sin  A^         TQfi  r^fQ 

Bei?«  Kftise  sind  die  Eblbmesser  sämmtlieh  einander  gieieh» 
alee 
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■^  =  1    oder   81D  Aq  =  sin  A^ , 


wie  bekanot,  «^eil  bei'm. Kreise  A^^Ag^iSOfi  ist 
..,   Gans  auf  äbnliche  Art  wie  vorher  ist:         . 

also : 

sinnig  515.^  _  A«»aY 
sin  2^2 '  sin  J3  ~"  \ro,i/  ' 

und  mehrere  dergleichen  Relationen  wflrden  sich  idcht  finden  lassen. 


:(■ 


■■■■> 


Noch  ein  anderes  Beispiel  einer  solchen  Erweiternng  bietet 
der  bekannte  Satz  dar,  dass  die  Summen  der  Gegenseiten  eines 
feden  dem  Kreise  umschriebenen  Vierecks  einander  gleich  sind. 

Sind  die  vier  Punkte >  in  denen  eine  Ellipse  von  den  Tier 
Seiten  eines  um  dieselbe  beschriebenen  Vierecks  berfihrt  wird, 
durch  die  Anomalien  Uq,  tt|,  14,  u^  bestimmt,  und  bezeichnen  wir 
die  vier  Seiten  dieses  Vierecks  durch  «0»  'i*  H»  H*  die  densel- 
ben parallelen  Halbmesser  der  Ellipse  aber  durch  Tq»  r^»  r^»  r^; 
so  ist,  mit  Rücksicht  auf  Taf.  111.  Fig.  2. ,  nach  den  in  der  Ab* 
handlung  Nr.  11.  für  die  verschiedenen  hier  zur  Betrachtung  kom- 
menden Fälle  bewiesenen  Formeln: 

ro8ini(«8  — «H) 


COS  l(«i  —«0)  cos  i(ii,  -  l«o) 

_  risini(t£a— «o) 

**  "*      cos  i(Ma— «i)co8  iC«!  —  ««o)  ' 

.  rg8ini(«3-«i) 

^  cos  l(u,  —  u^  cos  i(tig  —  tlj)  ' 

^         cos  4(«s — «o)  cos  i(^ — .*«t)  ' 
also,    wie  man  sogleich  fibersieht: 

»•o       »•« 

_  cosi(u,-'^t<o)cosUtt^--tio)  —  cesKn8-^«b)<»gUMr*<<k) 

--Sin  ,(«, — «i;  cos  i(«i— «0)  cosi(i«3|— «i)  cos  i(t«,  -  u^)  cos  i(«b— «JT 


mmf  ^t  EMpte  erwHferU  HS 

f!  +  !» 

Ti  ^  r, 

•^^     ^^coai(wi  — «o)co«i(tt«— tii)co«i(tt,— ifo)co»l(i«,-u,)' 
Mittelst  bekaonter  ZerleguDgen  erhält  mao  aber  suvSriierat  leicht: 

C08  J(ll,  — Ilo)c08i(ll,  -  tlo)  — COSKH,  — ll,)C08i(ll,  — «,) 
=  llC08i(ll|— 21^  +  «,)— C08j(ll,  — 2ll,  +  l«,)|, 

CO»l(«i  — «o)C08i(ll,  — tt,)— C08l(««~  ttl)C08i(M|  — «o)» 

viid   hleraua  ferner: 

««i(%-«ki)co8l(i^-«o)-co8j(ii,--«t)co8i(«a-iri) 

«»4(«%  —  «d)  CO»  «(«•  —  «•)  — co8i(««»—t«i)«>«i(«i — %) 
=8in  i(ti, — «i)  ein  i(tio  —  tii  4- tit — Us). 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 

5      J^^     8ini(tia--Uo)8ini(«a— «i)«'"«(tfo--«i+Mai— tti)     . 

n        »*•        C08l(«l— «o)<»«i(«t— «l)C08i{i%  — •iö)C08i(ll,-.|^)* 

woraiui  aich  die  sehr  merkwGrdige  Relation 

^  ■  !^  -.  ü   1.  ü 

»•o     »••     n     »'s 

ettttevc» 

Berm  Kreiae  aind  alle  Halbmesser  einander  gleich,  also: 

^  +  «^  =  'i  +  *i. 
irle  bekannt. 


I ' 
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TI4  Tiei%:    Rein  gtinmeirinche  kyßümng  der  Avfgnbe 


.  .i  ;  ■ 


Rein  gjBometrische  Auflosang  der   Aufgabe   yon  der 

Dreitheilung  des  Winkels. 

Von 

Herrn  J.  Tief*, 
ffjuniMitUllehier  su  Koatti  m  WMtpüDMwA 


Amfga&t.  ßiiren  f^egebenen  Bogen  in  drei  gleiche 
Tbeile  za  theilen. 

Ee  sei  ahg^  (Taf.  III.Fig.3.)  der  zu  theileode  Bogen  and  e^ 
der  dritte  Tlieil  desselben.  Zieht  man  ftlsdeon  dierch  dem  HalUr 
mngspunlct  b  des  Bogen«  ab^  und  durch  den  Mittelpunkt  c  des 
Kreise*  dteC^erade  cA,  aMil  femer  durch  a  den  Derchmessen«^ 
und  4snnt^^»  so  ifst cfr  paipalM ^^,  weti  jLmj^^=^^achk  ZWit 
man  fe/ner  durch  c^  die  Geraden  cjjTs  und  ^62»   so  ist 

i.      ■      :.  .      »•* 

daher 


^ ^2^2^  =^  ^ ^^9%  ^^  ^ cjf%c  =  ^ c^cfi^. 


mithin 


c>2g^=-Cfg^  und  C26^=C2Cy  d.  b.  cff^:=gb^. 

Dm  daher  die  vorstehende  Aufgabe  zu  lusen,  kommt  es  ,i 
an,  zwei  Gt^rade  cg^  und  ^62  so  «wichen  den  Parallelen  «& «und 
gg*  einzutragen,  dass  sie  einander  gleich  sind  und  iiir  'Schnitt» 
punkt  in  den  Bogen  abg*  fliHt;  od^/v^t»  dasselbe  ist,  fQr  den 
Punkt  C2  einen  geometrischen  Ort  zu  konstruiren  unter  d#K  U^, 
dinguugy  dass,  wenn  man  c^g  und  cc^  zieht  und  diese  letztere 
bis  gg^  verlängert,  dass  dann  C2g^==^c^^. 

Hiezu  gelangen  wir  auf  fblgülftfH  Weise.    Es  sei  abg^  (Taf.  IIL 
Fig. 4.)  der  zu  theilende  Bogen,   so  ziehe  man,  wie  vorhin,  den 


■  ■V 
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J>McluMiiMr  »7»  4\%  tiersde  ^  usd  dasir  ^«  PMralMe€i6;  trage 
y^duiD  tvribcbaii  diesM  Pkraieleii ,  von  e  uai  f  Mm>  die  tt«mid«i 

do :  00  Bcbiieiden  8ich  cgi  und  gbi  in  e^ ,  C91  und  gh^  In  Cs »  und 
es  «ind  egxyb^  und  ebigg^  und  anch  ccigc^  Par»nelograninie,  weloli» 
den  genieinfichaftlichen  Mittelpunkt  ?ii  haben,  wenn  nfimlich  cm-^mg 
ist.     Mitbin  ist,  wie  man  leicbt  sieht, 

^Ciggi=^cigig  und  ^c^gz  =  J^c^g^g, 
folgKcb 

TrSgt  man  ferner 

ein,   so  ist  auab  fCr  die  beiden  ScbnittpunlLte  c^  und  C4 

Wenn  endlich 

c^*  =^  c^* = ^6*  =  gff^, 

Ueiner  als  c;^»  eingetragen  werden,  so  ist  auch  fär  die  beides 
Scfanittpsnkte  c^  und  e^ 

c^g  rs  c^*    nnd    d^g  ::^  c^^r*. 

Folglieli  erfüllen  die  Schtiittpnnkte  C],  c«,  c^  und  C3,  C4,  c*  alle 
die  Bedingung  des  zur  LGsung  unserer  Aufgabe  gesuchten  geo- 
metrischen Ortes;  nnd  wenn  man  beliebig  viele  Punkte  auf  die 
sBgegebene  Weise  koniitruirt,  so  erhält  man  eine  Curve,  welche 
der  oben  gesuchte  geometrische  Ort  ist.  Diese  Curve  besteht, 
«rie  man  sieht,  aus  zwei  von  einander  getrennten  Thellvn,  dl« 
eher  Tetlstftndlg  symmetrisch  .«^ind  in  Bezug  auf  mp  und  rnqy  wenn 
nioilich  mp  parallel  cb  ist  und  mq  senkrecht  steht  auf  mp*  Dass 
c  iiiid  g  seihst  in  dem  gesuchten  geometrischen  Orte  liegen,  siebt 
mee»    wenn  cg^^gb^^=:cg  eingt'tragen  wird. 

Um  also  die  gestellte  Aufgabe  zu  losen,  könstrulre  man  naok 
dem  Vorhergehenden  die  beiden  Theile  c^cci  und  c^i^  (Tat  111. 
Flg. 3)  unserer  Curve,  so  ist  e^,  wenn  die  Curve  den  g^gebe* 
aeo  Kreis  in  C2  schneidet,  der  dritte  Theil  des  fiogens  abgl^\ 
Attia  es  ist  e^^^c^g^,  folglich 

ued  daher 

jLe^g^^i^tgg^  oder  Bog.  c^:szl  Bog.  nbg^. 

m 

Dnid  wenn  c§4  senkrecht  steht  auf  cb,  so  ist 

Bog.  na  s^  liog.  dc^  =£  Bog.  s^. 
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Ferner  tut  Bog.  e^^fj^  der  drille  Theii  dee  Bogeos  «if*, 
■ftmlicb  «t  der  Punkt  i«!»   in  tvelchem  der  aweile  TheU 
Corve  den  gegebenen  Kreis  ausser  in  g  schneidet;    denn  es  bt 
^^  =  <?«5'8»   niithin 

rblglich 

J^c^gz  =  \^cgg^\ 

weil  aber  ^  c^g^  =  ^  c'sc/i  und  ^  c^^s = j^gcb  =  ^  acn  =  ^  itcj'*, 
so  ist  . 

^  c^cn  =  l^acn  =  l^ncg^. 

Fällt  luan  daher  CjA  senkrecht  auf  tic,   so  bt 

Bog.  nh  =:  Bog.  itcs  =s  ,  Bog.  Cj^gg^  =  i  Bog.  ae'A, 

d.  h.     ft 

Bog.  ac^h  =  Bog.  Aiitfs  ==  Bog.  c^^^. 

Es  bestimmt  mithin   der  Punkt  c,  den   dritten  Theil    desjenigen 
Bogens,  der  den  gegebenen  Bogen  abg^  zu  360^  ergftnst 

Endlich  ist  der  vierte  Schnittpunkt  c'  nicht  ohne  Bedeatnng 
nir  die  Aufgabe.  Es  ist  nämlich»  wenn  man  fOr  den  Aogenblfek 
^ncg=^cgg*=:a9  ^ncc^rzzj^c^^c^^^b^gg^^ß  imi  j^eM^ 
=  ^cgb^=^'y  setzt,  ^+a  +  ß  =  2R  und  y  =  ß-a,  folglich 
ß  =  i(2R  +  a),  6.  h.  ^  ncc^  =  l(2R  +  j^  ach)  oder  Bog.  c%i 
s=iBog.  abg^n.    Hierzu  addirt  Bog.  nc8^=  Bog.  nc'a  giebt: 

Bog.  c'?t^=*(Bog.  aft^^-fS.Bog.  ac*«) 

=  \  (Bog.  abg^   -f  4 .  Bog.  a€^) ; 

weil  aber  2. Bog.  acHi^p — Bog.  abg*^  so  ist  endlich  Bog-c^^ 
e=  \(ip  —  Bog.  abg^)y  wenn  nämlich  p  die  ganze  Peripherie  beaeichoet 

Die  gestellte  Aufgabe  ist  somit  vollständig  gelost  und  wir  RigM 
nur  noch  folgende  Bemerkungen  hinzu.  Ist  der  gegebene  Bc^en 
abg^  gleich  dem  Halbkreise,  so  fallen  (Taf.  III.  Fig.  4.)  die  Pnttkle 
01»  c%  u.  8.  w.  und  Cs,  C4  u.  s.  w.  alle  in  die  Gerade  mp^  und  der 
aar  LSsung  der  Aufgabe  bestimmte  geometrii^che  Ort  ist  för  db- 
sen  speziellen  Fall  die  Gerade  mp.  —  Ist  der  zu  theilende  Bogen 
«  06^  (Taf.III.  Fig.  5.)  gleich  einem  Quadranten,  und  man  trigl 
eg=2cg*=:gb*  ein,  so  ist  gb^  eine  Tangeute,  welche  den  gege- 
benen Kreis  im  Punkte  g  berührt;  trägt  man  daher  eg^=:zgb^ 
grGsser  als  cg,  ein,  so  liegt  der  Schnittpunkt  c^  ausserhalb  des 
Kreises;  wird  aber  cg^z^gb*»  kleiner  als  cg,  eingetragen,  «o 
liegt  auch  der  Schnittpunkt  c^  ausserhalb  des  Kreises,  woraus  man 
sieht,  dass  för  ^acg*  =  R  der  zweite  Theil  unseres  geomelrbchen 
Ortes  mit  dem  Kreise  nur  den  Punkt  g  gemeinschaftlich  hat 
Dies  läset  sich  auch  aus  den  obigen  Resultaten  folgern;  denn  c^ 
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(Tat  IIL  Fig.  1.)  bestimmte  den  dritten  Tlieii  des  Bogens  agg*, 
wMB  abec  Bog.  a64^=Bog.  g/^g=  ijn,  so  ist  Bog.  ^=  •  Bog.  agjj/^, 
d.  h.  €g  fkJlt  mit  g  ausammen. 

In  dem  matheroatisclien  Wurterbache  von  KlOgei  heisst  es 
unter  „Trisection  des  Winl^els'S  dass  Mo n tue la  der  platonischen 
Schale  folgende  Losung  unseres  Problems  zuschreibt. 

Gm  den  Winicel  ncg  =  egg*  (Taf.  III.  Fig.  3.)  in  drei .  gleiche 
Tbeile  zu  tbeilen,  kommt  es  darauf  an,  nc  zu  verlängern  und 
dann  die  Gerade  gb^  so  zu  ziehen,  dass  c^f^  gleich  dem  Radius 
wird.  Wie  aber  der  Punkt  c^  gefunden  wird,  davon  findet  mau 
nichts.  Kries  schreibt  dies  Verfahren,  zur  LOsung  des  Problems 
SU  gelangen,  dem  Archimedes  zu.  —  Folgendes  Mittel  zur  L5- 
sang  unseres  Problems  wird  in  Kl fi geTs  Wörterbuch  von  Cam- 
panns  angefahrt,  wovon  jedoch  behauptet  wird,  dass  eine  rein 
geometrische  Losung  nicht  ausfahrbar  sei.  Wenn  nämlich  j^ncg 
=  ^  ^9S/^  (Taf.  III.  Fig.  3.)  der  zu  theilende  Winkel  und  cu  senk- 
recht auf  nA  steht,  so  kommt  es  darauf  an,  den  Punkt  c^  so  zu 
beaCinmen,  dass  cc^  =  c^x.  —  Dass  diese  beiden  Losungen  durch 
die  nnsrige  gegeben ,  sieht  man  auf  den  ersten  Blick. 

Jetzt  wollen  wir  zum  Schluss  noch  nachweisen ,  dass  der  oben 
sor  LCsong  des  Problems  benutzte  geometriscbe  Ort  eine  gleich- 
i«itige  Hyperbel  ist,  wie  sie  nach  K 10 gel  auch  die  analytische 
LOsnng  ergiebt  Wenn  nämlich  c  und  C|  (Taf.  III.  Fig.  6.)  Punkte 
unserer  Curve  sind,  und  man  zieht  cci^  so  ist  cmi  =  C|/»i  (wenn 
nfimlich  wiederum  cm  =  mg^  mp  parallel  cl^  und  mq  senkrecht 
anf iii|i ist) ;  den n  es  ist  ^Cicbi=z^ncg,  un d  da  ^ Ci cöi  =  ^ gcmi , 
so  ist  ^  ncq  =  <^fcmi,  und  daher  niiC  =  cn.  Ferner  ist  ^  cmu 
Sfi  i^^mni,  folglich  mn  =  in9i|,  deshalb  aber  ^np^m=^  ^mp^ni 
^^  ^Cipipi  =  ^CiPiPzt  d.  h.  np2  parallel  CC],  folglich  cc^p^n 
eko  Paiallelogramm  und  daher  ne=:eip^;  weil  aber  iic=f/t|C  und 
rifi^  =  C|Pi*  so  ist  fiiiC  =  C|pi,  wie  behauptet  wurde.  Dasselbe 
gilt  fQr  jeden  andern  Punkt  c^  unserer  Curve,  auch  für  den  ist 
m^z=c^2'  Ferner  ist  mn:vg  =  mp^:cq;  wird  nun  C1II4  senk- 
recht geftllt  auf  mp,  so  ist  cq  =  p^p^,  und  daher  mn :  nq  =:  mp^  ipiP4» 
folglich  mn  +  nq :  mp^  -f  PzP^  =■  mn :  mp^  oder  mq :  mp^  =  mn :  mp^ 
=znq:cq;  weil  aber  nq  =  C1P4,  so  ist  mq :  mp^  ==  Cip^  :cq,  d.  h. 
mq .  cq  =  mp^ .  €1/94.  Ebenso  findet  man  mq .  cq  =  mp^ .  Cfp^ ,  und 
so  für  jeden  anderen  Punkt  unserer  Curve,  woraus  man  sieht, 
dass  dieselbe  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  deren  Asymptoten 
mp  und  mq  sind  und  deren  Potenz  mq.cq  ist. 

Cm  daher  den  Winkel  egg*  (Taf.  III.  Fig  7.)  in  drei  gleiche 
Tlieile  za  theilen,  halbire  man  cj^  in  m,  siehe  eq  parallel  j^i^^  and 
falle  mq  senkrecht  anf  cqx  mache  dann  qd^qe,  beschreibe  tibtr 
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wid  den  Halbkreis  mkd^  mache  mf=gk*  #rrichle  fa  stiikreGht 
auf  my  uod  mache  ^fma=^lR;  ferner  errichte  mau  fuf  ma  in  m 
die  Seiikrechte  ax  und  mache  mb'sizma:^  endlich  iiiii|  =  iiia  pa^d 
mbx  =  inbi  80  sind  a  and  ir,  die  Scheitelpunkte,  6  und  fr«  dieBHenÄ- 
punkte  der  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Schnittpunkt  mit:  dem 
Krpise^  welchen  man  mit  c^  um  c  beschreibt,  den  dritten  ^^—^ 
des  gegebeoen  Winkels  bestimmt. 


XV. 

i  s  c  6  M  e  n» 


Ueber  den  körperlichen  Inhalt  schief  abgesohmllener  drei^ 

seitiger  Prismen. 

Von    dem    Heraangeber. 

Die  Methode,  nach  welcher  in  den  Lehrbflchem  meistens  die 
bekannte  Formel  filr  den  kßrperllchen  Inhalt  gerader  schief  B^hee* 
schnittener  dreiseitiger  Prismen,  die  z.  B.  I>ei  dem  MiTelliren  filr 
die  Berechnung  des  Erd- Abtrags  und  Erd- Auftrags  von  so  un- 
gemein grosser  praktischer  Wichtigkeit  Ist,  entwickelt  wird,  ist 
etwas  weitläufig,  und  ihr  VerstSndniss  pflegt  ersten  AnfTiiigeni 
eoiiffe  Schwierigkeit  zu  machen.  .  Leichter  scheint  die  folgende 
Methode  zum  Zweck  zu  fiihren  und  daher  der  MittheUung  wohl 
werth  zu  sein,  wobei  ich  nicht  bloss,  wie  gewöhnlich  geschieht, 
ein  gerades,  Hondern  ein  beliebiges  schiefes  Prisma  betrachten  werde. 

In  Taf.  I.  Fig.  10.  sei  der  Knrper  ABA'B'A"Br  ein  beliebijres 
schief  abgeschniltenes  Prisma,  dessen  drei  einander  parallele  kan* 
ten  AB,  A' B\  A^'B*',  so  wie  sie  hier  aufsteigend  nach  der  Grusse 
geordnet  sind,  wir  respective  dnrch  n,  #/',  n"  bezeichnen  ivollen. 
Durch  den  Punkt  B  leiren  wir  die  mit  /l/l'/l'^  parallele  Ebene 
BC'C,  wodurch  wir  das  dreiseitige  Prisma  ABA'C'A"C^  iiad 
die  vierseitige  Pyramide  BB'B^'C'C  als  Theile  des  zu  berech- 
nenden Korpers  erhalten.  Bezeichnen  wir  das  von  A  auf  die  Ebene 
A'C'A''C  geOillte  Perpendikel  durch  ä,  so  erbellet,  wenn  man 
sich  das  Prisma  ABA'C'AfC  zu  einem  Parallelepipcdon  ergSnit 
dankt,  auf  der  Stellie,  dass 

Prisma  ABA'C'A''C''=i{h.AC'A''C, 

oder,  wenn  wir  das  von  A'  auf  A^C  gefiillte  Perpendikel  durch 
V  beseichnen, 

Prisma  ABA^CA^C^rr:  \ahV 
ist.    Ferner  ist 


Pyramide  BB* B^C'C"  ^\h.BC'BrC\ 


abo,    weil  das  Viereck   B'C'VC  ein  Trapeilum  Ist,   da 
einander  parallele  Seiten  a' -^a,  a^-^n  sind: 


MIaceUen.  litt 

Pyramide  BB^B^C'C ^\{{a'^a)  +  (a*— a)|W 


oder 


Pyramide  BB'R'C'C  =  J(a'  +  a"— 2ii)*»'. 


Beseichnen  wir  jetxt  den  gesuchten  Inhalt  des  schief  ahgeschnit- 
tenen  dreiseitigen  Prismas  ABAB'A'B^  durch  P,  so  ist  P  der 
9/mmm  der  häden  voiher  hetrachteten  Körper  gleich«  also: 

wonas  sich  sogleich  P'=i\{a'\-al  \a'')hh!  ergiebt»  welehe  For* 
mel  ich  fiir  an  sich  bemerLenswerth  halte. 

bt  ^as  schief  abgeschnittene  Prisma  ein  eerades«    so  dass 

die  pamllelen  Kanteo  AB^  A^B',  A^B^   auf  der  Ebene  AA'Al' 

senkrecht  stehen ,  wodurch  zusleich  das  Parallelogramm  A'CA''C 

ein  Rechteck  wird,  so  ßllt  A'  mit  A A"  und  h  mit  der  H5be  des 

XMxtdtm  AA^AF  Htr  die  Grundlinie  A'A*^  saeammen;   beseichnen 

wir  also   den    Flächeninhalt    dieses    Dreiecks   durch    F,    so    ist 

F=iAA^    also    hh!  =zW    und    foigKcb    nach     dem    Obigen: 

PsUa+e'-l-OF,    welches  die  bekannte  Formel   sur  Berech- 

noog  des    kurperlicben   Inhalts  gerader   dreiseitiger  schief  abg»> 

sdkniftener  Priemeo  ist 

Legt  man  es  bei'm  Elementarunterrichte  in  der  Stereometrie 
gWch  vom  Anfange  an  dhranf  an ,  hfos»  diese  Formel  ffir  gerade 
dreineitige  PrisnMii  zu  finden»  so  macht  man  die  Construction  wie 
voriier,  und  schliesst  dann,  indem  man  die  Hohe  Abb  Dreiecks 
AHA'  tär  A'A"  als  Grundlinie  jetzt  durch  A  bezeichne!»  knra  auf 
Mgsnde  liVeise: 

Prisma       ÄSWWÄ^  =  \K .  A'C'~Ä'C~^ , 

Pyramide  BKBfC'C   ^Ik.W&W&z 

abo,  weil 

WA^C^  =  a.Ä^»    Ä'C'B*C?*  =  5{(ii'—«)  + (0*^—0)1.^73* 

i«t: 

Prisma  ABAB^A^B"  =  kah .  AA^, 

Pyramida  fili'Ä''€^(?=i<4/+Ä^ -2a)*. AA^. 

Bezeichnet  nun  P  den  gesuchten  Inhalt  des  schief  abgesduiitte 
B«a  PnM^as^  so  iat_P==liii-H<a'  +  a^— 2o)|.  A.:?'^,  also 
P=  i(#i  -{^a'  \a'').h.  AA".  Bezeichnet  aber  F  den  FlScheninhalt 
des  Dreiecks  AAA",  so  \ek  A.i4M'  =  2F,  also  P::=  Ka+a'-f  a^)F, 
wie  bewiesen  werden  sollte.  Mir  scheint  diese  Entwickelung  der 
meistens  in  den  LehrbGchern  gewöhnlichen  weit  vorzustehen  in  eefar»- 

Deber'die  aHgemeFnere  Formel  P=:)(a-f  a'-f  a'jFAA^  iiM?  noch 
die  folgende  Bemerkung  zu  machen.  Bezeichnen  wir  den  Me^ 
gnngswinkel  der  Ebfaen  AAAÜ  und  AC^A'C"  M^en  einander 

dorch  t%  so  ist  offenbar  -7—.  die  Hohe  des  Dreieck»  '^AAI'  in 
Beaug  auf  die  Ghdfdlinfe  if  il*»  ttiid  fefgUbh 


'.  ■  • 


1^  MiseeUen. 


2 »in»   '  A'A 

also  Darb  dem- Obigen: 

Beieichnew  wir  aber  ferner  den  Winkel  A'A'B'  dareb  »,    ••  iat 

A's  J'H'.sin«;  folglicb:  P=i(a-fa'-|-a')/'Mnasint.  Fflr  das 
gerajde  dreiseitige  Prisma  \ai-«=i=W>',  also  P=i(a-fa'-|-a")F« 
wie  oben. 


pemonstratio  theorematls  Fermatii.  (Vid.Toni.XXVII.p.116.) 

Aact.  Dr*.  Chrisliano  Fr.  Lindman,  Lect  Strengn. 

Lemma.    Eadem  hypotbesi  atqoe  in  tbeoremate  facte«  eat 
(Tat  I.  Fig.  9.): 

'  F5*=2^Fx:BG. 

Quia  A-^<7^s>n*>i*  est  A**  CEH  tt  ^BDG  A°  I>EH,  habenu 

AF:AC=  CH.EG,.  'bG.AC=DH:EH 
v«l 

AFxBG:ACxBG=  CHxDHiDHxEH, 

BGxAC'.ÄC*  -DHxEH'.EH* 

■ 

et  es  aequo  

AFxBGiAC*=  CHxDH'.EB*. 

Qa\*  est  CH  =  AK .   DH=BK,   evadit 


CaxDa  =  EK*.    AFxBG'.AC*^EK*iEH* 

Triangala  vero  similia  EFG,  ECD  dant 

EK'.EH=FG :  CD  {vA  AB), 

nnde ___    

AFxBGiAC*  =  FG*.AB* 

Tel  altemando 

AFxBGiTG*  =  ÄC*,ÄSi^li'i, 

qala  per  byp.  AB*  ^  2/iC*.      q.  e.  d. 

Jam  facilliroa  est  tbeorematis  demonstratio.    Seenndnm  BoeL 

(U.  4.)  est  

iB«  = /IG»  +  ÄG«  +  2i<G  X  ÄG. 

I 

Qntini  vero  mi 

AG  =  AF't-FGf    BS^  +  iBGxFG  =  BF'^^FG^, 

emdlt 


=  A&  +  BF^-FG*  +  2AFxBG 

Tel  vi  leninitti«  

AB^  ^  AG^ -^  WF^.      q.e.d. 
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Die  orthogonale  Transyenale  und  die  Brennliiiie  dei 
nirfickgeworfeiien  Strahlen  für  die  gemeine  Cycloide^ 
wenn  die  einfallenden  Strahlen  der  Aie  derselben  pa- 
rallel sind,  und  für  die  logarithmische  Spirale,  wenn 
die  einfallenden  Strahlen  vom  Pol  derselben  ausgehen. 

Tob 

Herrn  Friedrich   Gauss, 
CandidatoD  dar  Mathematik  lo  Greiftwald. 


«.  1. 
Wenn 

9>(-«^i.yi)=0,   f{^fy)=0 

die  Gleichangeo  resp.  einer  ziirflckwerfenden  Carve  und  der  ortbo* 
gonalen  Transversale  der  einfallenden  Strahlen  sind,  so  findet  man 
die  Gleichung 

der  orthogonalen  Transversale  der  zurGckgeworfenen  Strahlen  leicht 
aaf  folgende  Art  Die  Gleichungen  der  Normalen  der  briden  ortbo^ 
gonalen  Transversalen  ffir  die  dem  Einfallsponkte  (X| ,  yi)  ent- 
sprechenden  Punkte  (jr,  y)  und  (jr^,  t/)  sind  hekanntlich 

folgfich  Ist,  da  rie  auch  durch  den  Punkt  (xi ,  yi)  gehen, 

*i-*  +  (yi-y)^  =  0, (1>  T 


XhaUXXX  0 


Ist  '  Vituittr  Dfi  ftrikofofmh  TrOM^erHOe  und  ätB  BremUMe 

Die  trigonometrischen  Tangenten  der  von  den  Normalen  der  ortho- 
gonalen <  Transversale  der  einfallenden  Strahlen,  der  zurückwer- 
fenden Curve  and  der  orthogonalen  Transversale  der  zorfickge- 
worfenen  Strahlen  fSr  die  einander  entsprechenden  Punkte  (x,  y), 
i^i»  yi)f  {^'9  y')  ^^^  ^®">  positiven  Thelle  der  Abscissenaxe  ein- 
geschlosseneo  Winkel  sind  offenbar 

y—y\         8^1     y'zJlL 

x^Xi  Qjfi       xr-^xx 

Folglich  sind,  wie  leicht  erhellet»  die  Quadrate  der  trigonometri- 
üA^D  TlinIttMftto  des  Etufallfir*  ond ^  des  fieflexidniiviakelft  s 

Bezeichnet  man  diese  Winkel,  dyrch  tp  und  fff ,  so  findet  man 
nach  der  Formel 

•"'"  ^'^  1 +taikg«» 
leicht: 


IM8lidtiift^iHicb.^em  Gesetze,  der.  Zurück  werfi^g: .,  ,.,...,    j,,,. 


Die  Nqi^iei;.  dei;  GrSs^en  auf  beiden  Seit^,.  de«.  Jß^ejoiifa^l 
diens  sind  offenbar  die  Quadrate  der  Längen  des  einfalleDdeii 
uii^'des  zurückgeworfeneo  Strahls»  vom  Einfallspunkte  bis  zu  deo 
betreffenden  orthogonalen  Transversalen  gerechnet.  Bezeichnet 
msD.  diese  Grossen  4911^11 1f^  und  r'*,.  so  findet  man  durch  Dile» 
fentüatibo  uaich  xii     '       .  ' 


'* .'  / 
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d.  L  nach  (1)  ond  (2):  ' 

Dies  mit  (3)  verbanden  giebt: 

\dxiJ    ~~\8a:j/ 
also  ist 

8r  =  db  3r'. 

Mithin  ergiebt  sich  durch  Integration 

r-±(r'  +  C). 

Die  willlcfirliche  constante  Grosse  C,  welche  in  der  Gleiehaog 
ctriscben  r  ond  r'  auflh'itt,  zeigt  an,  dass  es  unendlich  viele  ortho« 
gonale  Transversalen  der  zurückgeworfenen  Strahlen  giebt.  Setzen 
wir  C=0,    80  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Werden  Strahlen  von  einer  beliebigen  Curve  zo- 
rCickgeivorfen,  so  entsprich t  jeder  orthogonalen  Trans- 
versale  der  einfallenden  Strahlen  jederzeit  eine  ortho- 
gonale Transversale  der  zurückgeworfenen  Strahlen 
TOD  solcher  Beschaffenheit,  dass  für  jeden  Punkt  der 
inrQckwerfenden  Curve  die  Längen  des  einfallendea 
snd  sarfickgeworfenen  Strahls,  vom  Einfallspnnkte  bis 
zu  den  entsprechenden  orthogonalen  Transversalen 
gerechnet,  einander  gleich  sind. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  also  aussprechen: 

Werden  Strahlen  von  einer  beliebigen  Curve  zn- 
rfickReworfen,  so  ist  die  einhüllende  Curve  aller 
Kftise^  welche  eine  beliebig  angenommene  orthogo- 
nsle  Transversale  der  einfallenden  Strahlen  berühren 
und  deren  Mittelpunkte  auf  der  zurückwerfenden 
Carve  liegen,  eine  orthogonale  Transversale  der  zu- 
rückgeworfenen Strahlen. 
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Ein  ftbnlicber  Sats  Iftsst  sich  eben  sa  leicht  Rfr  den  Pall  der 
Brecboog  beweisen. 

Far   C=0  «rhatten   wir  statt  der  Gleichaiig  (3)  die  beiden 
Ivleicbungen 

3^. 


d.  i. 

a*  +  »•  -2(«ar,  +  yy, )  =  *'»  +  y'«  -  2(a:'«,  +  y'y,) ,      (4) 

a:-:r'  +  (y-yO^=0. (6) 

Uro  nan  die  Gleichang  der  ortbogonalen  Traosversale  der  sorfiek- 
geworfenen  Strahlen  zu  erbalten ,    bat  man  aus  den  Gleicboiigeii 

nnd  den  Gleichungen  (1),  (4),  (5)  die  Grossen  Xy  y,  'i»  ^i    m 
eliminiren. 

Da  die  Brennlinie  der  zarOckgeworfenen  Strahlen  von  dienen 
iMnlfart  wird,  so  ist  sie  die  Evolute  der  orthogonalen  TransTer- 
eale  der  aurfickgeworfenen  Strahlen,  und  läset  sich  also  naeh  dar 
Theorie  der  Evolution  ohne  Scbwierigkeit  finden. 


§,  2. 

I.  Es  sei  die  Basis  einer  gemeinen  Cycloide  die  Abaclanen- 
axe»  indem  man  die  positiven  Abttcissen  nach  derselben  Ricbtoog 
hin  nimmt,  nach  welcher  sieb  der  eriseugende  Kreis  hin  bewegt» 
und  die  Aze  der  Cycloide  der  positive  Theil  der  Ordinatenaze« 
Bezeichnet  ferner  q>  den  Wälzungswinkel  und  r  den  Radius  des 
•rzeui^enden  Kreises,  so  sind  bekanntlich 

a:i=r(q> — n  —  sintp),    yi  =r(l  — CO89)     .     .     (I) 

die  Gleichungen  der  Cycloide.  För  der  Aze  der  Cycloide  parallel 
einfallende  Strahlen  ist  offenbar  jede  sie  senkrecht  schneidende 
gerade  Linie  eine  orthogonale  Traifsversale  dieser  Strahlen«  Neh- 
men wir  als  solche  die,  die  Cycloide  im  Scheitel  berflhrende  ge- 
rade Linie,  so  Ist  deren  Gleichung 
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«mI  die  dein  Punkte  (:r|  •  ^i)  der  Cycloide  eotoprecbende  AbsctoM 
=  jr|.  Wir  erhalten  also  nach  den  Gleichongen  (4)  and  (5)  des 
▼Öligen  Paragraphen: 

-r,a  +  (2r)«-.2(:r,«  +  2fyi>=ra?'«  +  y««2(*'ir,+y'yi). 

tp'-arOajTi  +  (y'— 2r)8yi  =0 
oder 

^(r-yi)  =  («'-a:i)«+y'«-Vyi^  ....    (2) 
(ä'— a:i)8jri=  — (y'— 2r)8yi ;   ......    (3) 

ans  denen  vir  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (!)  Xx  und  yi  eliroiniren 
aflseen«  um  die  Gleichung  einer  orthogonalen  Tranaveraale  der 
soTflckgeworfenen  Strahlen  zu  erhalten.  Aus  (1)  erhalten  wir  durch 
DiSerenttation : 

dxi  =  r  (1  —  cos  fp)  dq>^    d^i  =  r  sin  <pdq>. 

Setsen  wir  diese  Werthe  und  die  Werthe  von  Xi  und  y^  in  die 
Gleichungen  (2)  und  (S),  so  erbalten  wir: 

4j*co8  9  =  {y  —  r(9— JT— 8i»g))l*+y'— 2ry'(l-— cos^),   (4) 
Ij?'  — r(9 — jp  — sin 9)  1(1  —  cos9)= — (jf' — 2r)8in9.    .    (6) 

Nehmen  wir  aus  der  Gleichung  (5)  den  Werth  von  x*  —  r(9~9r— sin  (p) 
vod  setsen  ihn  in  die  Gleichung  (4),  so  wird 

dr^cos^Cl— cos9)«= (y '— 2r)«8in9«  +y'»(l— cosy)«— 2ry'(J— cos^)«. 

Hiermas  ergiebt  sich  nach  leichter  Rechnung: 

yt_y^(3  -|.  cos9)«)=  -  2r«(l  +  cos  9«), 

oder«  wenn  wir  das  Quadrat  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheits- 
aeiehens  Tervollständigen,  ^^ 

fyi  -  ir(3  +  cos  9*)  )*  =  ir«(l  -  cos  g)*)*, 
«od  hieraus: 

yi  — 1^(3  +  cos  9*)  =  ±  4r (1  —  cos  <p*). 

Nehmen  wir  in  dieser  Gleichung  das  obere  Zeichen,  so  ergäbe 
eieb  y^  as  2ry  d.  i.  die  Gleichung  der  orthogonalen  Transversale 
der  einfallenden  Strahlen.  Es  ist  daher  das  untere  Zeichen  n 
nehmen,  und  wir  erhalten  demnach: 

y'=r(l+cos9«)  =  lr(3  +  cos29) (8)1 
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Verbinden  wir  dieee  Gleichung  mit  der  Gleichung  (5)»  so  ergiebt 
sieb  ieidht:         •)    •. 

x' =^r((p  —  fc-i-8tn(pcosq>)=ir(q> — n-t-^sin^q)).  ..   (7) 

Setzen  wir  jetzt  29  =  7c-|'^*  also  9  — ä=J(V'  — ^)>  8in2g)=— sin^, 
co8  29= — costf;  und  r  +  y'  für  y,  so  nehmen  die  Gleichongen 
(7)  und  (6)  folgende  Gestalt  an: 

a:'  =  4r(i(; — »--sint|;),    y'  =  Jr(I — cos^).   .    .     (8) 

Hieraus  ergiebt  sich   folgender  merkwürdiger   Satz: 

Wirft  eine  gemeine  Cycloide  ihrer  Axe  parallele 
Strahlen  zurück,  so  giebt  es  immer  eine  orthogonale 
Transversale  der  zurückgeworfenen  Strahlen,  die 
wieder  eine  gemeine  Cycloide  ist,  deren  Axe  und 
Scheitel  mit  der  Axe  und  dem  Scheitel  der  zurück- 
werfenden Cycloide  zusammenfallen,  die  aber  durcn 
einen  Kreis  erzeugt  ist,  dessen  Radius  halb  so  gross 
als  der  Radius  des  die  zurückwerfende  Cycloide  er- 
s^ugertden-  Kreises  ist. 

Man  kann  diesen  Satz,  mit  Rücksicht  auf  den  zweiten  in 
vorigen. Paragraphen  ausgesprochenen  Satz  auch  folgendermasseo 
ausdrücken : 

Die  einhüllende  Curve  aller  Kreise,  welche  die 
durch  den  Scheitel  einer  geroeinen  Cycloide  an  diese 
gezogene  Tangente  berühren,  und  deren  Mittelpunkte 
auf  dieser  Cycloide  liegen,  ist  wieder  eine  gemeine 
Cycloide,  deren  Axe  und  Scheitel  mit  der  Axe  und 
dem  Scheitel  jener  zusammenfallen,  die  aber  durch 
einen  Kreis  erzeugt  ist,  dessen  Radius  halb  so  g'rosA 
als  der  Radius  des  jene  Cycloide  erzeugenden  Krei- 
ses ist. 

IL  Nach  der  Theorie  der  Evolution  ist  die  Brennlinie  def 
snrfickgeworfenen  Strahlen  der  geometrische  Ort  der  KrünunangS- 
Hittelpunkte  der  orthogonalen  Transversale.  Es  ist  daher,  wenn 
wir  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Brennlinie  durch  o:,  y  be- 
zeichnen, 

j:  =  j:  -^  — — ^2  I — ■ * 

=  • .  •      .  ■»  9  ■'      .1  •- 
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•der,  wenn  wir  x*  uod  y   als  FunctioDen  einer  dritten  Variabein 
9  betrachten, 

^~' ~Bx'S^'—dy'8'x'^^ ^' 

■ 

IHirch  Differentiation  von  (7)  und  (6)  erhalten  wir: 

dx'^r(l  +  co»2ip)dq>,    dy*  =  —  r8\n2(pd(p;  ^ 

S^ar'sr  —  ZrainSg^ag)«,    3V=— 2rcoa2989«; 
hieraus: 

a^r^  +  ay'«  =  2r*(l  +co82g))39?«, 
Zaf^^Zy'^af  =  -  2r«(l  +  cos29)89«. 


f. 


if. 


SabstitulreD  wir  diese  ^'erthe  und  die  Werthe  von  (7)  undiQI) 
fai  die  Gleicbungeo  (Q>  und  (10),  so  wird 

t  •.■Ili< 

j:=  ir(29  — 2«— sin29>),    y  =  ir(I  — cos29).  .  .  (I^),,, 


I  'i 


Setzen   wir    29=2;r-|-2>    so   ist  2(9  —  ?()  t=  ^y.   sin29)=sin2^ 
Gos29  =  cos2,  und  unsere  Gleichungen  nehmen  folgende. Gestalt  an: 

a:  =  Ir(2 — sin^),    jf  =  )r(l— cos)[).  •    .    .    (12) 

Dies  führt  zn  folgendem  merkwflrdigem  Satze: 

Die  Brennlinie  der  von  einer  gemeinen  Gycloide 
auTfickgeworfenen  Strahlen  fflr  der  Axe  derselben  pa- 
rallele einfallende  Strahlen  ist  wieder  eine  gemeint 
Cycloide,  deren  Basis  und  Anfangspunkt  der  Bewef 
taug  mit  der  Basis  und  dem  Anfangspunkte  der  Bewo» 
gQQg  der  zurückwerfenden  Cyclorde  zusammenfallen^ 
die  aber  von  einem  Kreise  erzeugt  ist,  dessen  Radius 
kalb  so  gross  als  der  Radius  des  die  zurückwerfende 
Cycloide  erzengenden  Kreises  ist 

'  ni.  Bezeichnen  wir  die  LSnge  des  aurfickgeworfeniln  Strahls 
^  Eiofallspunkte  bis  zur  Brennlinie  der  zurückgeworfenen  Strab- 
'm  durch  /2,  so  ist  bekanntlich 


-■.  •  ■  • 


*•  L,  wenn  wir  die  Werthe  von  x,  y,  «i*  yi  eiolfiliren». 


■•  ■  \ 
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A*  =  r*  { (sin  9  ^—0111 9  cos  9)^  4- (cos  ^ — oosy')*}  •  *' 

=  r*(l— cosy)' 

also 

'•  Ä=y.     .     .     .    ^ (13) 

Dies  Resultat  führt  uns  zu  folgendem  Satze: 

■   il  »  iii«  t 

Wenn  eine  (gemeine  Cycloide  ihrer  Aze  parallele 
Strahlen  zurflckuirft,  so  ist  die  Länge  jedes  zarGck- 
geworfenen  Strahls  vom  Einiallspunkt  bis  xiir  Breno- 
liole  der  zarQekgeworfenen  Strahlen  gleich  der  Länge 
des  entsprechenden  einfallenden  Strahls  vom  Biiif^ 
fallspankt  bis  sur  Basis  der  surfickwerfenden  Cycloide. 

Den  obigen  Satz  über, die  orthogonale  Transversale  der  za- 
rflckgeworfenen  Strahlen  kann  man  auch  folgen derniassen  aus- 
sprechen: i   :|     -. 

Wenn  eine  gemeine  Cycloide  ihrer  Axe  parallele 
Strahlen  zurückwirft,  so  ist  die  Länge  jedes  zurück- 
geworfenen  Strahls  Tom  Etnfallspunkt  bis  zur  ortho- 
gonalen  Transversale  der  zurückgeworfenen  Strahlen 
gleich  der  Entfernung  des  Einfallspunktes  voki  der 
durch  den  Scheitel  an  die  Cycloide  gezogenen  Tangente. 

Aus  diesen  beiden  letzteren  Sätzen  folgt  wieder  folgender  Satz: 

Wenn  eine  gemeine  Cycloide  ihrer  Axe  parallele 
Strahlen  zurückwirft,  so  ist  die  Summe  der  Länge  des 
zurückgeworfenen  Strahls  vom  Einfallxpunkt  bis  zur 
Urennlinie  der  zurückgeworfenen  Strahlen  und  der 
Länge  des  zurückgeworfenen  Strahls  vom  Einfalls- 
punkt bis  zur  orthogonalen  Transversale  der  zurück- 
geworfenen Strahlen  einer  conntanten  Grösse,  näm- 
lich dem  Durchmesser  des  die  zurückwerfende  Cycloide 
erzeugenden  Kreises  gleich. 

Die  beiden  letztern  Sätze  gelten  natürlich  nur  liir  die  ortho- 
gonale Transversale  der  zurückgeworfenen  Strahlen,  deren  Glei- 
chung wir  oben  unter  L  gefunden  haben. 

Schllessfich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass,  vi'ie  leicht  zu 
erweisen  ist,  die  einhüllende  Curve  der  Verbindungslinien  des  be- 
schreibenden Punktes  mit  dem  Mittelpunkte  des  erzeugenden  Krei- 
ses eben  unsere  unter  II.  bestimmte  Brennlinie  ist.  Daher  fallen 
jene  Verbindungslinien  mit  den  znrückgeworfenen  Strahlen  zusammen. 
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§.3. 

l  Die  logarithnilBche  Spirale  Ut  bekanntlich  eine  Curve  von 
solcher  Beschaffenheit,  dasi«  sich  die  Logarithmen  der  Radien 
Vectoren,  in  Besug  auf  einen  gegebenen  Punkt  als  Pol»  verhalten 
wie  die  zugehurigen  Polarwinkel ,  oder  dass  das  Verhfiltniss  des 
Logarithmus  des  Radius  Vector  zum  zugehörigen  Polarwinkel  ein 
eonstantes  ist.  Bezeichnet  a*  dieses  constante  Verhfiltniss  und 
V|  Dod  9|  die  polaren  Coordinaten,  ho  haben  wir  also  als  Glei- 
chuiig  der  logarithmischen  Spirale: 

h 
log»i  =  o>,. 

Setzen  uir  log  ri  =r  m  In  «i ,  wo  unter  dem  Logarithmen  auf  der 
rechten  Seite  des  Gleichheittizeicheiis  der  natürliche  mit  der  Basin 
e  zn  verstehen  ist  und  m  den  Modulus  des  T^ogarithmensystems 
luit  der  Basis  6  bezeichnet,  und  a*  =:  ma^  so  nimmt  obige  Glei- 
chung folgende  Gestalt  an : 

In  ri  =  aq?! , (1) 

oder 

t)j=:e«7i (2) 

Nun  sei  der  Pol  der  Anfang  rechtwinkliger  Coordinaten  und  die 
feste  Axe,  auf  welche  die  Polarwinkel  sich  beziehen,  der  positive 
ThetI  der  Abscissenaxe,  und  es  werde  der  positive  Theil  der 
Ordinateiiaxe  so  angenommen ,  dass  man ,  um  vom  positiven  Theile 
der  Abscissenaxe  durch  den  Coordinatenwinkel  hindurch  zum  posi- 
.tifen  Theile  der  Ordinatenaxe  zu  gelangen,  sich  nach  derselben 
Rtohtung  hin  bewegen  muss,  nach  welcher  die  positiven  Polar- 
winkel genommen  werden. 

Wenn  nun  die  logarithmische  Spirale  von  ihrem  Pol  aus- 
gehende Strahlen  zurückwirft ,  so  ist  jeder  aus  dem  Pol  als  Mit- 
Wpankt  mit  beliebigem  Radius  beschriebene  Kreis  eine  ortho- 
genale  Transversale  der  einfallenden  Strahlen.  Setzen  wir  diesen 
Kadius  =0,  so  haben  wir,  um  die  Gleichung  der  orthogonalen 
^framivcrsale  der  zurückgeworfenen  Strahlen  zu  erhalten.  In  den 
fikicfamigMi  (4)  und  (5)  des  §.  L  dr=0,  y =0  au  setzen.    Dies  giebt 


Es  ist  aber 


.T'aa:i+y3yi=0. (4) 
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abo 

CX|  =:  cos  ^id^i  —  0|  sin  9^18^1 , 

dyi  =  sin  (piBvi  -f  9|  c.08q>idipi ; 

d.  Ly   da  Ol  =  e^<»    d^i  =  ae^td^i  ==  aviBtpi  ist: 

djTi  =  Ol  (a  Gos  9i  —  sin  (pi)  d(pi , 

dyi  =rVl(aBmq>l-^'COBg>l)^fPl, 

Bezeichnen  wir  ferner  die  polaren  Coordioaten  der  orthogonalen 
Transversale  der  zurfickgeworfenen  Strahlen  durch  v'  und  g>' ,  #0  int 

a'  =:v'coBq>',    y'ssr'sing»'. 

Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  erhalten  demnach  folgende  Gestalt: 

v'  =  2o|  (cos  9|  cos  q>'  +  sin  (pi  sin  q>')  =  2o|  cos  (91  —  9')   (5) 

und 

cos  tp'  (acos  q^i  — sin  9| )  4*  ain  fp'  (a sin 4pi  -f  cos  91)  =:  0 

oder 

.  sin  9i  cos  <p' — cos  (pi  sin  9'  =  a  (cos  91  cos  q>'  -f  sin  91  sin  9') 

oder 

tang(9,— 9')-ö (6) 

Hieraus  ergiebt  sich»    da  nach  (5)  cos(9]  —  q>')  positiv  ist, 

folglich  ist  nach  (5) 

"-Vlfr.-    •   •       •   •  •   •   CT) 

-Femer  ergiebt  sich  aus  (G) 

91  —  9'  =^£»  -f-  Arctang  a» 

wo  A  eine  gewisse  positive  oder  negative'ganze  Zahl  und  Aictang« 
den  kleinsten  zu  tang(9|  — 9')  gehurigen  Bögen  bedeutet  Dn 
aber  cos(9i— '9O  stets  positiv  ist,  also  9^ — q>'  im  ersten  oder 
vierten  Quadranten  sich  endigen  muss»  so  muss  k  eine  gerade 
Zahl  sein.    Wir  wollen  daher 

9i  —  9'  =  3ibv  -f  Arctaog  a 
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•ehreibeoy  wo  k  eine  gewisse  positive  oder  negative»  gerade  oder 
mgerade  ganse  Zahl  bedeutet    Es  ist  also 

^  =  9>'  -f  2kn  -f  Arctanga» 

■ 

Vi  =  e^^9' + **»  +  dretwMg  •), 

DiMer  Werth  in  (7)  eingefahrt  giebt : 

o 

V  1  +0* 

als  polare  Gleichung  der  orthogonalen  Transversale  der  zurück- 
geworfenen  Strahlen.  Nehmen  wir  nun  die  Polarwinkel  ^  unter 
Beibehaltung  desselben  Pols  in  Bezug  auf  eine  feste  Aze,  dereto 
Lage  in  Bezug  auf  die  primitive  feste  Axe  durch  den  Winkel 

1.    Vi'+ö* 
a  =  —  ihn —  Arctang  a  +  -  In s 

beetimrot  %vird»  so  ist 

1      VTTö* 
9'  =«  +  ip  =  i(' — 2ÄJP— Arctang  a+  -In — -g — • 

In    Bezug    auf   das    secundäre    System    erhält    daher    die   Glei- 
chung (8)  folgende  Gestalt: 

V^l  +  a« 
oder 

r'=:e«^ (9) 

Hieraus  ergiebt  sieb  folgender  merkwGrdiger  Satz: 

Wirft  eine  logarithmische  Spirale  von  ihrem  Pole 
aasgebende  Strahlen  zurück,  so  giebt  es  immer  eine 
orthogonale  Transversale  der  zurückgeworfenen  Sträli- 
len,  weiche  eine  der  zurückwerfenden  gleiche,  nur 
eine  andere  Lage  habende  logarithmische  Spirale  mit 
demselben  Pol  ist. 

Diesen  Satz  kann  man  auch,  in  Rücksicht  auf  den  zweiten 
iai'f.  1.  ausgesprochenen  Satz,  folgendermassen  aussprechen: 

Die  einhflllende  Curve  aller  Kreise,  deren.Mittel- 
panlcte  auf  einer  logaritbmischen  Spirale  liegen  und 
deren-Peripherien  durch  den  Pol  derselben  gehen«  i^t 
eine,  jener  gleiche,  «nur  eine  andere  Lage  habende 
logarithmische  Spirale  mit  deneelben  Pol. 


132    Cnuin:    Die  ortkoffenaie  TramtPersaie  und  4i9  BretuUMe 

11.  Hezeichnen  ^,  y  und  jr'  ^  f/  die  rechtwinkligen  CoordkMiF 
ten  der  Brennlinie  und  der  orthogonalen  Transversale  der  sorflck« 
geworfenen  Strahlen  in  Bezug  auf  unser  jetziges  Coordinatensysteni, 
d.  i.  In  Bezug  auf  die  jetzige  feste  Axe  als  positiven  TheU  der 
Abscissenaxe  9  so  ist 

j:'=:r'co8^,    y=:e'sin^» 

and»  wenn  v  und  (p  die  polaren  Coordinaten  der  Brennlinie  der 
zurückgeworfenen  Strahlen  in  Bezug  auf  unser  jetziges  System 
bezeichnen, 

x  =  vcosq>,    y  =  osin9. 

Wir  erhalten,  wenn  wir  in  Bezug  auf  ^  als  anabhängige  Variable 
dilTerentlirQn» 

das'  =  cos  ^dv'  —  r'  sin  t);3iff , 

dy'  =:sin^do'  -^-v'cos^B^; 
3*x'  =  cos  ^8*»'  —  ^Bin^dt'dfff  —  v'  cos^iö^», 
d^'  =  sin  ^IfSh'  +  2  cos  ^dv'd^  —  v'  sin  ^dt* ; 
oder,    da 


ist. 


dx'  =  («  cos  ^ — sin  tj;)  r'flt/; , 

dy'  =(asin^4-cos^)o'dif^; 

3^x'  =  (fl*  cos  ^ — 2a  sin  ^  —  cos  ^)  i/S^, 

3y  =  (a*  sin  ^  +  2a  cos  ^  —  sin  ^)  «'8^*. 


Also  ist 


Sa/^  +  ay'*  =  (a«  f  l)c'«8i^, 
Syay  -  dy'S^x'  =  (a»  +  1)  v'^B^\ 
Wir  erhalten  also  leicht  nach  §.  2.  (9),  (10): 

ecos9  =  e'cos^— e'(asin^-|-cos^)=: — oe'sin^,    (10) 
esln^  sse'sin^  -f  o'(acos^  — sin^)=:     ot^cos^.    (II)* 

:DividlreD  wir  diese  beiden  Gleichungen  durch  einander»  eo  be- 
kemmen  wir 

cotg^s— tang^ 


äer  9mni€k§ewnrf^N€n  sinikim  für  tue  pemeint  Cwcioide,  etc  ]Si 

o4er 

tanp(lÄ  —  9»)  =  tan^f—  t^). 

HiermiiB  ergiebt  sich  allgemein 

wo  if  rine  gewinne  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet. 
Setzen  wir  den  Wertb   von  fp  in  (10)  oder  (11),  80  erhalten  wir 

c  =  J:  ac', 

wo  dan  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  jenachdem  k'  gerade  oder 
QBcerade  ii^t.  Nehmen  wir  nun  a  aU  potiitiv  an  (was  uuh  oflfen- 
bifr  gestattet  i^t,  da  wir  *n  dem  entgegengesetzten  Falle  in  der 
Gleichling  der  gegebenen  logarithmischen  Spirale  nur  — tpi  für  tp% 
so  setzen,  d.i.  die  Pnlarwinkel  nach  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung zu  nehmen  brauthten,  um  den  Factor  von  fpx  hositiv  zu 
machen),  so  kann  in  obiger  Gleichung  nur  das  obere  Zeichen  gel- 
ten, also  Isf  nur  gerade  sein,  und  wir  haben  daher  unter  dieser 
Voraussetzung 

if>  =  2Ä-';r  — (i»  — q^),     F  =  /ir' 

1 
mm  setzen,  wo  k  eine  gewisse  positive  oder  negative  ganze  Zahl 

heseicbnet.    Wir  erhalten  also 

ü  =  fle««^  =  oe«  (**''' -i'^+y)      ....    (12) 

als  Gleichung  der  Brennlinie  der  zurückgeworfenen  Strahlen.  Neh- 
men wir  jetzt  wieder  die  Polarwinkel  %  der  Brennlinie  in  Bezug 
auf  eine  feste  Axe,  die  in  Bezug  auf  die  zuletzt  angenommene 
feste  Axe  durch  den  Winkel 

a'=  J«-2ä'« Ina 

•  « 

bestimmt  wird,  so  ist 

^^o'-f  ^  =  l'{-in-~''2k7t-'  -  Ina. 

Dadurch  wird  die  Gleichung  (12): 

»  =  ««Z. (13) 

Dies  giebt  uns  folgenden  merkwürdigen  Satz : 

Die  Brennlinie  der  von  einer  logarithroischen  Spi- 
rale aurflckgeworfenen  Strahlen  für  vom  Pol  derselben 
ansgebende  einfallende  Strahlen  ist  eine,  der  zurfick- 
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werfendeo    gleiche,^   nur   eine    andere    Lage    habende 
logarithmische   Spirale   mit   demselben  Pol*). 

Die  festen  Axen,  in  Bezug  auf  welche  die  Polarwinkel  ^  onil 
2  der  orthogonalen  Transversale  und  der  Brennlinie  ^er  zurflck- 
geworfenen  Strahlen  genommen  werden ,  werden  in  Besag  auf  das 
primitive  System  bestimmt  durch  die  Winkel 

1      VTfö* 

«= — 2kn  —  Arctanga  +  -In 5---  9 


/J=a  +  «'  =  ;«— 2(A  +  A0»-Arctanga  +  i|n^^i- 
oder»   was  dasselbe  ist,   durch  die  Winkel 


1 ,  Vh- d«     .    ^ 

«1  =—  In ä Arctanga, 


*)  Dieter  Satz  ict  bekaniitlioh.  «chon  von  Jac.  Bernoalli  gefoa* 
den  worden ,  was  jedoch  Herr  G.  nicht  wuute ;  and  seine  Ableitoiip 
dettelben  ict  dorchanc  eigenthämlich«  D.  H. 


•M 


i       .  •  ■  ■         .  •      .      .■  11  . 


< 
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Ueber  eine  von  transcendenten  Operationen  nicht  ab- 
hängende Formel  zar  Auflosang  des  irredaciblen  Falb 

bei  den  cubischen  Gleichungen. 

Von 

dem  Heraasgeber. 


Id  «einen  Werken  ThI.I.  S.  536.  hat  Jacob  Bernoulli  einige 
allgemeine »  bjoes  algebraiRcbe  Operationen  in  Anspruch  nehmende 
Formeln  znr  AuflOsong  der  Gleichungen  des  dritten  und  vierten 
Grades  gegeben,  welche  sSmmtlich  an«  einer  in*s  Unendliche  fort- 
schreitenden  Anzahl  von  Gliedern  bestehen.  NatOrlich  hat  er  keine 
dieser  Formeln  mit  völliger  Strenge  gerechtfertigt.  loh  sage 
„natQrlich^y  weil  die  von  Jacob  Hernoulli  gegebenen  soge- 
msnnten  Beweise  dieser  Formeln  ganz  der  völlig  ungenOgenden 
Art  and  Weise  entsprechen,  wie  man  in  älterer  Zeit,  —  und  auch 
leider  nur  noch  zu  häufig  heutzutage,  —  dergleichen  Dinge  zu 
behandeln  pflegte,  wodurch  meistens  so  gut  wie  nichts  bewiesen, 
vielmehr  Alles  in  Zweifel  gelassen  wurde.  Denn  bei  allen  der- 
gleichen Untersuchungen  kommt  es  darauf  an,  —  was  die  ältere 
Behandlungsweise  ganz  bei  Seite  setzte,  —  streng  zu  zeigen, 
dass  die  Werthe  der  in  Rede  stehenden  in's  Unendliche  fortschrei- 
tenden  Ausdrucke  sich  einer  bestimmten  Gränze  in  der  That 
immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern, 
vrenn  man, nur  eine  hinreichende  Anzahl  von  Gliedern  dieser  Aus- 
drücke bei  der  Berechnung  ihrer  fortschreitenden  Werthe  benata( 
and  dass  diese  Gränze  die  Grosse  ist,  deren  Bestimmung  die 
Aufgabe  verlangte,  also  im  vorliegenden  Falle  eine  WutbaI  Amt 
«ifzalSsenden  Gleichung  des  dritten  oder  yierten  Gia 
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Eine  genaue  Untersuchung  der  sehr  bemerkensivertheo,  vim 
Jacob  Bernoulli  gegebenen  Au^d rücke  hat  mir  gezeigt,  das« 
sie  in  der  Allgemeinheit,  wie  sie  von  ihrem  beröhmten  Urheber 
aufgestellt  werden,  keineswegs  gültig  sind.  Zugleich  aber  ftlhrte 
diese  Untersuchung,  deren  Resultat,  wie  gesagt,  zum  Thetl  ein 
negatives  war,  und  die  ich  daher  hier  vollständig  mitzutheilen 
keineswegs  die  Absicht  habe,  zu  dem  Schlüsse,  dass  gerade  nur 
im  sogenannten  irreduciblen  Falle  bei  den  cubischen  Gleichungen 
der  in  Rede  stehende  Bernoulli'sche  Ausdruck  wirklich  eine 
Wurzel  der  Gleichung  liefert,  und  zu  deren  Bierechnung  gebraucht 
werden  kann.  Weil  ich  diese,  den  irreduciblen  Fall  darstellende 
Formel  ftir  merkwürdig  halte,  werde  ich  die  von  mir  über  die- 
selbe angestellte  Untersuchung  Im  Folgenden  mittheilen.  Dm  ^diese 
Formel  iDSofern  algebraischer  Natur  i^t,  weil  sie  bei  der  Berech« 
nung  der  Wurzel  der  cubischen  Gleichung  bloss  einfache  alge- 
braische Operationen  in  Anspruch  nimmt,  freilieb  aber  auch  das 
Transcendente  keineswegs  verleugnet,  indem  sie  aus  einer  In's 
Unendliche  fortschreitenden  Anzahl  von  Gliedern  besteht,  wie 
dies  nicht  anders  sein  kann,  da  die  reellen  Wurzelnder  cubischen 
Gleichungen  im  irreduciblen  Falle  nun  einmal  transcendente  («rös- 
sen  sind,  die  auch  eine  kürzlich  angeblich  gegebene:  „Endliche 
Lösung  des  dreibundertjährigen  Problems*'  nicht  zu  alge- 
braischen Grössen  zu  machen  im  Stande  gewesen  ist;  so  wird 
man  vielleicht  die  im  Folgenden  besprochene  Jacob  Bernoaili'scbe 
Formel  als  einen  freilich  sehr  bescheidenen  Beitrag  au  der 
Lösung  dieses  „dreihundertjährigen  Problen|s*'  zu  betrachten  ge* 
neigt  nein*),  wenn  auch  fieillch  hier  eigentlich  gar  kein  Problem 
mehr  zu  h'isen  ist,  dajadiesch«»nste,  einfachste  und  zwcckmässigste 
Lösung  schon  mittelst  der  Kreisfunctionen  gegeben  ist. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  p  und  q  zwei  positive,  nicht 
verschwindende  Grössen  bezeichnen,  wollen  wir  die  folgenden 
Grössen  einer  genaueren  Betrachtung  unterwerfen: 

Xi  =  Vp , 

x^  =  Vip{V{p^^  9^1)). 

x^  =  V(p  +  V(p*  +  90:3)) , 
u.  s.  w. 

Xn  =  V(p  +  V(p*  +  qXn  -1)). 

Dass  zuerst  diese  Grössen  sämmtlich  positiv  sind,  ftlltaofder 
Stelle  in  die  Augen. 


*)  Es  möge  hier  auch   wieder  an  die  schSoe  Aufldenng  von  Hem 
T.  Clane  en  In  Tbl.  n.  Sil  446.  eriimert  werden. 


AnM#  mir  Amß§$.  äet  UredyeiPiem  FmU$  M  äem  cmHsdL  Mttek.  IST 

?im  Ut  gjanhir; 

abo,   weon  man  sabtrahirt: 

■od  folglich  durch  Zerlegung  der  Grosse  auf  der  linken  Seite  des 
CUeiehheitszeichens  in  Factoren  auf  gewöhnliche  Weise : 

oder  ferner: 

.folgfich : 

q  (Xn-^l -- Xn-%)    

Weil 

ist»  80  ist 

•I 

«■*  +  a:.-i«— 2/#  =  V  (/>*  +  9^:«-!)  +  V  (p*  +  9^«-«) , 
M|^ch  dTi^  4*  ^11— 1* -~  ^9  oino  po6iti?e  GrOsse. 
Als  besonderer  Fall  ist  noch  zu  bemerken,   dass 

Mglieh : 
^d  daher 


W«ii 
**t>  M  int.  adch  JCg*  ■^  ;r|* — %p  eine  positive  GrOiw». 

'llwll  XXX. 


Hiernach  haben  wir  jetzt  die  folgenden 


•  Y 


;  ■•..«■, 

U.    6.    W. 

ami  denen  durch  Multiplication 

•        *  *       •  (ari +ar^(ars +0^8) (0:3  +  5:4) (0:4  +  ^:5).... (Xii^+jt«) 

X(o:t«  +  V-2p)(^.*+a:4*-2p)(a:4Ho:5*-2p).... 

....  (ar»-.i»+ o:»*  — ^) 

erhalten  wird. 

Ans  dem  Obigen  geht  unmittelbar  hervor,  dass  die  Grdsee 
anf  der  rechten  Seite  des  Gleich heitaseichens,  nnd  folglich  aacb 
Xn^Xn—\  positiv,  also  Xn'^Xn^x  ist,  SO  dsss  die  Grössen 

^1 »   ^^ »  ^3  •    X^f  X^  p   x^ « •  •  •  • 
eine  fortwährend  wachsende  Reihe  bilden. 
Nach  dem  Obigen  ist 

:r,-i«  +  Ä*-  2p  =  V(p*  +  9^*— «)  +  V(p«  +  ^or«_i) , 
also  offenbar 

folglich  nach  dem  Obigen: 

9«-^i/(pHyv» 

Xn       X^l  S    ,    (^^  ^  <j.^)  (j.^  ^  ^^)  (^^  ^  ^^  (^^  +  .Tft)  ....  (j:i.,1+*,) 

«-2 

X^  ^  (Vor,+VÄ*)(Va:,+ Va:s)(Var,  +  Vx4).... 


Amß9M.  des  irrubKiäiimFmiU  M4m  €mHs€^  UbMu  l$f 
oder: 


»  *  v(yHyVp) \ 


>'■■■»■■* 


x«-i  +  Xn  {  {xx  +dr«)(^i+.T,){j:,  f  0:4).... (a:« -a4-a-»-i)  i  ' 

X( V^i  +  Vx^ Wx2,\Vx^ ( V^i  +  Var4)  > 

Wegen  der  FormelD 

ist  oleobar,    wenn  nur  n>!i  ist,    welche  Voranseetsang  wir  im 
Folgendeo  stets  festhalten  wollen , 

mleo 

ond    folglich   nach  dem   Obigen : 

x%  —  Xn-x 


<f.!j^W^v>) 1 

X(V^i  +  V^^a)  (  V'^« + y^  ( V«t  +  Var4) 

....  ( V««-«  +  Var»-.i) 
Es  ist  nun 

(J^I  +^«)(^  +  *8)(^8  f  ^4)  •  •  •  •  (^H-«  +  ^«-O 

X  (  Vjti  +  V^t)  ( VdTs  +  V^a)  ( V^8  +  Vx^ ....  ( V^n-a  +  Vam^i) 
=  XiX^^ . .  •  •  «Pfi— a.  v"^! .  'i'^^fTg  •  V^  •  •  •  •  \^x»—% 


also  9   weil  nach  dem  Obigen  die  Grössen 

Xi  $    X2»   X^^    X^t    X^t    X^f*»»» 

stets  wachsende  Reibe  bilden,  daher  die  GrOssen 


oB^     xg     X4        ^-1  ,    a/"*«     4/^8      aI^         4/f!!5!:? 

«1       JBi      «^1  «^a        ▼  ^1       1f  «t       l'  *8  If  ^t,« 


10» 
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t 

^idbnmtlicb  gr(teer  aU  die  Einheit  sind : 

><  ( V*i  +  Va?a)  ( Va:, + V*b)  ( ViTs  +  Var4) . . . .  ( Vafii-i  +  V«b-i) 

oder 

(oTi  +  ort)  (ari+OTt)  (*• +«4)  •  •  •»•  («•-•  +  ««-i) 
X  (  V*i  +  Va:t)  (Vx, + Vo:,)  ( Vo:,  +  Va:4) . . . .  ( V;p«-«  +  Va?*.i) 

Folglich  kt  nach   dem  Obigen: 

q  '  V(P»  +  qVp) 


Weil  nach  dem  Ohigen 

Ist,  so  Ist 

>V2 


^i^V^s*4  ••••^«-•n.  175*  (^P)  * 


also 

(xiS^^^. . . . «•-«)*  ,.  -j •  (2p)     *    p 
folglich  nach  dem  Ohigen: 


2««-»V2p.C2p)     * 


oder 

•»9 


2*.(^«)  ♦  Vip^-i-gyp) 


*"  -\^SJp.((2p)»)" 

«im 
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'  •  li 


Habeo  wir  nan  die  cabische  Gleichung 

wo  jetzt  p  und  9  positive  GrGssen  sein  sollen,  so  wird  der  Irre- 
docible  Fall  bekanntlich  durch  die  Bedingung 

cbarakterisirt,  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  diesem  Falle  Jedeo- 
fidls  p  positiv  ist  Hätte  man  nun  aber,  q  gleichfalls  als  podtl^ 
▼orausgesetzt,  die  Gleichung 

so  wflrde  dieselbe»  wenn  man  j:= — y  setzte,  die  Form 

— y'=— 2;^— 9   oder  Sf's2py+9 

•  .     i 
annehmen,  woi'aussich  ergiebt,  doss  es  genügt,  in  der  Gleichivis 

ffie  Grossen  p  und  q  beide  als  positiv  anzunehmen. 
Da  nun,  dies  vorausgesetzt,  im  irreducibleo  Falle 

ist,  so  oftbert  sich,  wenn  n  In's  Unendliche  wichst,  ofenbar 

n-a 

2*^»'/(2p)M 
also  auch 

folglich  nach  dem  Obigen  um  so  mehr  ^r«— Xn-i  der  Null  bb  zu 
^em  beliebigen  Grade;  und  da  wir  gesehen  haben,  dass,  wenn 
n  wichst,  auch  Xn  wächst,  diese  Grösse  sich  folglich  bei  wach» 
seadem  n  nicht  der  Null  nähert,  so  nähert  auch  der  Bruch 

Xn  —  Xn-\  '-^ 

Xn 


9 
0 


«^  =  |^f  V'^f  ♦fc-i  -    -»rf-ar  -«i?— ^=%>»-t 


^.'   .J>r.t9-Y 


ir  A»  eine  reelJe  pxitir>  üarxel 

Mnntfieft  jederzeit  hat«  *•  Bikrt  «cfc  bei  »  •  CaqwiBdbc 
gfdiw  ]i  df«  ifftaic  Xm  dieser  Wvxci  j:  aU  Grwae  bU  n  ji 
bitIcM|{<ni  Orade,  '#d«ff  en  i»t  «Dter  V«rBaiis«CzsaK  ciMs  m  •  Cb- 
iwilleb»  «rtfcii«eftdc«  ji: 

jT^Lini^jr  «der  isincr  x^x^. 
Cdktffkgf  flwii  mw  aber»  dasti 

O.      8.      H. 

Mf   0O  kann   man  offenbar  aoch  netzen: 

#»V(pfV(p«+gVfp+V(p*+^(p+...+7V(^+V(;i»+9V#))))^>. 

irelcbea  die  von  Jacob  Bernoulli  gegebene  Formel  zur  Aof^ 
lOaung  de«  irrftlncilden  Falle  i«t,  um  deren  atrengen  Bevrew  es 
aicb  hier  handelte«  Freilich  sebrSnlst  Jacob  Bernoulli  dieae 
Formel  nicht  auf  den  In  Rede  stehenden  Fall  ein,  sondern  miaal 
Ar  vielmehr  allgemeine  Gflitigkeit  bei»  ohne  Obrigens  nur  dam 
sbfgeHnaasen  genflgenden  und  der  Natur  der  Sache  entsprecben* 
tfen  Beweis  zu  geben.  Inwiefern  und  unter  welchen  Bedingüogeii 
aber  diese  Formel  noch  einer  weiteren  Ausdehnung  als  auf  den 
Irredudblen  Fall  Ahig  ist,  will  ich  jstzt  nicht  untersuchen. 
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XVIII. 

Ableitung  der   Grundformeln   der  Trigonometrie    in 
Tollig  allgemeiner  Gültigkeit  aus  den  Elementen  der 

Coordinatenlehre. 

Von  ' 

Herrn  Professor  Dr.  von  Biese 

Ml  der  UniTertitftt  kq  Bonn. 


Die  so  vielßltig  bearbeitete  Trigonometrie  haben  zwar  meh- 
rere SchriCtstellcr  in  den  Vortrag  der  analytischen  Geometrie,  su 
welcher  sie  auch  eigentlich  gehurt,  aufgenommen ,  ohne  jedoch 
▼OD  der  Coordinatenlehre  die  Vortheile.  welche  sie  darbietet ,  zu 
ziehen.  Es  muge  mir  gestattet  sein,  hier  so  kurz  als  möglich  ao- 
zogeben,  wie  die  Behandlung  der  Trigonometrie  durch  Anwendung 
von  Coordinaten  an  KQrze,  Allgeroeinheit,  Schärfe  und  Leichtigkeit 
der  Uebersicht  gewinnt.  Man  bedarf  zu  dem  Ende  für  die  Win- 
kelfunctionen  und  die  ebene  Trigonometrie  nur  der  gewGhntieben 
rechtwinkeligen  Linear-  und  der  Polar -Coordinaten  in  einer  Ebene, 
ond  fQr  die  ktirperliche  (sogenannte  sphärische)  Trigonometrie  der 
rechtwinkeligen  Coordinaten  im  Räume  nebst  einer  Verallgemeine- 
ning  der  Polarcoordinaten  in  demselben.  Diese  Gegenstände  kann 
man,  auch  wenn  die  Trigonometrie  allein  behandelt  wird,  leicht  in 
Icurzer  Zeit  erledigen,  und  werden  hier  natGrIich  übergangen;  nur 
alber  die  erwähnte  Verallgemeinerung  der  Polarcoordinaten  wer- 
den unten  einige  Worte  noth wendig  sein. 

Begriffe  der  Winkelfunctionen. 

|.  1.    In  eiaeai  gewöhnlichen  rechtwinkeligen  Coordlneteney- 
•teme  in  einer  Ebene  seieB  x,  fß  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
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Punktes  P,  sein  Abstand  vom  Anfangspankte  der  Coordinaten  dp 
9  der  Winkel,  welchen  die  Linie  d  mit  dem  positiven  Theile  der 
d;Aclise,'von  diesem  nach  dem  positiven  Tbeile  der  ^f Achse  bis 
SU  einer  ganzen  Umdrehiung  oder  AR  fortgezählt,  einschliesst, 
alsdann  sind  die  D  e  fi  u  i  t  i  o ii  e  n  der  gewohnlichen  Winkelfunctioneu 

(I)        cos9  =  -j>    sin(p  =  *\$    tangg)  =  ^>     cot 9  =  -; 

worin  die  absoluten  numerischen  Werthe  einer  jeden  Function 
durch  die  rechtwinkeligen  Dreiecke  zwischen  ^,  y  und  d,  die  alge- 
braischen Vbrzeichen  dieser  Werthe  aber  durch  die  Zefchen  der 
CoerfUnaten werthe  gegeben  sind.  Aus  den  Gleichungen  (1)  hat 
man  sofort  die  Definitionen  der  übrigen  Winkelfunctionen,  so  wie 
die  Beziehungen  zwischen  den  Functionen  desKeiben  und  gleich 
grosser  positiver  und  negativer  Winkel.  Auch  kann  man  sehr 
leicht  die  Gleichungen  zwischen  den  Functionen  von  ip  und  denen 
TOD  izipA^nR  ableiten,  indem  man  noch  ein  zweites  Coordinateo- 
•ystem  ftir  letztere  zu  Hfilfe  nimmt,  und  dessen  Achsen  auf  ver- 
schiedene Arten  mit  denen  des  ersten  Systems  zusammenfallen 
liest,  z.  B.  für  q>\-R.  wenn  die  Coordinaten  des  zweiten  Systems 
^i.Vi  heisren,  die  x^ Achse  mit  der  — y,  die  ^1  Achse  mit  der 
-f<^ Achse,  so  da^s  :r|  =  — iy,^|=a;ist.     Alsdann  hat  man 

( i  tt)  co»(9  -f  K)  =   2"  ^=  —  "7  =-  —  »iny  %   sin(g)  +  ^)  =^  ^j  =  5  =cos9. 

Kür  ip  {-^R  würden  die  .r|-   und  ^|  Achse  bezüglich  mit  der  — x- 
uiid  — j^Achse  zusfinmienfallen. 


Gleichungen    zwischen    sin^,    costp  und    q> ^    so    wie    für 

sin  (g? J;T^)    und    €08(9+ t/;). 

{.  2.  Zuerst  bietet  sich  hiernach  die  Frage  dar  nach  den  ent- 
wickelten Gleichungen  zwischen  einem  Winkel  und  seinen  Functio- 
nen, eine  Aufgabe,  die  ohne  Künstelei  nur  mit  Hülfe  der  höheren 
Aoalysis  gelost  werden  kann.  Zur  Anwendung  derselben  bei  den 
ersten  Sohrilten  in  der  Geometrie  ist  man  zwar  im  streng  wissen- 
schaftliclieu  Gange  vollkommen  berechtigt  (denn  dieser  ist  vom 
Allgemeinen  zum  Besonderen,  die  Analysis  betrachtet  Grössen  in 
höchster  Allgeuieinheit,  die  Geometrie  aber  specieilere,  die  Raum- 
grössen)  und  nach  Begründung  der  bezeichneten  Gleichungen 
geben  die  imaginären  Exponential- Grössen  sogleich  die  Ausdrücke 
fiRr  die  Functionen  der  Summe  u.  8.  w.  in  höchster  Allgemeinheit. 
Aber  bei  dem   gewöhnlichen   Unterrichte  ist  es   wegen  des  Be- 


tUtemehut  MUtgkefi  auw  den  Siementen  der  CoarOimUmiiel^e.  14S 


und  der  Fasnangskrafl  der.  Lernenden  darcbaas  noth- 
(,  die  Trlgonemetrle  vor  der  Diflerentlal-Rechnong  la  betrei- 
bMi  weMhalb  aJedann  die  Formeln  fttr  die  Functionen  der  Samme 
wAWhnxiz  wm  Winkeln  direct  jedoch  in  vulllger  allge- 
■«iaer  GOitigkeit  abgeleitet  werden  mfieaen,  waa  allerdinge 
ohne  die  Coordinatenlehre  mit  grosser  Weitifiuftigkeit  verbunden 
ift,  ireashalb  denn  aucb  -die  meisten  LehrbOcber  diese  Gleicbnngen 
nur  fi!r  spitze  und  allenfalls  für  stumpfe »  nicht  aber  für  grusaere 
Winkel  beweisen. 


A.    Rein  wissenschaftliche  Behandlung. 

{.  3.  Da,  wie  leicht  zu  erweisen ,  Sinus  und  Cosinus  völlige 
Coatinuität  für  alle  reellen  Werthe  des  Winkels  q)^  namentlich 
ttdk  ftSr  9=0  besitzen  y  und  durchaus  eindeutig  sind«  so  kann 
■an  sie  nach  dem  Taylorschen  und  Maclaurinschen  Satze  entwik- 
Uo,  Qod  da  für  gleich  grosse  positive  und  negative  Winkel  der 
Sinuit  gleiche  absolute  Grösse  aber  entgegengesetzte  Zeichen  hat, 
in  Cosinus  dagegen  sowohl  der  absoluten  Grösse  als  dem  Zei- 
chtB  nach  völlig  gleich  ist»  so  kann  die  Entwickelung  von  jenem 
ucb  dem  Maclaurinschen  Satze  nnr  Potenzen  ungeraden»  die  des 
kttteren  dagegen  nur  Potenzen  geraden  Ranges  enthalten ,  und 
Boss  mit  1  beginnen,  weil  co80=l.  Bezeichnet  man  daher  der 
Kürze  wegen  cos  g>  und  sin  q>  durch  c  und  i,  die  Differential-Quo- 
Ihnten  im  Allgemeinen  mit  i|,  s^.,,,  Ci,c^,...,  die  fiir  9  =  0  aber 
*''  ^t  <S^"«-   Cj9  C^....,  so  hat  man 

co»(g>  +  i^<p)  =c  +  ciA9  +  C9y72  +  ^»i;2.3"''**^*' 

A9>*  A  V* 

sin(9  + A9)  =*  +  *!  A9+*2  j-2  +'8  123+«*^-  » 

.    dv^  c^<p^  ci®« 

cos„==l  +  !^  +  ^+}5+etc. 

sin  9  =  Si<p  +  j  -j-  +  -j  -g +etc. ; 

'*^  Welcl^en  letzten  Gleichungen  nun  die  Coefficienten  C  und  5 

^'^itteln  sind,  was  von  dem   hier  genommenen  Standpunkte  ans 
^r  mehrerlei  Arten  geschehen  kann. 

Nimmt  man  ausser  dem  Punkt  P  ($.  1.)  noch  einen  andern  fs 
^^    dessen  Goordinaten   bezüglich    a:  +  ^a:,   jf  >  Ajf»   9  +  ^9 
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und  d  moAt  abd  OIU  mao  aif  die  Linie  BP'  an»  den  Aaftugp 
|imikt  A  der  CoordiiiateD  ein  Perpendikel»  eo  maekt  dieeei»  i 
das  Dreieek  PP'A  gleicbschenklicb,  mit  der  jrAübae  den  Wink 
qf  4-  \Aqf9  and  daher  die  Linie  PP  mit  einer  ParaUelen  anr  irAehi 
den  Wink.  R-{-V-\-9Öifp*  Man  hatdaberdefinitionamie8igundnaeb(]« 

PP'       \x 

-pp  i=«in(Ä  +  g)  +  1^9)  =     008(9+4  A9 

folglich,  da  die  Gleichungen  (1)  mit  den  analogen  fär  o;  -f-  ^ 
und  y-fAjf 

Acog9=-T-,     Asiu^ss-^ 
geben, 

Aooa  9  SS «— 2ain  )  2i  9>  0>n  (9> -h  i  A  9>)t 
i\8in9>=:     Sein  i  A^cosC^+i A^)» 

nnd  demnach  durch  Entwickelung  eines  jeden  Factors  rechts  nac 
(3)  fttr  die  Differential -Quotienten  als  Coefficienten  der  ersti 
Glieder  der  Incrementen- Reihen  oder  als  Grenzen: 

Scos^ 

(3)  <  .  • 

d  sin  QO      ^ 

n=     3y    =StCosy; 

in  welchen  Gleichungen  der  Coefficient  Si  spSter  bestimmt  wer 
den  wird. 

Auch  auf  rein  analytischem  Wege  gelangt  mau  zu  demselbei 
Resultate.    Aus  den  Gleichungen  (l)  hat  man  nämlich: 

l=|a  +  ^«. 


und  daher 

(4) 

0  =  w, +cci. 

also 

4  — -.? 

.     > 


tironacb  nothüendig  sein  musv: 
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fm  mu  titor  /  eio#n  noch  näher  xn  emittelod^n  Faetor  Ter- 
iM»  und  bemerkt ,  das«  $i  positiv,  Ci  aber  negativ  geDoninen 
werden  aniesy  weil  von  ^2=0  an  der  positive  Sinus  wfichst,  der 
pMifive  CosioQs  dagegen  abnimmt;  übrigens  wOrde  eine  andere 
inahme  in  QSi)  nur  das  Zeichen  des  noch  unbestimmten  Fac- 
tm/* Indern.  In  Betreff  dieser  Bestimmung  fordert  nun,  wenn 
/'nldit  eine  Constante»  sondern  eine  Function  von  9  sein  sollte, 
die  Cootinuität  von  Sinus  und  Cosinus  auch  diese  Eigenschaft  in 
gidcheni  Haasse  von  f  nach  den  Gleichungen  (2)  und  (5),  und 
■at  kann  daher,  auch  f  als  Ftmction  von  qt  betrachtet,  alle  höhe- 
re» Dlfferentialquotienten  aus  (5)  durch  Differentiation  ableiten. 
Diese  verbunden  mit  der  Substitution  aus  (S)  giebt,  wenn  man  die 
DfifcrentialqootieBten  von  f  mit  /*| ,  f^n.s,  w    bezeichnet. 


(6) 


V=+/»»-fl/»/iC-3/i«.  -4//if  +/ic 


U.    S.    IV. 


lod  nan  sieht  leicht»  dass  allgemein  von  su  und  Cn  nur  die  ersten 
GGeder  den  Factor  f*,  die  übrigen  aber  sämmtlich  Producte  nie- 
der Dimensionen  von  f  und  seinen  Differentialquotienten  enthal- 
tes»  nnd  daher  auch,  weil  x  und  c  abstracto  Zahlen  sind,  von  ge- 
ringeren Dimensionen  als  der  nten  in  Bezug  auf  die  in  /  gezählte 
Boheit  sein  werden.    Eben  aber,  weil  Sinus  und  Cosinus  abstracto 
2ililen  sind,  9  dagegen  in  irgend  einer  beliebigen  Einheit  ausge- 
blickt werden  kann,  so  niOssen  Cn,  in,   Cn,  Sn  einen   der  nten 
Potenz  dieser  Einheit  proportionalen  Divisor  enthalten,  damit  die 
"teo  Glieder  der  Gleichungen  (2)  ebenfalls  abstracte  Zahlen  wer- 
den.   Da  hiernach  und  nach  (6)  Suf   c«  und  fn  benannte  Zahlen 
*oii  der  (—it)ten  Dimension  dieser  Einheit  sind,  die  in  jeder  der  Gtel* 
ehnogen  (6)  auf  die  ersten  folgende^    Glieder  jedoch  sämmtlich, 
*^i«  eben  gezeigt,  von  einer  geringeren  Dimension  als  /*",  folglich 
^on  einer  höheren  als  der  ( — ii)ten  dieser  Einheit  sind ,  so  würden 
^  Gleich VBgeo  (6)  gegen  das  Grnndprincip  der  Gleichartigkeit  vor* 
m»  wenn  diese  übrigen  Glieder  nicht  sämmtlich  gleich  NnlU  bUo 


I,  woraus«  weil  Rir  ^=zO,  fi=S|  und  o^l  ist,  nach  (5)  folgt: 
Hierdurch  gehen  die  Gleichungen  (5)  in  die  auf  anderem  W^gt 
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gefiiideDeii  GMcbaDgen  (3)  über»  und  die  ailgemeiBen  GleichuDge» 
(2)  mrerden: 

C089  =  1 j-^  +  -jyyj  -etc., 

in  welcher  nan  Si  zu  bestimmen  ist. 

Sei  zu  dem  ünde,  um  die  Natur  veo  Sg  der  kurz  vorbw  ge- 
lUBcbten  Bemerlcung  xafoli^e  näher  zu  bezeichnen,  R  die  Zahl  der 
Theile  des  rechten  Winkels,  in  welchem  ip  ausgedrückt  ist,  nsd 
K.  eine  noch  näher  zu  ermittelnde  abstracte  Zahl,  so  kann  man 
netzen : 

und  die  Torhergebenden  Gleichungen  werden: 

jco»  9 = 1  -  j-5  (ä?»)  +  T::zi  (rV  -***•• 

(8)         < 

*'"''= Ä'' -1X3  Uv  +r::3Uv      • 

Nun  bestimmt  bekanntlich  die  Analysis  den  hier  der  Unter* 
Scheidung  wegen  durch  cos  an  und  sin  an  zu  bezeichnenden  CoM- 
nos  und  Sinus  einer  Zahl  z  durch  die  Formeln: 

!.       **           ** 
cos  an  z=  1  —  i—n  +  ^ 1  —etc.,' 
I.z      1....4 
einen. =* -y-|^+ ^-etc, 
welche  Reiben  offenbar  für 

(10)  z  =  ^9> 

■  I 

mit  den  vorhergehenden  ganz  identisch  werden.  Sie  geben  daher 
mit  zssO,  9s=U  anfangend,  und  um  ein  ganz  beliebiges  IntenFall 

\*=-n^(p  fortschreitend,  ganz  dieselben  Werthe   der  fraglicbes 

Functionen,  und  erzeugen  diese  Werthe  ganz  in  derselben  Ordoong 
wieder,  so  oft  z  um  2xc  und  q>  um  AR  tiich  geändert  haben.  Unter 
m  und  fi  ganze  Zahlen  verstanden,  würde  man  statt  (10)  aach 
netzi^  .können: 
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K    ' 

Di  aber  dien  Ar  x  =  0  und  9  =:0,   so  vrie,   well  f*  and  m  gans 
willbiliflich  sind 9  auch  fflr  ni=l  und  fA=  I  gilt,  so  folgt: 

(11)  27K=  ^.4iZ    also    K~. 

Had  kann  diess  auch  so  fassen :  da  der  Bestimmung  nnd  dem 
BsftiÜB  der  fraglichen  Functionen  gemäss  diese  fSr 

■  ■ 

2  =  m.2n-|-i9r  9=:ifi.4A-f  ^ 

2  =  m.2»+«  9=m.4Ä+2Ä 

z=]}i.2:c-fft^  9=fit.  4/?-|-3ii2!^ 

besllglieb  die  Werthe   0,  1»  — I  erhalten,  und  zwischen  diesen 

K 

Werthen  der  s  und  tp  bei  dem  Fortschrift  A  ^  =  p  A  9    g<^n>   so* 

stmineD  gehen,  so  mQssen  die  obigen  Intervalle  mit  RCicksicht  auf 
(lOD  einander  gleich  sein,  was  zu  der  Gleichung  (II)  fOhrt 

Aach  noch  auf  ganz  anderm  Wege   kann  man  zu  demselben 
RMiltate  gelangen.    Für  q>=^R  hat  man  nämlich  aus  (8) 

^^^-  OTS  +  17775  -«*<^=«'"*^' 

indem  diese  Reihe  nach  (9)  sin  an /C  ist.    Diese  Gleichung  giebt 
bekanntlich  auch: 

,^x               Ol-           .  1 81" ans*  ,  1.3  .         -,    ^ 
(0)        %  =  2it9c  -f-  am  an  I  -I-  4  — « f-  s-jam  an  2*+etc. » 

oder 

x=r(2ft-t-l)'v-*  der  vorstehenden  Reihe» 

welehe  beide  Ausdrücke  fiir  sinanz=  1  geben: 

,=:C2n  +  i)». 

Man  hat  also  f&r  sin  ans  =  sin  an  £  =  1 : 

(IIa.)  i:  =  (2ii+l)^ 

Setzt  man  nun»  um  das  noch  willkübrliche  n  zo  bestliiinieB» 

i^A,  fir  ^  eolehe  Werthe  wählend,  dam  die  FaBctfeMB  vte 
7  9 
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^i?  aus  den  Dreiecken  xwiflcfaen  x,  y»  d  leieht  so  ermitteln  nind, 

GcfieM|S9   hesfglich 


»-  =  -g-9  ^  =  2-9  *ilL=^  u.  8.  w.y  und  man  erbSlt  aoa  (8)  and 
(9)  wie  gehörig: 

ain-s  w  ö  =  9inan-j>  gos^  =  \  ö:=co8aB-j* 

U.   8.    Yi. 

Wenn  sich  nun  auch  noch  andere  von  Null  verschiedene  Wertfae 
von  n  angeben  lai^sen,  welche  diesen  Sinussen  und  Cosinussen 
dieselben  Wertbe  verschaffen  wie  n=0,  so  werden  diese  aaderen 
Werthe  von   n  jedoch    wenigstens    im   Allgemeinen   verschieden 

ausfallen  für  verschiedene  Werthe  von  ^  oder  von  a>.  Nun  ist  aber 

K 

Si  =  jg9  also  auch   K  eine  Ar  alle  Werthe  von  q>  gleMie  cea* 

»«tante  GrOsse,  weiche  Eigenschaft  hiernach  mit  einen  rmk  Null 
verschiedenen  Werthe  von  n  in  der  Gleichung  (IIa)  sich  «lebt 

vereinbaren  läs8t.    Man  hat  daher 

11=0    und     K=^f 

•* 
lind  die  in  die  Gleichungen  (8)  eintretende  Grösse 

K         n  (p 

oder,  was  dasselbe  oagt,  den  Satz:    die  analytischen  und  geome- 
trischen Cosinus  und  Sinus  fallen  ganz  zusammen^  wenn  man  in 

jenen  z=ir^  setzt»  oder  in  letzteren  lur  die  willkürliche  Ein 

heit,  in  welcher  q>  ausgedruckt  werden  soll,  den  ^rten  Theil  von 
2ß  wählt. 

Mit  dieser  Uebereinstimmung  sind  offenbar  auch  alle  die  For- 
meln» welche  die  Analysis  för  ihre  aus  den  imaginären  Exponen- 
ten herrührenden  Zahleofunctionen  kennen  lehrt,  und  zwar  in 
völliger  Allgemeinheit  erwiesen.  Namentlich  geboren  hierher 
die  GMchnagen  Ar  die  Touigmte  und  die  Obrigen  WiakeHmclio- 
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•ei,  die  Aosdrflcke  filr  diese  duroh  den  Winkel,  x.  B.  Indem  man 
h  den  Gleiclnngen  (0)  2=  q^  setzt,  (da  nicht  in  dieser,  sondern 
NT  h  (Ha.)  11=0  ist), 

M   »  .  2Ä.  .        ,  ,«"n9'  .  1-3  siny*  .... 
y=:4jtB+— Jsing)  +  1— g^  +  j-j  — jj^+etcj; 

feriMr  ond  vornehmlich  die  Gleichungen  tut  die  Fanctionen  von 
Sammen  and  Differenzen  von  Winkeln,  so  das8  diese  in  rein  wis- 
teosciiaßUcher  Grenze  gar  keiner  weiteren  Erörterung  bedQrfen. 

B.     Für  den  gewöhnlichen  Unterricht 

{.  4.  Wenn  man  die  höhere  Analysis  nicht  voraussetaen,  «nd 
daher  die  Beziehung  zwischen  einem  Winkel  und  seinen  Funetio- 
■eo  nicht  gleich  anfangs  ableiten  kann,  so  bleibt,  wie  §•  2.  erwähnt, 
iMiti  übrig,  aU  die  nothwendigen  Formeln  und  namentlich  die 
Ar  die  Fanctionen  der  Summe  und  Differenz  von  Winkeln  direct 
int  die  Elemente,  jedoch  in  allgemeiner  Gültigkeit,  za 
gibdea,  was  auf  mehrfache  Weise  geschehen  kann.  Hierzu  die 
Goordinaten-Verwandlung  anzuwenden,  führt  eine  Zerreissung  die- 
MS  Gegenstandes  im  Vortrage  der  analytischen  Geometrie  herbei, 
ud  fordert,  wenn  die  Trigonometrie  allein  behandelt  wird,  etwas 
bngt,"  hernach  in  dieser  nicht  weiter  uothige  Vorbereitungen. 
Ihn  vermeidet  diese  Uebelstände,  indem  man  die  fraglichen  For- 
iuIb  aof  die  relativen  Coordinaten  oder  noch  besser  auf  den  leicht 
ganz  allgemein  zu  beweisenden  Satz  gründet:  Wenn  man  zwei 
Punkte  A  und  B  im  Räume  durch  eine  gerade  Linie  L  und  durch 
einen  zusammenhängenden  Zug  von  n  geraden  Linien  /|,  ^^....^i 
ferbindet,  welche  mit  L  und  den  damit  durch  die  entweder  sfimmtlich 
nach  A  oder  sämmtlich  nachfi  zu  genommenen  Endpunkte  der  /  gezo- 
genen Parallelen*)  bezüglich  die  in  derselben  Richtung  und  .bis 
so  iR  gezählten  Winkel  toi,  to^....«?»  einschliessen ,  so  ist: 


")  VemitteUt  dieser  Parallelen  nnd  der  darch  § ämmtliche  it-f  1  End- 
pgnkte  gedachten  auf  L  rechtwinkeligen  Ebenen  (oder  wenn  alle  L  nnd 
alle  /  in  derselben  Ebene  liegen,  auf  L  gefällten  Perpendikel)  läsat  sich 
der  Sats  leichf beweisen,  faidem  man  bemerkt,  dass,  wenn  im  fiUn  Punkte 
eise  oder  mehrere  oegatire  von  B  nach  A  so  liegende  Prcgectionen  vor- 
kaaunea,  dann  nothwendig  auch  eine  ihrem  Getammtbetrage  gleiche 
Somne  positiver,  d.  h.  von  A  nach  B  so  liegender  Pngectioaeo  vorke«- 
■en  matt,  nm  wieder  in  die  fite  auf  L  rechtwinkelige  Ebene  sa  geUui- 
—  Ans  (IS)  folgt  anch  leicht  and  allgemein  der  Sati  fnr  relativ« 
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L=  27  /,coäto,. 

Sofort  ergiebt  sich  aach  hieraus,  dass,  wenn  in  der  jByBbm« 
die  w  die  in  der  Richtung  von  dem  positiven  Tbeile  der  drAchse 
nach  dem  positiven  Theile  der  .^Achse  gejEihlteo  Winkel  der  i 
bedeuten,  und  man  die  relativen  Coordinaten  von  B  in  Besag  aal 
A  mit  £  und  ^  beseicbnett  dann 

(12)  £=  27 /,cosfo,  11=  J?  AsincO], 


indem  Ix  mit  der  ^Achse  den  Winkel  u>x--  H.  macht,  und  nach  der 
Andeutung  im  §.  1.  cos  (toA~li^)  =  sinioA* 


In  Bezug  auf         (adb^)  denke  man  sich  nun  Taf.IV.Fig,l, 

fffr  b  im  Isten  u.  4ten,  Fig.  2.  fflr  b  im  2ten  u.  3ten  Qadranten)  in  der 
Richtung  vom  positiven  Theile  der  :rAchse  nach  dem  der  yAcbsa 
den  Winkel  a=zXMA  und  von  AiA  aus  den  Winkel  b^^AMB  aufgia* 
tragen,  nehmein  MA  im  willkührlichen  Abstände df  von  deinen PunU 
P  an,  errichte,  wenn  b  zwischen  0  und  R  oder  zwischen  312  und 
AR  Ist,  auf  MP  in  P,  wenn  aber  6  zwischen  R  und  3R  ist,  auf 
dem  jenseits  IH  verlliugerten  3IP  in  dem  gleichfalls  um  d  von  üf 
entfernten  Punkte  P*  das  Perpendikel  PQ  oder  P'Q,  welches  im 
Punkte  Q  die  Linie  lUB  trifft,  und  fölle  endlich  von  Q  auf  die 
:rAchse  oder  ihre  Verlängerung  das  Perpendikel  QN.  Sind  ab- 
dann  der  Abstand  und  die  Coordinaten  von  Q 

80  ist  begriffsmässig  allgemein 


cos  (a  +  6)  ^  ij  *      sin  (a  +  b)=zjz* 

• 

Zufolge  der  Gleichungen  (12)  lassen  sich  aber  a:  und  y  durch 
die  Projectionen  von  MP  und  PQ  oder  von  MP*  und  P'Q  auf 
die  X'  und  ^Achse  ausdrücken.  Bezeichnet  man  diese  mit  ^Pjr» 
MPy,  PQx»  PQy,  und  die  Winkel  jener  Linien  mit  den  Achsen 
besfiglich  durch  XP,  YP,  XQ,  TQ,  und  beachtet  die  angegebene 
Besiehung  der  Punkte  P  und  P'  zu  der  Grösse  von  In,  so  hat  man» 
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«reu 

b  iwucbuB 
On.  R 

6  swbchen 
Rn.2R 

b  sivUcbaii 
2A  u.  312 

b  iwbchen 
31t  0. 4R 

IPtd.Xf 

a 

a  4-212 

a  +  2R 

a 

rp«d.  rp' 

a-A 

a+A 

a+R 

a--R 

XQ 

a  +  R 

a-l-Jt 

a  ^3Ro±a-^R  a'+3J?od.tf-JI 

TQ 

a 

a 

a  +  '2R 

a+2R 

MP. 

dcoBQ 

(-4)(-H»aa) 

deoBü 

dei>9a 

MP, 

dsina 

( — d)(— sin  a) 
^dsiua 

daina 

dwma 

miiiPQ 

dX^b 

(-d)tg{2E-b) 
=d^^b 

(-d)tg(b"2M) 
=a— dtgft 

dtg(4Ä-i) 
=-i{tg6 

PQ. 

— dXgbBina 

— cftgftsina 

^dtgbuina 

—  c{tg6sina 

PQf 

<<tg6coaa 

ciCg6cosa 

dtgbctma 

dtgbeoBa 

Ugkh  in  allen  vier  Fällen: 

dr= JTP^-f  PQs  =  iI(eMa — tg^aina), 
g=iMP^  +  PQy  =  €{(aio  a  -f  tg6coao). 

Nn  hl  aber  nach  (1)  eder  begrÜamSaalg: 

coa6=:^   alao   if  =  l>coa6» 
«i  daher  gaaa  allgemein : 


(13) 


2j  =:po8(a-f  6)  =  coaaco8A — ainftaina» 
-g  =ain(a-|-6)  =  aiBaco86  4-BiD6eoa«« 


Han  aiehty  daaa  bei  diesem  Beweise  die  GrSsse  des  Winkels 
•  gaas  ohne  Einfloss  ist,  ond  nur  die  fon  6  die  Cnteracbeidong 
ier  Tier  Fälle»  wenigatena  der  grosaeren  DeutUchbeit  wegen,  er- 
Mert»  um  dem  Reaoltat  atrenge  allgemeine  Gültigkeit  an  Ter- 


Goa 


Die  GMehimgeo  fBr    .    (a — 6)  laaaen  aich  aoa 

Wogaa  ableleen,  a.B.  indem  aua  «-f4s 
ane  (13)  felgt: 


(13)  aof 
A  aetal. 


II 
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coBAco9b-i-8lBAsinb=coaa=:üOB(A — A)» 

da  co86'-f  ">n6*=l  und  die  flbiigeo  Glieder  rechts  sich  aufhieben. 
Oder  man  Icann  audi,  da  für  6  alle  Werthe  aaläaaig  sind»  Malt  i 
^clirtilma  ARr^b»  wodurch  niap  a^a  (13)  erhfijt: 

coa^(«-f-4/Z — 6);;;?cos(a — 6)=cQaaco8(4/2— 6) — aina8io(4it'^6) 

sin  (a  4-  4/2 — 6)  =  ain  (a  —  6) = sin  a  cos  b  —  cosa  sin  6. 

Diese,  so  wie  alle  Gbrigen«  dqrch  blosse  analytische  Operatio- 
nen,  aus  (13)  gefolgerten  Gleichungen  haben  dieselbe  unbeschränkte 
Gditigkeit,  welche  die  obige  Begrfindung  den  Formeln  (18)  ver^ 
sdiariR,  und  bedtfrfen  daber  Iceiner  weiteren  Erörterung. 

;6nindformetn  der  ebenen  Trigonometrie. 

§.5.  Da  bekanntlich  nach  den  Elciaenten  der  constmoÜVM 
Geometrie  ein  Dreieck  durch  solche  drei  seiner  sechs  Bestaad- 
thelle,  unter  denen  wenigstens  eiive  Seite  -sich  befindet,  völlig 
oder  doch  nur  mit  einer  Zweideutiglc^  bestimmt  ist,  so  mflsaen 
die  analytischen  Beziehungen  wenigstens  vier  StScke,  die  drei  ge- 
gebenen  und  ein  gesuchtes,  enthaltctt/mMl  da  »Seiten  und  Winke! 
mit  einander  abwechseln,  so  folgt  leicht,  dass  nur  die  drei  Grund- 
gleichungen aufzusuchen  sind:  1)  zwischen  4  an  einander  liegenden, 

2)  zwischen  3  an  einander  liegenden  und  1  davon  getrennten,  und 

3)  zwischen  2  an  einander  liegenden  und  2  davon  getrennten  aber 
eben  dessbalb  an  einander  liegenden  Stücken.  —  Zu  Auffindung 
dieser  Grundformelo  werde  im  Dreiecke  ABC  mit  den  Seiten 
a,  b,  Cy  der  Punkt  A  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  sowie  die 
Seite  AC=b  als  die  Achse  der  .r  angenommen,  und  die  Coordi- 
naten jr,  y  von  B  einmal  direct  In  Bezug  auf  A,  und  einmal  als 
relative  Coordinaten  in  Bezug  auf  C  und  ^  ausgedrückt.  Diessgiebt 

(H)  y=csin2l=asinC. 

Die  Gleichung  (II)  ist  die  dritte  der  bezeichneten  GrandAmdbL 
Die  zweite*)  ergiebt  sich  aus  (I)*  +  (II)*: 

mnw  ?• •-  -  -  ■ 

*)  Die  «cheinbar  hierher  gehörige  Büslimmang  de«  dritten  Winireis 
MM  «iaer  «eits  wM'  das  ibeidsa  lapUfglPi^aB'Wlakeli  Ui  dank  ä^^M^ 
SM  erledigt. 
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«•=*«— 2ii«co8  e+ o«, 
mi  die  «tste  hat  man  aus  n : 

6 

cot  il  = r-7v  —  cot  C. 

DhOmwandhingen  dieaer  Gleichangen  in  bequemere  Reekrang»- 
femen,  ao  wie  die  Falte,  wo  einer  oder  mehrere  bekannte  Be- 
iliadtlieiie  durch  andere  Angaben,  z.  B.  dea  Flächeninhalts, 
rertreteo  shid,   können  hier  keine  Stelle  Gnden. 


Grnndformeln    der    körperlichen    Trigonometrie. 

$.  6.  Dorch  eine  leichte  conatructive  Betrachtung  kann  man 
rieb  fiberzeugen,  daaa  von  den  aecha  Winkeln,  welche  bei  drei 
h  einem  Punkte  aich  achneidenden  Ebenen  an  dieaem  aich  bilden, 
je  drei  durch  die  drei  anderen  beatimmt  aind ,  jedoch ,  ähnlich  wie 
ii  der  ebenen  Trigonometrie  bei  zwei  Seiten  und  einem  von  ihnen 
riAt  eiogeschioaaenen  Winkel,  hier  aowobl  bei  zwei  Kantenwin- 
hlo  *)  und  einem  von  ihnen  nicht  eingeachlossenen  Fl&chenwinkel, 
ib  hei  zweien  Flächenwinkeln  und  einem  nicht  dazwiachen  liegen- 
deaKantenwinkel  Zweideutigkeit  eintritt.  Zwiachen  welchen  Stocken 
Grmdfbnneln  aufzusuchen  aeien,  ergiebt  aich  daher  hier  auch  ähn- 
ich  wie  kl  der  ebenen  Trigonometrie,  nur  mit  dem  Unterschiede« 
dua  während  in  letzterer  bei  den  drei  an  einander  liegenden  und 
rinem  davon  getrennten  Stöcke  die  Beziehung  einer  Seite  nebst 
dei  beiden  anliegenden  Winkeln  zu  dem  dritten  Winkel  xlurch 
die  Gleichheit  der  Summe  der  drei  Winkel  mit  2R  erledigt  war, 
kier  sowohl  zwiachen  den  drei  Kanten-  und  einem  Fläcbenwiukel, 
4l  dan  drei  Flächen-  und  einem  Kantenwinkel  eine  Grundgleichung 
Vlbieiichen  ist,  von  denen  jedoch  auch  ohne  Beschränkung  der 
GrüiM  der  Winkel  die  letztere  Formel  aus  den  ersteren  labge- 
kitet  werden  kann,  wie  sich  unten  näher  zeigen  wird. 

Zar  unbeschränkten  BegrCIndung  dieser  Formeln  bedarf  man, 
^  (•  1.  erwähnt,  auaser  den  gewöhnlichen  rechtwinkeligen  Lineav« 


^  Die  Benennnngen  Kantenwinkel  und  Fluchenwinkel  wer- 
■enehen  Sf hriftotellftrn ,  besonders  in  derKrjstttllogra|»hie,  in  an- 
aler Bedeateng  gebrancht.  SprachrichCii^  seheint  mir  Flichenwiakol 
^  den  Winkel  swischen  zweien  Flärhen,  nnd  Kantenwhikel  dsl^r  den 
"vkckeB  swetee  Kanten  bedeuten  in  kfoeeo.  Richtig  wäre  es  wohl, 
*^  JsMs  EbeacDwinkel  in  sagen. 
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coordinaten  aach  einer  etwas  allgemeiner  als  gewöhnlich  gehalte- 
nen AufTaasung  von  Angularcoordinaten.  Gegen  eine  feste  Ebene 
und  eine  durch  einen  gewissen  Punkt  in  ihr  gehende,  ihrer  Lsf» 
nach  unyerfinderliche  Linie  in  ihr,  wofür  hier  (Taf. IV. Fig. 3.)  die 
dryEhene  ABCD  der  Linearcoordinaten  und  der  positite  TheB 
MX  der  durch  ihren  Anfangspunkt  M  gehenden  :rAchse  wa  neh- 
men sind,  wird  die  Stelle  eines  beliehigen  Punktes  P  bestimm^ 
wenn  man  sich  durch  diesen  unter  beliebigem  Neigungswinjkel  N^ 
gegen  die  angegebene  Fundamentai-Ebeoe  eine  diese  schneidende 
Ebene  PMtf;  gelegt  denkt,  und  nun  1)  den  Winkel  XU^,  welchen 
dieser  Durchschnitt  M^  mit  der  Linie  XM  macht,  2)  den  Nei- 
gungswinkel N,  3)  den  Winkel  ^MP  zwischen  dem  angegebenen 
Durchschnitt  und  der  von  M  nach  P  gezogenen  Linie  JHP,  und 
endlich  4)  die  Lfinge  D  dieser  Linie  angiebt.  Hierbei  werden  alle 
Winkel  bis  zu  AR,  der  Winkel  XM^lf  positiv  von  dem  positiven 
Theile  JUX  der  d;Achse  nach  dem  MY  der  ^Achse  u.  s.  w«,  fer- 
ner Pi  von  dem  in  dieser  Richtung  weiter  vorwfirts  als  auflie- 
genden Theile  der  oyEbene  nach  dem  positiven  Theile  der  lAchse 
SU,  und  ^MP  von  rpIU  an,  wenn  N^iR,  nach  +x,  wenn  aber 
iV  >  2R,  nach  —  z  zu  gezShIt;  endlich  wird  der  Abstand  D  steti 
positiv  genommen  *).  Es  sind  zwei  Systeme  dieser  Art  von  Coor- 
dinaten nutbig,  das  zweite  jedoch  dadurch  vereinfacht,  dass  die 
durch  den  Punkt  P  zu  legende  Ebene^  XVPWX'  die  ayEbene 
stets  in  MX  schneidet  und  den  Punkt  P  daher  der  Neigungswin- 
kel n  und  der  Winkel  XMP  bezeichnet,  wobei  n  ähnlich  wie  N^ 
also  von  dem  -fy  enthaltenden  Theile  der  x^Ebene  nach  -|-z  so, 
und  XMP  ebenso  wie  i^MP,  wenn  Mfjß  mit  MX  zusmmenfiele^ 
gezäMt  werden.  Die  gesuchten  Grundformeln  ergehen  sich  nun 
sogleich,  indem  man  ac,  y,  z  in  beiden  Systemen  nutbigenialls 
mit  Hfilfe  der  Gleichungen  (12)  ausdrückt. 

§.  7.  Zur  Erleichterung  denke  man  sich  vom  Punkte  P  auf 
die  Ebene  xy,  den  Durchschnitt  Mtlf  und  die  :rAchse  MX  die 
Perpendikel  /^,  PQ  und  P^  geßillt,  ziehe  ot  und  bemerke,  dass 
fllr  die  Anwendung  der  Formeln  (12),  um  die  Coordinaten  x,  g 
von  i  oder  P  durch  JlfQ  und  q{;  auszudrücken,  diese  Linien  stete 
positiv  zu  nehmen  sind,  folglich  in  ihren  algebraischen  Werthes, 
wenn   diese  durch    die    Winkelfunctionen    negativ   werden,    das 


*)  Wann  die  obengenannten  Winlrel  in  der  angegebenen  Folge  (Xf)i 
JV,  (jfF)  conitroirt  gedacht  werden,  to  findet  keine  Unbestimmtheit  des 
fraglichen  Punktet  P  atatt,  obgleicb  derselbe  durch  verediiodeoe  Aaga- 
bcR  beseirhnet  werden  kann,  b.  B.  bei  demeelben  i^ durch  Xf^^m^  ^Prsä 
und  Xfsim+U,    YFz=:d+M. 


mnernffmer  eüuigkett  av9  den  EUmenten  4er  C^fordinateniekre,  IST 

■cgatif e  Zeich^B  vorauaetien  ist»  om  die  Dumeriocben  Werthe  fKMiÜT 
■■  HadieD.  Besaichnet  man  nun  durch  (JTtf;)»  (XP)^  (XQ, (F^)  ete. 
Um  TOB  den  Achsen  oder  ihren  Parallelen  darcb  cS  in  der  poeiti* 
v«B  RiehtoDg  bie  za  den  Linien  üf^;»  MP,  St  gezählten  Winkel» 
■fceneo  darcb  (^P)  den  Winkel  ilfMP,  ferner  durch  |»  17»  £S  V 
Ae  Projeetionen  von  JUq  und  (ditLu(  die  ;r-  und  yAchse»  und  iSset 
in  den  nnten  «tehenden ,  aus  der  eben  angegebenen  Zäblnngs- 
der  Winkel  leicht  folgenden  AusdrOcken  von  den  doppelten 
Zaicben  das  obere  für  N  zwischen  3R  und  R,  das  untere  aber 
flir  If  zwischen  R  und  3/2  gelten,  so  ergiebt  sich  folgende  Zn- 
■UDmenstellnng : 


*p) 


0  bin  ß 


(*f)±Ä 
±Jhln(il>P)eofN 


R  bis  IR 


(X^)±R 
(X^if)  -f  2ß 


Z>cos(^#>)         —DeoH(i>P) 


2R  bis  312 


=pi>8in(^/^co 


(  J:*)  +  2Ä 


ZB  bis  4« 


siV|TZ)toin(^i>)e(MA^ 


Mglich  in  allen  vier  Fällen: 

if  a  -  Asin  (^P)  cos  iVsin  (JC^) , 
t=Dcos(^/^cos(jr^), 


fl'^D  sin  (^ffP)  cos  iVcos  ( JT^), 
fl  =Deoml^P)u\u(X^); 


iIn  fan  ersten  System  ganz  allgemein : 

s  a  1 4- {' =/>co8  (i(;/0  cos  (AT^)  - />sin  (i/;P)  sin  (A»  cos  iV, 
flszfi'\'ri'=DcoB  (^P)  sin  (X^)  +  DBin(^P)  cos  ( Jf^}  cos  /V^; 

vd»  da  nach  obiger  Art  des  Zählens  stets  gleichzeitig  (fffP)  und 
'«tweder  beide  <2I2  oder  beide  >  2R,  ebenso  allgemein: 

i  =  /)sin(i^/*)8iniV. 

ha  zweiten  Coordinaten-Systeme  kann  man  die  Werthe  der  xyz 
kiAt  direct  oder  durch  die  Bemerkung  ableiten,  dass  das  erste 
Syitem  in  das  zweite  fibergeht  für  (Atf;)=0  und  iV=ft,  wodurch 
lfPi=i(Xflf),  M^=zx  und  oi=:y  wird,  jedoch,  weil  y  Coordl- 
UU  and  nicht  zu  projicirende  Linie  ist ,  ohne  Zeicbenänderung» 
üdman  erhält: 


»ssDco9(XP),    jf=  l>sin(^i')cosfi,    ssssin(x/^sinii^ 
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Werden  «od  die  Wer4&e  der  Coordieaten  in  beidHi  Syetenes 
einander  gleich  gei^fiCzt,  und  (^/^=a»  (XP)^b,  <Jri»  =  c,  »sJ» 
y^züR'-B  *),  und  dabei  statt  negativer  Werthe  vm  B  (für 
N  >  3£)  deren  Brginzoagen  so  4/2  genonunen,   eo  ergieht  eieh: 

^s  coa6  =  ooeaeo8c*f  einesincconl^, 

/ux        J     §f  ^  -     cot««inc  .„ 

(14)  <      2    rrcot^zr r— 5 COSCCOtÄ, 

j^  =  sin  6  sin  A  =  sin  a  sin  B 


oder 


sina sin 6  «ine 

sini4       sin  i^      sinC' 


iveichee  die  belcannten  drei  ersten  Grundformeln  der  icSrperilchen 

Trigonometrie  sind,  jedoch  in  völlig  allgemeiner  Giiltigkeit 

erwiesen 9  indem  bei  der  Unbeschränktheit  aller  bei  der  obigen 

Ableitang  vorkommenden  Winkel  offenbar  keine  dreikantige  Ecke 

denkbar  ist ,  die  sich  nicht  durch  die  betrachtete  Ecke  XtlfP,  und 

zwar  auf  mehrfache  Art  darstellen  Hesse,  so  dass  zfiei  beliebige 

der  drei  Flächenwinkel  in  den  Endformeln  vorkommen.    Hierdurch 

ist  nicht  atlein  in  der  letzten  der  obigen  Gleichungen  der  Quotient 

sin  c 

-T—p,   sondert)  auch  in  den  andern  beiden  Formeln  jede  Vertan* 

schung  einander  gegenüberstehender  Kanten-  und  Fläclienwinkeln 
mit  andern  einander  gegenüberstehenden  vollkommen  gerechtfertigt 

§.  8.  Die  noch  übrige  vierte  Grand  form  el  ergiebt  eich  be- 
kanntlich,  wenn  man  von  überstumpfen  Winkeln  absieht,  sehr 
leicht  mitteUt  der  sogenannten  Ergänzungsecke  aus  der  ersten 
Grundformel y  und  es  ist  möglich,  aber  ziemlich  weitläufig,  hier- 
von ausgehend  ihre  allgemeine  Gültigkeit  zu  zeigen.  Delambre 
Ast.I.  pag.  I4l.  (ed.  1814)  und  Tralles  in  den  Abhandlungen 
der  Berliner  A  kademie  von  1816  und  1817  haben  diese  Formel 
aus  den  drei  anderen  ganz  allein  mittelst  Rechnung  abgeleitet.  Sie  er- 
hält hierdurch  zwar  mit  diesen  völUg  gleiche  allgemeine  Gültigkeit; 


*)  AngenfalKg  beselcbnet  B  den  innerhalb  der  Ecke  an  der  KaifCiB 
ihff  liegenden,  oder,  allgemeiner  antgedrnrVt ,  den  Winkel,  welcherlei 
eatgcgwif^»— eiiter  Hichlong  ven  N  and  von  den  Theile  der  lyflbene 
gesählt  wird,  welcher  rückwärU  von  Mtp  oder  nach  MX  ■■,  nias  imm 
a^f  aus  in  der  der  Zählang  des  Winkel«  ÄMtp  entgegengetetaten  Rich- 
tung liegt. 


dW  ftMriJBBg  bleibt  aber,  wem  «trab  dem  Mangel  afe<  SyniDetrie* 
b«i  derselben  leicht  abioheHen  ist,  doch  immer  kfinstliell'  ond 
weitilaftigy  und  dilrRe  mehr  als  gute  Uebung  In  analytischer  Rech- 
Bang  beim  Unterrichte»  wie  als  natürlicher  Beweis  einer  solchen 
Crandformel  ananpehen  sein.  Bei  dieser  Sachlage  ist  vielleicbt 
dift  folgende  BegrOndung,  im  Wesen  eine  VerallgemeineruBg,  det 
sogenannten  Ergänzangs-  oder  besser  Hfilfs-Ecke»  einiger  fltaob- 
tmig  Dicht  ganz   unwerth. 

Es  seien  (Taf.  IV.  Fig.  4.)  aß,  ay  die  Durchschnitte  sweier 
Ebenen  mit  der  des  Papiers,  ad,  ad'  die  auf  den  inneren  oder 
einander  ssgekehrten  Seiten  dieser  Ebenen,  aJ^  aS  die  auf  ihren 
iosseren  Seiten  errichteten  Perpendikel ,  der  hohle  Winkel  zwischen 

m  Ebenen  p«  ihr  erhabener  oder  überstumpfer  P=4il'-— p, 
ibnlich  der  bohle  Winkel  der  Perpendikel  do^ssi»^  diar 
ibersCnmpfe  xwischen  mJ  und  aS  =  2V,   so  ist  aageofHllig 

f^Ä2Ä  — f>  also  p:^^R  —  n, 

desgleichen  wegen  der  vorhergehenden  Gleichung  zwischen  Pnnd'j»:' 

iV=2Ä+p  =  6Ä— P  also   P=6R^1S. 

Errichtet  man  folglich  auf  den  drei  Ebenen  irgend  einer  be- 
Migen  körperlichen  Ecke,  und  zwar,  um  die  zusammengehörigen 
liicheilwiukel  sn  nehmen »  auf  den  dem  Beschauer  zugekehrten 
8dten  der  drei  Ebenen  (vergl.  folgenden  Paragr.)  in  ihrem  gemein- 
ichaaicken  Durobschnittspunkte  (m  Taf.  IV.  Fig.  4.  und  M  Taf.  IV. 
K^.3.)  Perpendikel,  und  verbindet,  je  nachdem  der  awischen  je 
nni  denielben  liegende  Flächen wiokel  der  gegebenen  Ecke  ein 
Wer  oder  ein  erhabener  Ist^-  diese  beiden  Perpendikel •  so  durch 
iht  Ebener  dass  diese  hiernach  den  hohlen  oder  den  erhabetien 
Wiikd  zwischen  diesen  Perpendikeln  ausfüllt  (was  immer  mOg? 
bh-  Ist,  da  keine  dieser  drei  Verbindungen  auf  die  andere*  Ein« 
Imb  bat)«,  so  erhält  man  eine  Hulfsecke,  deren  Kantenwinkel  ain>: 
^  gegenfiberstehenden  Flaobenwiakeln  der  gegebenen  Ecke  ent-'  > 
*ed«r  in  der  Beziehung 

(KiV    n^^R'-p  oder  in  der  Beziehung  iV=(iß-P 

itiken«  Da  ferner  hiernach  jede  Ebene  der  IJfilfsecke  durch  zwei 
Uiiea  gebt,  welche  bezüglich  auf  zwei  Ebenen  der  gegebenen 
Ecke  rechtwinkelig  sind,  so  muss  auch  jene  Ebene  auf  der  den 
Mitoren  beiden  Ebenen  gemeinschaftlichen  Linie ,  d.  h.  auf  der 
'■nk  sie  gebildeten  Kante«  rechtwinkelig  sein ,  und  daher,  w^nn 
^  Wiskol  zwischen  zweien  solchen  Kanten  durch  vf  oder  iV*' 
^d  der  zwischen  den  entsprechenden  beiden  Ebenen  der  HMfs- 
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edbe  doich  p'  oid«r  /",  je  nftcbdem  er  hehl  oder  dberetaMpf  W, 
beMicbnet  wird,  ebeiiso  eine. der  BeBiebangen 

(15»)     '         p'  =  iR  —  n'   oder  P=6R  —  N' 

utottlfaideii.  Offenbar  fOhren  aber  beide  B^iehangen  sowohl  In 
(15^9  als  (15i)  ganz  zu  denselben  Winkelfanctioneo,  denn  zwleehen 
den  Winkeln  e  und  w  giebt  die  Gleichung 

r=:6iZ< — w 
aach  die 

Stehen  nun  den  Winkeln  n,  6,  e»  A^  B,  C  der  gegebenen 
Ecke  bezflglich  die  ü,  )$,  tf»  a,  i,  c  in  der  Hdlfeecke  gegenabev, 
eo  hat  man  nach  der  ersten  der  Gleichungen  (14)  allgemdn: 

cos  i  =  cos  a  cos  c  -|-  sin  a  sin  c  eoBÜp 

also  kraft  der  Beziehungen  (15): 

cos  B  ^  cos  A  cos  C — sin  il  sin  Ccos  b, 

welche  bekannte  vierte  Grundformel  der  Trigonometrie  hiemad 
ebenfalls  in  völlig  allgemeiner  Gültigkeit  erwiesen  ist 

§.  9.  Die  Ableitung  der,  filnf  und  sechs  Stücke  einer  körper- 
lichen Ecke  enthaltenden  Formeln  *),  von  denen  zwei  aus  den 
Wertben  von  y  §.  7.  und  aus  dem  vorigen  Paragraphen  sehr  leicht 
hieb  ergeben,  so  wie  die  Umformung  der  Grundgleicbungen  ßlr 
die  einzelnen  Aufgaben  und  Rechnungen  liegt  nicht  im  Plane  des 
gegenwärtigen  Aufsatzes,  da  diese  Gleichungen  vielleicht  mit  sehr 
wenigen  Ausnahmen  ganz  dieselbe  GQltigkeit  wie  die  Grundfor- 
meln,  aus  denen  sie  abgeleitet  sind,  besitzen.  —  Zum  Schlüsse 
mSgen  aber  noch  einige  Worte  in  Betreff  der  überstumpfen  Win- 
kel in  einer  Ecke  um  so  eher  gestattet  sein,  als  dadurch  die 
Constructionen  des  vorigen  Paragraphen  übersichtlicher  werden. 

Zur  leichteren  Auflassung  der  Entstehung  und  der  verschie- 
denen Arten  dieser  Ecken  denke  man  sich  drei  von  einem  Punkte 
M  ausgehende,  aber  nicht  in  derselben  Ebene  liegende  Linien 
JKA,  MB»  MC»  und  je  zwei  derselben  durch  Ebenen  entweder 
auf  dem  kürzesten  oder  auf  dem  weitesten  Wege  (d.  h.  entweder 


*)  lo  Delambrp  Attron.  I.  Rha|i.  X..  Ad.  Korg^,  Sammlung 
trig.  Formeln  S.  85.  ff.  unil  mciireren  anilereD  Schriften  siemlirh  voll- 
HrÜDdig   in    finden. 


Mli^emeHier  OüUlykeii  au»  den  EiemtMlem  der  CoordimUeniekre,  y^\ 

«,  dMt  die  Ebeqe  den  eioepringeiiden,  oder  so»  daee  sie  den 
MMpriBgenden  oder  fiberetumpfeo  l^ini[el  zwischen  den  iietref- 
fendeo  beiden  Linien  einnimmt)  verbunden.  Es  entstehen  alsdann 
ertlich  Ewei  einander  nahe  verwandte ,  jedoch  verschiedene 
Eden  ans  den  zwei  entgegengesetzten  Ansichten  desselben  Cre- 
kiUts  herrührend,  indem  bei  der  einen  die  drei  Seiten  a,  ß,  y 
fcier  Ebenen,  bei  der  anderen  die  drei  entgegengesetzten  Sei- 
teo  «',  ß",  /  derselben  dem  Beschauer  zugekehrt  sind,  in  beiden 
Ugen  zwar  die  Kantenwiokel  dieselben  bleiben,  die  Fläcbeowin- 
kel  in  der  einen  aber  die  in  der  anderen  zu  4ß  ergttnzen ,  wenn 
MD  bei  derselben  Ansicht  nicht  verschiedene  Seiten  derselben 
Ebene,  S.B.  flir  einen  Flächen%vinkel  an  der  ersten  Ebene  Ihre 
Seite  e,  flIr  den  anderen  ihre  Seite  a'  nimmt,  ein  Versehen, 
welches  namentlich  in  dem  unten  bei  3)  aufzufahrenden  Falle  leicht 
nOglich  wSre.  Zur  Angabe  der  einzelnen  Fälle  mögen  die  beiden 
Ansichten  durch  I.  und  II.,  die  einspringenden  hohlen  Winkel  durch 
flie,  ABC,  die  entsprechenden  ausspringenden  oder  Qberstumpfen 
tber  mit  a*b*c*,  A*B*C*  bezeichnet  werden. 

1)  Sind  die  drei  Linien  MA,  MB,  MC  auf  den  kOrzesten 
Wegen  verbunden,  so  entstehen  die  drei  Kanten winkel  abc  und 
h  I.  die  drei  Flächenwinkel  ABC,  also  die  gewöhnliche  Ecke 
(TttlV.Fig.Ö.*)),  in  II.  dagegen  A*B*C\ 

S)  Bleiben  die  Verbindungen  von  MA  vait  MB  and  MC  wie 
^ken,  die  zwischen  letzteren  beiden  Linien  geschieht  aber  ant 
^km  weitesten  Wege,  ao  bleiben  auch  6  und  c,  dagegen  hat  man 
•Mt  ü  jeUt  n*  und  in  I.  AB*C*,  in  IL  aber  A*BC  (Taf.  IV. 
/'igiSL  nnd  Fig.  6  IL),  also  an  überstumpfen  Winkeln  einen  Kan- 
'Bswinkel  und  in  I.  die  beiden  anliegenden,  in  II.  aber  den  gegen- 
'^  liegenden  Flächenwinkel. 

3)  Bleibt  aber  jetzt  die  Ebene  BMC  wie  bei  I)  und  wird 
'HCegen  MA  mit  MB  und  MC  auf  den  weitesten  Wegen  verbun- 
"^,  so  entstehen  die  drei  Kantenwinkel  ab^c*  und  in  Taf.  IV. 
''^•TL  die  Flächcnwinkel  ^*J?C**),  in  IL  jedoch  (Taf.  IV. 
'^«TII.)  die  AB*C*f  also  werden  zwei  Kantenwinkeland  entwe- 


*)  Die  Begrenzung  der  Ebenen  in  diesen  nnd  den  folgenden  Figaren 
■•^^h  grÖMfte  Kreise  einer  Kogel  Ist  blos  der  leichteren  Zeichnung  wegen 
^•^ählt  und  ohne  irgend  eine  Beziehung  zur  Kugel. 

^*)  B  nnd  C  zwischen  der  unteren  Seite  der  Ebene  BMC  und  den 
^^^liegeaden  Seiten  der  beiden  anderen  Ebenen.  Um  Taf.  IV.  Fig.  7  I. 
(^■fts  wie  die  übrigen  zu  stellen,  wurde  MBC  alt  von  oben  angesehen 
^^li  hier  geseichnet,  sonst  hatte  eigentlich  die  nntere  Seite  dieser 
^"*««e  dem  Beschauer  zugekehrt  werden  müssen 
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der  der  efaigMcfalwiMne  oder  die  beMe»  aoliegenden  FHoheMVinkel 
fiberatuiapr. 

4)  Verbindet  man  endlich  Je  zwei  der  drei  Linien  auf  den 
weitesten  Wegen,  so  werden  alle  drei  Kantenwinicel  überetunipf, 
und  entweder  bei  einer  Ansicht  alle  drei  Flächenwinkel  ebenCÜl« 
oder  bei  der  anderen  diese  Winkel  hohl. 

Durch  die  FSÜe  3)  und  4)  ist  die  in  ▼.  Mffnehew's  Trigo* 
nometrie  aos^prochene  Behauptung,  das«  eine  Ecke  nicht  zwei 
ffberstumpfe  Kantenti  inkel  enthalten  kunne^  tbatsächlieb  widerlegt. 
Der  Irrthum  rOhrt  daTon  her»  dass  die  doppelten  Zeichen,  womit 
in  den  Gau  sslsehen  Gleichungen  alle  Fusetioneo  von  Summaoi 
oder  Differenzen  von  Winkein  behaftet  wirrden  mtfssea,  bei  der 
Formel 

sin  t(a  +  c)_     ct»st(2<-— C) 
*     sin^A      •"*       sinTS 

nicht  beachtet  sind,  und  daher  aog^eben  ist,  dass,  weil  wegen 
sinasintf=sinilsinC  der  Quotient  rechts  positiv,  diess  auch  auf 
der  linken  Seite  der  Fall  sein  müsse,  diess  jedoch  nicht  sein  kOnne» 
wenn  sowohl  a  als  c>2A  wSren.  Allein  gerade  in  diesem  Falle 
ist  das  doppelte  Zeichen  und  namentlich  das  untere  nothwendig, 
indem  dadurch  die  Bedingung  des  Positivseins  vollkommen  effBlIt 
wird.  Gegen  die  vielleicht  vorzubringende  Behauptung,  dass  die 
Fälle  3)  und  4)  fiberhairpt  nicht  zu  den  dreikantigen  Ecken  ge> 
horten',  ist  zu  erwidern,  dass  in  dem  Begriffe  dieser  Ecken  ale 
eines  Gebildes  aus  dreien  in  einem  Punkte  sich  durchschneiden- 
den Ebenen  es  gar  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  zwei  derselben 
zwischen  ihrem  gegenseitigen  und  dem  Durchschnitt  einer  jeden 
mit  der  dritten  sich  noch  einmal  schneiden.  Wenn  auch  Ecken 
mit  mehreren  überstumpfen  Kantenwinkeln  in  der  Anwendung  sel- 
ten vorkommen,  so  erscheinen  dagegen  die  mit  ihnen  besonders 
durch  die  Hulfsecken  nahe  verwandten  mit  mehreren  überstumpfeo 
Flächeowinkeln  in  der  Astronomie  und  Geodäsie  desto  häufiger« 
und  ganz  abgesehen  davon  fordert  doch  die  Wissenschaft 
Allgemeinheit    in    der   Losung  ihrer   Aufgaben. 


Pnräfe:   Veäer  einem  Smi%  warn  §mH%en  ZmkiftL  IfiS 


Ueber  eioen  Säte  von  gansen  Zahlen« 

Von 

Herrn  Doctor  Durkge 

in  Zürich. 


InLegendre's  Theorie  des  Nombres.  Part  2^.  §.  I.Art 
'oQ.  findet  sich  folgender  Satz :   Bedeutet  n  eine  gaose  Zahl,  so  ist 

fl«      *r       ix    .  «(»« — J)y       .^v       n(n— l)(n— 2).      „^    .        ,„^ 
*^'^l(«-l)"+-y;2"^(»-2)» ^-j-^3-^(«-3)»+...==1.2.3...n. 

'^vi  kann  diesen  Satz  aof  eine  Art  beweisen ,  bei  welcher  sieb 
'*8l«ich  die  Werthe  der  Reibe,  wenn  der  Exponent. der  Grossen 
**    31  —  1*  n — 2,  u. s.w.  von  n  verschieden  ist,  mit  ergeben. 

Bezeichnet  man  mit  (n)x  den  Coefficienten  von  x^  in  der  Ent* 
FOD  (l-f-^)"»   8o  dass 


^"^^•"  1.2.3....il 

^   kann  man  obige  Reibe  folgendermassen  schreiben: 

o 

^^bei  es  gleichgültig  ist,  ob  man  die  Summe  fiir  l  bis  n  oder  bis 
* —  1  nimmt,  weil  das  Glied  ßtr  k=zn  verschwindet  Setzt  mao  jetst 

n  —  1  =  A, 

^  bleiben  die  Grinsen  unverändert,  und  da 

(n)n-k  =  (n)k 
^*  ee  ^ektiler  ■«  bestimmende  Ausdnick  fiber  in 
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n 


(-l)-2i(-l)*  («)»*•.  (1) 

8etet  man 

F{x)  =  a:(ar— l)(j?— ^  ....  (jp-n) 

und  zerlegt  den  Bruch  jy-r  io  Partialbrfiche»  «o  erhilt  man  be- 
kanntlich 

1         «         1        1 


wo  Fk  den  Werth  des  Differentialquotienten   der  Function  F{x) 
nach  X  genommen  ^x  x^=zk  bedeutet.     Nun  ist  aber: 

F'fc===*(*-l)(it-.2)....r*--(A:--l))(*-(ife  +  l))(*-(*+a))....(*-») 

oder 9  wenn  man  1  •  2.3 . . . .  z  =  zl   setzt: 

F'*  =  (— 1)— *iH(ii-.*)l 


Es  ist  aber: 


^")*=jH(ir-.jt)!* 


folglich  wird 


und 


1  (-l)^*(n)fc 


1 (ill)!   S     (-l)*(n)t 

?X^)—     n!      7*       :r— Ä     ' 


Entwickelt  man  jetzt  den  Bruch      ,   nach  faNenden  Pofnasnn 

▼on  Xp  so  kann  man  schreiben: 

1  11         1  k      k*     k^ 

X 

and  erhält  dadurch: 

(2) 

worin  die  Summen  sfimmtlich  für  k  von  0  bis  n  zu  nehmen  aiod« 

In  diesem  Ausdrucke  sind  nun  die  CoeflScienten  der  negaÜTaa 
Potenzen  von  x  von  der  Form  des  Ausdrucks  (1),  indem  nor  statt 
der  Potenz  J*  alle  nügllchen  ganzen  Zahlen  als  Exponenten  tob 
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k  ▼orfcoramen.     Die  Bestimmang  dieser   Coefficienten   geschieht 

aber  leicht  durch  die  directe  Eotwickelong  Ton  w-^  nach  fallen- 
deo  Poteosen  too  x.    Setzt  man  nämlich 

eo  folgt: 

J! Lti.?i.?«4.     +^1-1 

=i^"-(5+>-+S+Ö+3*-+5)'--'- 

Noo  ist  aber  ersichtlich,  dass  diese  Entwickelung  erst  mit  der 
(tt  -|-  l)ten  Potenz  von  —  anhebt»  und  dass  diese  Potenz  den  Fae- 

tor  1  bat    Es  werden  daher  die  n  ersten  Glieder  des  Ausdrucks 
(2)  verschwinden  mflssen»  wodurch  man  erhält: 

-S*(—  1)*  {n)k  =  0,     Ä(-  1)*  (n)kk  =  0,     Ä(-  I)*  (n*)  *•  =  0, 

CO  o 

-Si(— l)*(ii)jkÄ»  =  0  u.s.f.  ....  bis  i*(— 1)*(ii)a*«-i  =  0. 
o  o 

Der  Coeflficient  des  (n4'l)ten  Gliedes  aber  wird  =1»  also: 
fc^i*(-l)*{ii)»A«  =  l   oder   (-1)» i*(- !)*(«)**"=  «.'. 

«retehes  der  Legendre'sche  Satz  ist. 

Um  die  Werthe  der  Summe  fQr  die  höheren  Potenzen  ron  k 
so  erhalten»  muss  man  auf  die  Bedeutung  der  Grossen  a  zuriick- 
geben.    Es  ist  aber 

—  a|  =  der  Summe  der  Zahlen  von  1  bis  n  =        ^i — » 

-f  o^  =  der  Summe  der  Combinationen  2ter  Classe  der  Zahlen 
von  1  bis  n  ohne  Wiederholungen» 

—  €!,=:  der  Summe  der  Combinationen  3ter  Classe  von  den- 

selben Zahlen, 

u.  s.  f.       • 

Kmi   laC  der  Coeffleient  vdo    — t^  gleich  —  tfi»  daher  erhält  «laii: 

-  ■      ■■  *     1.:-  ■:    *.  .  •■      ^^     .  .■  ...        .  .  .  P.     I....- 


..-.'' 
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(- 1)-  Zk  (-  D*  (n)t  Ä*+»  =  «!  5<5+i). 


II 


Der  CoefBcient  von  -rqp,  ist  gleich  ( — <f2-hai*)»  nnd  fflbrt  mtä 

die  Rechnong  aas»  so  findet  man  Ihn  gleleh  der  Srnnme  Aer  Con- 
binationen  !2ter  Classe  der  Zahlen  1  bis  n  mit  WiederholuogeB» 

datfer  wird  (— l)"2:ik(— l)*(n)AA^*=  nfmai  der  Sorome  derCom- 

0 

binationen  2ter  Classe  mit  Wiederholungen. 

Ffir  die  höheren  Potenzen  von  k  aber  Ifisst  sich  der  Werth  der 
Summe y  wenn  er  aock  immer  ermittelt  werden  kann,  doch  nicht 
so  einbcb  aussprechen. 


Beweis  des  von  Schlomilch  Archiv  Bd.  Xu.  No.XXXV. 
aufgestellten  Lehssatzes;  —  über  die  Ableitung  des  Dif- 
ferentials von  logr^a;;  und  —  über  eine  allgemeine  Auf- 
gabe aber  die  Functionen  von  Abel. 

TOQ 

Herrn  Hofrath  Dp.  7.  Clausen 
so  Dorpst. 


Der  in  Rede  stehende  merkwürdige  Lehrsatz,  der  eine  Ver- 
gleichung  sehr  hoher,  noch  nicht  bearbeiteter  Transcendenten 
69fthilt,  dnrcli  dssseo  Auffindung  Schlomilch  grfsseii  9<;h«cr* 
shm  geaeigt  hat,    scheint  mk  den   Wec  ra  einer  sehr  ergi«* 
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liigeii  Emdte  ««f  diesem  Felde  zu  Offnen.  Lange  habe  ieh  fer- 
ner« agagedehote  Untereachuogen  dieser  Art  vergebens  erwartet. 
Um  die  Anfinerksamkeit  des  mathematischen  Pablikams  aufs  Neue 
und  ndir  auf  diesen  Gegenstand  zu  lenken,  gebe  Ich  folgende 
AnflSeiuig. 

Nach  Minding's  Integraltafeln  p.  157.  ist: 

/a,                                                Jn[w)sin(narctang^) 
^«j*-iglnf|j^jg^_ ^ , 

ß 

/a>                                           I     ri[n)  sin  (narctang-) 
e-««a:»-»sin(3i?:r)8ar=^ _JL, 

o  («•  +  /?«)« 

ß 


f 


I     IX»)  eitt(n  arctang  — ) 
-»•In  (5/Ja:)  Bx-^~ 5—?^ 


ilso 


ß 

/OD  j    iT») »in («arctang^) 


f 


{ e-«*8inOJj:)-.e-««»sin  (3/Jar)  +  c-*«sin(5/Jar) 

—  r-^«'sin(7/?j:)  +  ....J«^-*8x 


sin  («  arctang  ^)/(fi). 


(«•  +  ?•)* 


a 


wenn  man  A'*)='~5;+5i  —  7S  +  *^^'  '"  iufinitum  setzt. 
Sei 

Ä=e-"sin(jJjr)— «-»«»sin(3/Jar)  +«-•«»  sin  (5/Jar)— etc., 

T = e-"  cos  QJa:)  -  e-»«  cos  (3/Jx)  +  e-*«  cos  (ö/3;r) -etc. 
Hieraus  folgt  sogleich: 

Scos(2/3a:)-f  7*s1n(2/)a:) 
=  #-«  sin  (ißx)  -  r-^  sla  (S^ar)  +  r-^  sin  (7/Jj:)  -  etc. , 

rGos(2/Iji)— £8in(2/Lr) 
=  «-«cos  (3/Jlir)  -  «-»^coe  (5/fet)  +  «-•«f  cos  (7/te)  -  etc.; 
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tr^tkn  (ßx)  -  S  =  e-««co8(2/?j:)  S  +  e-««»iii  (2^)  Tp 
e-"  cosißjc)^  r=6-««'co8(2/Jar)  T  —  «-*«*  sio  &ßx)  S; 

mnd  blerans: 

«-«sin  (/te)  =  1 1  +  «-««cos  {2/te) )  Ä  +  «"««'sin  (2/Jar)  T, 
«-«cosOte)  =  — «-««sin  (2ßx)  S+  { l+r-*»cosC2/Jar)|  T ; 

woraus  darcb  Elimination  von   T  folgt: 


'^  ""  1  +  2c-««' cos  (2ßx)  +  «-*«** 


Also  wird 


/ 


*  <-"(!  -g-««')ain(|?a;)it— ^aj;         r(n)  .„.».„./»^*.v 

H-2«-««co«(2fix)+«-*«    = -Bia(natctmg^J/(n). 

Setzt  man  0  =  0»  /?  =  1>  so  wird  der  Zähler  unter  dem  Inte- 
gralzeichen =  0>  und  der  Nenner  nicht  verschwindend,  ausser  in 
den  Fällen  2a:  =  ff,  3n,  67t,  etc.  Uer  Werth  des  Integrals  be- 
steht also  in  diesem  Falle  aus  mehreren  einzelnen  Theilen,  derea 
Summirung  mit  der  Cauchy'schen  Residü  -  Rechnung  Aebnlicb* 
keit  hat 

Es  sei  ßizil  und  a^sO  eine  sehr  kleine  Gr5sse,  deren  Qua- 
drat und  h5here  Potenzen  vernachlässigt  werden,  2x=(2k  +  l)n+^ 
so  dasH  man  die  Integration  auf  sehr  kleine  Werthe  von  i  be* 
schränken  kann;  dann  wird: 

1 +2«-««*cos(ar)  +  e-*««=(I  +  6-««')«cosÄ*  +  (1 — e-««*)«  sin«« 

Es  ist  nun,    wenn  man  sich  auf  die  niedrigsten  Potenzen  von  $ 
und  i  beschränkt: 

l  +  6-««'=2,  cosar  =  ±|»   1 -«-*«' =(2X+1)»Ö,  sin «=(-.!)* . 
demnach  &lr  einen  bestimmten  Werth  von  X  das  obige  Integral: 


/ 


(-i)A 


J«+|(2i+l)«.d|« 
Sei  i=ißi,  +  l)n,dt».ag$^  so  wird  da«  Integral: 

(-l)*/f(i+4)"-'«^3*, 

ff  -    jf«        ' 

welches  man  von  1=  —  q   ^^^/^^  ^^^^^^^  k^na,  da  wegen  der 
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KieiolMit  TOB  6  ein  kleiner  Werth  von  i  schon  einem  H^^nkel  von 
7  nahexa  entspricht.    Das  Integral  wird  also: 

nnd  also  ßr  alle  ganze  Werthe  von  k  von  0  an  bis  od: 
welches  die  von  ScblSmilch  gefundene  Formel  ist. 


Das  Differential  von  Log  r(x)  lässt  sich  auf  folgende  sehr  ein- 
fi^he  Weise  ableiten.  Es  ist  (Minding's  Integraltafeln  p.  151.): 

Difereotiirt  man  nach  A,  so  ergiebt  sich,    wenn  man  nach  La- 

grange's  Bezeichnang  — g^zzjT'Ci)  setzt  und  -j^  durch  if{%) 
beseichnet : 

y**   Log(l-:r);r«-i(l-:r)*-»aa-==:^|^\*(6)--^(a+6»^ 
o 

Smi    (iB-|-6)  =  <»   6=1,  also  a  =  ^ — 1»  so  wird 

r{a)r{b)  _  r(t^^) i_ 

also 

y**  Log(l-jr)ar'->aj:  =  ^-3^ti(;(l)-tf;(0l, 
o 

oder    durch   tfaeilweise  Integration: 

1  1        /*ia:'-i— 1 

=Tn(*'"*-i)Log(i-^)  +  t—ij   -T=:^^*^ 

o 
and  da  der  erste  Theil  an  beiden  Grenzen  verschwindet: 


Thiril  Jf^T  » 
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Im  Bweiten  Bande  von  Crelle's  Joornal  fflr  Mathematik 
findet  sich  eine  Abhandlung  von  Abel  über  die  Functionen«  welche 
der  Gleichung 


.  j 


Genfige  leisten.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ergiebt  siclf  aieiii* 
lieh  einfach  auf  folgende  Weise.    Es  sei,  wenn  tf;(z)  =  «,  z  =  iPiM» 

/(*)  =  *\(ö»   also  auch   Ay)  =  Fi(e); 

so  wird 

^i(S+e)  =  FiSi  FM  +  Fiv)  F|(Ö. 

ÜICerentlirt  man  zweimal  in  Beziehung  auf  {»  so  ergiebt  sich: 

^i'(5  +  r)  =  F(5)F,W  +  F/(|)F(ü). 
*/«  +  tJ)  =  F^'Ö)  Fi(f,)  +  F^^a)  F(v). 

3etzt  man  nun 

|=ifc,    F(0  =  ^,    F'(|)  =  J',    F«^(9  =  i^^ 
F,{Ö  =  B.    F,'{|)=Ä',    F/(Ö  =  Ä^ 

so  geben  die  obigen  drei  Gleichungen,  nach  Elimination  voa  FXv) 
und  F,(r): 

deren  Integration  bekannterweise  sehr  leicht  ist. 
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dx ,  wenn  m 

md  n  positive  ganze  Zahlen  sind  and  nv>n  oder  m^=n  ist 


Von 


Herrn  Professor  Dr.  JP.  Min  ding 

an  der  TlniTersität  so   Dorpai. 


Vr«nn   n  =  I   und  m  eine  gerade  Zahl  i^t,  »o  wird  das  For^ 
gelegte  Inte^inral  =qd.    Denn  es  ist  für  ein  gerades  m 

die  Sonmie  der  eingeklammerten  Reihe  ist  aber,  wie  bekannt,  un- 
endlich gross.    Dieser  Fall  bleibt  daher  im  Folgenden  unbeachtet 

1         1      /** 
Die  Gleichung   1^=^"   /       6-'yy"'"*rfy  giebt 

o 

/•sinjT*   ,  1     /•*    .  ,      /*  * 

O  O  o 

^^  Tn    I      y^~^^y  I        e-'y  siDX^dX' 

(>  o 

Fflr  ein  gerades  m  ist: 


«in«*=«(cosjfur  — niicosm — ^2j?+mjCosiii— 4  a:  — ....  +  (— l)«^.ijfia,r) 
und  für  eb  ungerades  m: 


sie  j;*=<(siniiMr^  Uli  sinm— 2^-f  masinm— 4a:— ....-f  (— 1)^ 
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xn 


WO  m'  dberall  (är  die  grOsste  in   ^  enthaltene  ganze  Zahl  and  t 


Wr  V^J^    gesetzt  ist. 
Da  ferner 


J       e-'y  cos  ao!  dx  =  ^^^»  J        r-'SfsinaarAr  =  j3f-2-p 


o  « 

so  folgt  (iQr  ein  gerades  m: 


/•sin:i:«^         e      /**  v_i 

o  o 


und  für  ein  ungerades  m: 

0  o 

*""m«+y*""    ^;i2«  +  ya        ^JUi^  +  y*  ""   •+         1+y«         * 

Bezeichnet wiederuron' die grusste in  ^    enthaltene  ganze  Zahl» 
c(o'  ist 

wo  n  — 2n'  =  0  oder  =1,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade; 
trennt  man  mit  HGlfe  dieser  Formel  in  Y  den  ungebrochenen  Theil 
Toni  gebrochenen,  und  bemerkt  dabei  sogleich,  dass  die  (n— 2)te 
Potenz  von  y  aus  dem  ersteren  wegfällt,  neil  fiir  gerade  m 

1— mj  +  Uta— ... .  +  (—  1)"»' .  inim'  =  0 

ist,  so  «folgt: 


m  mmd  n  potUlte  pame  ZmUem  Bind  und  «•>»  »der  m:=m  M.  178 


— 1 


1^=       2^      (-l)*-».y^»-«»|m«*->-»i,.iM-2"-Hni».m-i**-'-.. 

-t-i-ly^.mmf] 


(Der  in   F|  vorkommende  Crenziverth  n — n'  —  J  yon  k  drfickt  die 
n—  1  n      1 

grünste   io   — »—  enthaltene  ganze  Zahl  aus,   nämlich  — :j—   fllr 

«h  ungerades  n»    ^i"*^  ^^  ^****  gerades  n,)  Werden  obige  Reihen 

flu  sinx*  bei  geradem  m  2Amal,  bei  ungeradem  m  (2iG;— l)nal  dif- 
ferentiirt,  so  kommt: 

3**-siDj:*" 


Q^^-  =g( — l)*«(m**cosma: — wi|.m— 2**.co8»i— 2^:  +  .... 

f  ....  +  (—  l)«'-* .  wi«'-i .  2**  coa  2ar), 

a«*-i.sinx» 


A,^ — =(— l)^*«(m**-*co«iiu?— wi  .wi— 2**-*  .cosm— 2jr+.... 

. .  .  .  +  ( —  !)•"* .  tHm'  cos  J:), 

jenes  Rlr  gerade,  dieses  f&r  angerade  tu.  So  lange  nun  die  An- 
sah! der  Differentiationen  kleiner  ist  als  m,  sind  die  Ableitungen 
Hokerband  mit  dem  Factor  sino:  behaftet  und  verschwinden  also 
ntw  ^=zO.  Wird  daher  die  im  Folgenden  mehrmals  wiederkeh» 
rendc  Summe 


m*  —  j»! .  m— 2*  +  iiii .  m— 4*— . . . .  +  (— 1)«'-^ .  wim'-i .  2* 

zur  Abkürzung  mit  ffm,  k)  bezeichnet,  so  dass  m  in  f{m,  k)  immer 
rine  gerade  Zahl  bedeutet,  hingegen  für  ungerade  m  die  ent> 
eptecbende  Summe 


m*  —  mj  .m— 2*  +  wii.iii— 4*  — ....  +  (— l)~'.fii«,'S=/il 

gesetst;   mo  ist  /(m,  2iS;)  =  0,   wenn  2A:  eine  Zahl  ans 
2,4,  6,8,  ....m— 4,  m- 2  ist,  und  /i(m,2*-l)=:0,  ü 
eine  der  Zahlen  1,  3,  5,  7,....fit — 2  ist. 

FOr  2i=:ai  erhSlt  f{m,m)  und  für  2Ä:— I=m  f^i 
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o 

Diesen  Snmmationen  zofolge  verschwinden  in  Y  and  F^  sIuibA- 
liehe  positive  Potenzen  von  y,  und  es  zeigt  sich,  dass  T  und*  F| 
in  der  That  Sehte  algebraische  Brüche  sind,  nSmlicb: 


Fflr  ein  gerades  n  ist  it'  =  »»  daher  findet  sich  sofort  doreh  hk' 
tegration»  zufolge  der  so  eben  erklärten  Bedentong  des  Zeiehens 

y*    Fdy=(-l)^.J./(m,ii-l). 
o 

Ferner  ergiebt  sich,   wenn   }|  zuerst  von  0  bis  y  integrirt  wird: 

f^  F,rfy==(-l)^"\ilm«-^log(I+^*)-mi.;;ri2--Mog(l+^^ 
'o 

+  ....  +  (-l)«»'.in«'.log(l+^l. 


Es  ist  aber  i  log  (1  +  ^j)  =  logy  -  log m  +  1  log  (1+-^^);  wird  dies« 
♦  tu  y 

Ausdruck  nebst  den   entsprechenden   ähnlichen   lü    vorgebendes 
Integral  eingeführt,   so  folgt : 

y^  F,dy=(-l)^"''{/,(m,n-.l).logy  +  m--^ilog(l+~) 
•  


-f  ( — l)*|m?»^*log//#  —  lÄi  .m— 2"-* .  logm — ^+ .... 

0 

Es  ist  aber  ^(m,  it— 1)=0»  weil  hier  m  und  it^l  ungere^fP  «ik) 
undn— l<i?i;  daher  fkllt  das  erste  Glied  rechter  Hand  sofort 
aus;  geht  man  ferner  zur  Grenze  yasoD  über,  so  vevscllwtndee 
auch  die  folgenden  Logarithmen,  und  es  wird  für'  gerade  nFl     ' 


y*    rcly  =  (-l)«".U«i-Mog(I +  ?!)_.... 
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a 

+  «4.  m^"-^.  log  m^— . . . .  +  (— 1)«'->  iii«'-i  .3"-Mog3 }. 
Fflr  aogerade  n  wird: 


....  +  (_l)«'-i.Hi^.i.2«-Mog(l  +^)J. 

Wird  hier  wieder  mit  den  logarith mischen  Factoren  dieselbe 
¥erwandloDg  vorgenoniinen  wie  vorhin  und  bemerkt,  dass  fflr 
gerade  m  und  angerade  n»  wenn  zugleich  n — ]<f?t  ond  n  we- 
■^iiten8  =3,  /(m,  n — 1)  =  0  ist,  so  verschwindet  auch  hier  das 
im  Integrale  auftretende  Glied  /(m,  n— ]).log^;  ferner  werden 
die  übrigen  Logarithmen  in  dem  Integrale  =0  fiir  y  =  OD,  und 
man  erhält: 

Frfy=(— 1)  •  |m*-*logwi — wii-wi — 2"-*.logm— * 

*  ....+(- 1)-'-* .  m«'-i .  2«-»  log  2 1. 

Endlich  Ist  für  ungerade  n: 

0 

Bexeichnen  wir  der  Kfirze  wegen  auch  noch  die  Summen 


m^logfii — iHg .  wi— "2*.  log  m — 2  +  m% .  m— 4* .  log  m — 4 — .... 

....  +  (—1)«      .  Wim      .2*log2  durch  f{m,  ft,  logw). 


fM^logm — mi.m — 2*.  log  m— 2  +  .... 


....  +  (-1)   •    .m.^g.3*iog3 


durch  /iCm»  A,  logm),  wo  immer  m  in/* gerade,   in/|  unirerade  ist; 
9D  lassen  sldi  die  den  unterschiedenen  Fällen  zugefaOi 
des  ganicbteii  Integrals  nunmehr  wie  folgt  schreiben 
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0 

a^    €^^=     2*,rit     ^^^*  ''""*^    ^"^  '"    ^  gerade)  !•   1 


0 


(— 1)  •  n 

— 2m.ru       /i(>w,n~l)    (m  und n  ungerade)     8. 

(—  1)      • 

=  2m-i  rn   ^^'  **""' '  '®*"*^    ^"*  **'• ' "  angcr.)  1 

(—  1)      * 

=  2„^i  P^fiim.H'-'l.logm)    (mnoger.yftger.)  i. 
Hier  ist,  wie  ich  zu  grösserer  Deutlichkeit  noch  hervorheben  will: 


-I 


2 


m--l 


/i(m,it— l)e=m»-^— inffii— 2«— *+m2.m— 4"-*— ....+(— 1)  *   .mm— i, 

a 


/(»/,  n — 1»  logm)  =  m"-^logiii — nti  ,m — ^2»'**.logm+ ... . 

,m 


....  +  (-1)^    \m«_^.2— Mogl 


/J(//i,  n— 1, logm)=m"~^logm— iiii .m—2"~*. logm  + ... . 

...+(— 1)"^ .  iw«:^ .  3«-i.  lo^ 
Insbesondere  wird  für  m  =  1 : 

/        \~xj   ^=  2*, Tn^^'  """^^  ^*"°  "  gerade, 

0 

=5q^   „  /i(wyn— 1)  wenn  n  ungerade. 


Beispiele. 


0 

0 

i0BaB  M 

=fe./ 

'*V""'^*^.-»Y 

'•»loar« 

0 


o 
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o  o  o 

3«    /•«  8in:r»  .       Ö«    /*»/8mar\»  115.« 

o  o 

,       /»»»Ina:«.        ,     .   /»««mx«  3,     256    /»»alnar«. 


1  ,     3» 


4. 
o 


/»■lii«»j       3,     ,    /»»sinx».        5,     27    /»•sinar»^ 
-^dx=|log3^       -is-'^  =  i6««R5y      -^«^^ 


5.     6" 
=  96'*«^ 

leb  benutze  die  gegenwärtige  Gelegenheit,  um  über  den  Zu- 

sammenbang  zwischen  den  Integralen  /  dx  und  /  l 1  dx 

eine  Bemerkung  einzuschalten,  weiche,  wie  ich  mich  erinnere, 
▼or  mehreren  Jahren  einer  meiner  damaligen  Zuhurer,  Herr  8.  N. 
Zwett,  mir  mittheilte. 


Es  ist 


daber 


,  sin  X*       sin  2a:  ,         /sin  x\  •  , 
d =  ——-Ar—  1  — -- )  dx\ 

X  X  \    X  J 


oder 


sina* 


0  0 

Aus  dieser  Bemerkung  folgt  fiir  a=aD  wieder ,   wie  oben  gefiin- 
den  ward, 

o 

Anch  m5chte  noch  die  Folgerung  der  Erwftbnung  werth  sein,  dass 
Ar  aiDii=:0,  also  a^nn^ 
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o  ^  o 

wird. 

In  einem  an  mich  gerichteten  Schreiben  aus  Tschernigow 
vom  17.  Mai  d.  J.  stellte  mein  schon  genannter  Freund  Herr  Zwett 
fiber  bestimmte  Integrale,  welche  eine  periodische  FonctioD  ent- 
halten, folgende  Betrachtungen  an,  auf  die  ich  schon  desshalb 
gern  näher  eingehe,  weil  sie  mir  zu  der  gegenwärtigen  Unter» 
suchung  den  ersten  Anlass  gaben. 


Es  ist 

0  o 

wo  Fx  eine  sogleich  anzugebende  Function  ist  und  statt  sinx 
auch  eine  andere  periodische  Function  gesetzt  werden  kann.  Da 
nämlich 

=y  +y  +  • 

0  Ö  «w 

/2(n-fl);z  n%n 

fx .  g>(»in  x)dx=  I        f(x  +  Äi^) .  tpisln  x)  cfcr, 

%nn  0 

80  folgt: 

Fj:  =  /5r  +  Aar +2w;  + /(a:  +  4»)  + ... . 

Die  angegebene  Umformung  gilt  unter  der  Voraussetzung,  *dass 
Fx  zu  einer  endlich  auszudrfickenden  Function  convergirt.     Es  sei 

/ir  =  —  ,    y(sin  x)  =  sin  a:",    so   wird 


oder 


|.^_i,  4._L_    . 


L  I   *  4. L_-i.-_J_ 


Nun  ist  aber 
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*        J»+l_  P^  dt    pttx^ldt 

•■^(:r+I)«  + J       tj        1-*  • 

o  o 


mllgemein : 

j:-+(JTi)^  + ;/      tJ      t'J      ij     T=T' 

ö  II  0  0 

daher 

1.1 .         A>  ^..V1     X     r^dtP*dt       p'dtpH'-^dt 

ii +  (¥+!)=+•  •=^^«^"'(-^'*^)7/     tJ    1-J     ij    TUT' 

0  0  0  0 

imd  weil  Dach  obigem  Satze 

/OD  j-%V 

fxq>{%\fix)dx=^1n  I       t\^lnx) q> {»in^liix) dx f 

o  0 

•o  folgt: 


rm^ 


0 


1        p^dt  p^dt       ptdtp*     dt       /'*     _ —    , 

0  0  0  0  0 

wo  die  Anzahl  der  Integrationen  nach  /  gleich  n  ist. 

So  weit  ging  die  Mittheilung  des  Herrn  Zwett;  es  schien 
mir  der  MCihe  werth«  den  darin  angefangenen,  aber  freilich  iregen 
der  vielfachen  Integrationen  einige  iSchwierigkeiteu  darbietenden 
Gang  der  Rechnung  weiter  zu  verfolgen.  Setzt  man  allgemeiner 
^(«iDa;)  =  8iDx>",  so  ergiebt  sich  auf  demselben  W^ge: 


/ 


*  sin  ar*"  , 
dx 


x^ 
0 


/^dt     p^dt  pt  dt     P'      dt        i^i      — _-     ^ 

2^57     ^t'"J      2^tJ      W^)J      <'^'"2^'--^. 


0  0  0  0  0 


Nach  Einflfhrong  der  Reihen  fBr  sin29e;ar^  und  mittels  der  Integrale 

/*»  „  .  „  ,         2m« (1-0 


0 

/^      dt        P^  An^h^ 

i(ßl)J      «•a-co.2m«:)«ir=4log(l  +  ^-^). 

0  •  0 

0  0  \*®^</ 

wird  nun  folgender  Werth  in  Gestalt  eines  (n— l)rachen  Integralü 
gefunden,  nämlich: 

0  0  0  0 

wo  für  gerade  m: 

7'=  »^_i .  llogd  +  ^ -m«.-..  4log(l+ ^ 

+  m«._, .  4Iog(l  +  ip^)~....  +  (- D-'-i  .i  loga+ ^f^), 

logp  logl* 

und  für  ungerade  m: 

y=  ii  =fii«»aretg — j-  —  ifiM'-iaictg j +iiim'-«arctg-— -y—  ... 

log-j  log  j  log  - 

•  -  •  +  ( — l)"^arctg 1-. 

•  2ff 

Durch  EinfBhrung  einer  neuen  Veränderlichen  e  =  — s      werden 

diese  Integrale  auf  folgende  Gestalt  gebracht : 

0  0  0  0 

wo  die  Anzahl  der  Integrationen  rechterband  stets  n— 1   ist,  und 
für  gerade  m: 

JTs  mnr-i.Vlog(l  +2M)  — m»'-«.  ilog(l  +4«©«)  + .... 

....+(-I)-'-».ilog(l+m«u«), 

filr  ungerade  m : 
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r=  Ii  =iiiai'arctgr— fitiR'-iarctgSo  +  ....  +  (— l)*'arctgm©. 

Die  AusfÜhniDg  der  gesonderten  lotegrationen  stOsst  aogleich  auf 
die  Schwierigkeit  9  daas  achon  die  ersten  oder  doch  die  zweiten 
integrale  der  Glieder  von  T  und  7\ ,  in  so  fern  sie  von  Null  anfan* 
gen  aollen 9  unendlich  gross  werden;  wesshalb  dieser  Gang  der 
Rechnung  auf  den  ersten  Blick  überhaupt  nicht  zum  Ziele  zu  füh- 
ren« sondern  sich  in  Unbestimmtheit  zu  verlieren  scheint.  Bei 
niherer  Prüfung  zeigt  sich  jedoch,  dass  dieser  Uebelstand  geho- 
ben  wirdy  wenn  man  von  jedem  Logarithmus  oder  arctg  in  T  die 
ersten  Glieder  der  dafür  geltenden  Reibe,  bis  zu  der  zunächst  der 
»teo  vorangehenden  Potenz  von  o,  abzieht,  indem  vermöge  der 
Eigenschaften  von  T  alle  so  hinzugefügten  Glieder  sich  flQr  jeden 
Werth  von  v  zu  Null  aufheben.    Setzt  man  nämlich 


«•-4t^  +  Jc«-....  +  (-l)"-"'.^z:^=9(r). 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  2n — 2n' — 2  die  der  n  zunächst  vor- 
hergehende gerade  Zahl  ausdrückt,  nämlich  n — 2,  wenn  it  gerade, 
and  It— 1,  wenn  n  ungerade  ist;   so  ist  stets 

-1.  v(2p)  -  mm'-a .  9(^v)  +  ifim'., .  9(617)—. ...  +(—  l)"^-» .  9(i]i9)=0» 


»il  jede  linkerhand  vorkommende  Potenz  von  e,  sie  sei  v'^,  die 
Samme  f{m,2k)  zum  Factor  bekommt,  welche  hier  wieder  =0 
ist,  weil  m  gerade  und  grösser  als  2,  2k  wenigstens  gleich  2  und 
kleiner  als  m  ist.  Demnach  ist  also  T  folgendermaassen  zu 
schreiben : 


9T=:mmr^i  l  log(l+2^«)-9(2t>)|~iii«'-aUog(l+4V)-9(4c)|  + 

....+(-  !)"•'-*  I  log  (1  +  mV)  —  9(mr)  |. 

m^ird  auf  ähnliche  Weise  gesetzt: 


..•• 


I,2«-1 


wo  2ii'  — 1  die  der  n  zunächst  vorangehende  ungerade  Zahl  dar- 
stellt»   so  ist  wiederum 


9i(©)— nw-i .  9i(3»)  +  mm'-a.9i(6»)— ....  +  (—  I)«»'9i(fii©)=0, 
daher 

7|=iiiiH'|arctge— 9io) — maf-it  arctg  Sv—  9i(3p)|-f .... 
....  +  ( — l)"^  t  arc^sw— 9(me)|. 
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In  diener  Form  lassen  sich  non  die  gesonderten  Integrationen 
alle  ToHsiehett;   ich  setse  einige  afs  Beispiele  hierher: 

/•^log(I+r.)=2.rctgr  +  .-'i!5<^>. 
'o 

J     ^y     ;iilog(l  +  r«)-B«J=^ j2 .2(l-p)l»s(l+,»), 

•  0 

0 


O  0 


Q.      8.      f. 


^  |arctgr-r}  =  1-— f .2'''S(1+«^*). 

0 

o  o 

0  0  0 

I        11  ,  ,,        1     arctgr  .  /l       1\1,      „     ■ 

n.    s.    r. 
Um  allgemein  die  (n— l)faeheo  Integrale 

0  0  't> 

und 

/•  dt?    /'        P^dt, 
^iJ'-J      i«  I arctgr  —  <Pi(r) I  =  i|;i(t) 

0  0  0 

In  Hinsicht  auf  Ihr  Verhalten  fiir  v  =  qo  zn  untersuchen ,  hat  man 
nur  nutbig»  die  vorgeschriebenen  Integfationen  ßir  sehr  grosse  e 
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der  hScbsten  in  9(0)  und  ipi{v)  vorkommenden  Potenz  tod  r 
▼oHxieheD ;   man  findet  darcb  die  wiederholte  Integration  dieses 

hdcbsteo  Gliedes  in  g>(r)  bei  geradem  n:      j,.  jv » 

bei  ungeradem  it :  ji iogr; 

(—1)* 
in  9i(p)  bei  geradem  n:    -^ — p iogo, 

.   .            j            (—1)  »     1  +  logr 
bei  ungeradem  n :  j,.  ^.v  • ^— • 

In  ersten  und  vierten  Falle  nähern  sich  diese  Werthe  mit  wach- 
•eodem  n  der  Null,    woraus  sich  der  Schiusa  ziehen  Ifisst»  dass 
^0)  uod  ^i(o)  fiir  r=(»  dann  endliche  Werthe  erhalten ,   wenn 
m  and  n  beide  gerade  oder  beide   ungerade  sind ,   oder  kürzer« 
wenn  m-\-n  gerade  ist.    Dagegen  werden  bei  ungeradem  m  -ft 
die  Werthe  von  ^v)  und  tf;|(o)  fSr  r=0D  unendlich  gross,  aber, 
wie  aas  vorstehenden  Integralen  im  zweiten  und  dritten  Falle  her- 
vergeht, in  der  Art,  dass 

^v)  —  d  log  e  =  B{v)    und  ^1  (») — ^j  log  (©)  =  B^  (e) , 
wo 

a=      jp;j—   uod  ^  =  -j^ 

iBi  e=ao  endliche  Werthe  erlangen. 

Um  nun  auf  dem  gegenwSrtigen  Wege  das  gesuchte  Integral 
sn  finden,  hat  man  die  Werthe  folgender  Ausdrücke  ftir  r  =  OD  zu 
hestimmen,  nämlich: 

I. 

|il»W-i.2"-»^(2p)  — iJt»,'-«.4"-».^(4r)  + .... 

....+(—  1)-'-» .  m»-» .  ^(me)  \  ßlr  gerade  m, 

....  +  (—  1)"*' .  m""* .  ^1  (mr)  I  für  ungerade  m.. 

^•  +  «  gerade,  so  erhalten  ^(2p),  ^(4r),  ^(6e) fflr  e  =  a 

•k  denselben  endlldmi  WeHh  ^od),  und  ebenso  ih(^»  iH!99\ 
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o 


X» 


ifi  (So) , ....  alle  den  Werth  ^| ( oo).  Die  Bestimmung  dieser  Werthe 
wdrde  jetzt  ooch  eine  besondere  Untersachung  fordern ;  vergleicht 
man  aber  die  oben  gefundenen  Ergebnisse»  so  folgt  sofort,  wenn 
m  +  n  gerade  ist. 


II   .  «— 1 


*(»)= p^ und   ^j(QD)  =  — 22=*^ • 

— —^dx    wieder    wie  oben    in    den 

0 

beiden  einem  geraden  m-i-n  entsprechenden  Ffillen. 

Für  ein  ungerades  m -\-  n  setze  man  ^(v)  =  6(jd)  +  6  löge» 
^i(o)  s=  dj(e}-f  ^ilogOy  wodurch  die  beiden  vorigen  Ausdrficke  in 
folgende  fibergehen: 

^  Jw«'-i.2"-*.ö(2r)  — . . . .  +(— l)"'-i  .m«-iÖ(iiip) ) 
+  ^  •(-*)*'"*<  A»»*  «— l)log»  +  /i[»i»  «-1»  logm)|, 

+  ^.(-l)'"'l/;(m,ii^l)loge+/l(m,n^l,logm)}. 

In  dem  ersten  dieser  Ausdrücke  ist  m  gerade»  n  ungerade,  und 
n  —  1  <  m»  jedoch  n —  1  wenigstens  =2,  daher  f(m,n — 1)=0; 
In  dem  zweiten  ist  m  ungerade»  n  gerade»  it  — l<m  und  n  — 1 
wenigstens  =1,  daher  ^i(ifi»n— 1)=0;  hiermit  verschwinden  die 
den  Factor  logo  enthaltenden  Glieder.  Für  o=oo  erbalten  ferner 
6(2v),  d(4r),....  alle  denselben  endlichen  Werth  ^(od)  =  9  and 
eben  so  di(o)»  di(3o)»....  denselben  endlichen  Werth  ^i(qd)=s0|. 
Daher  verwandeln  sich  fiir  o  =  od  die  ersten  Glieder  der  beiden 
vorstehenden  Ausdrücke  in 

|^.(_l)»'-i./;[m.«-l)  und   .2J-i.(-l)"'.A(»i.n-l). 

und  werden  also  gleich  Null.  Es  bleiben  also  als  Werthe  des 
gesuchten  Integrals 

^^  ^ — '-ftmy  n— 1,  logm)  für  ein  gerades  m  und  ungermdo»  m, 

oj,-!   '  /i("»> »  —  ^ » log^)  'S'  «'•"  ungerades  m  und  gerades  n; 
llieroiostiiBnMmd  mit  den  vorher  gefundenen* 
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Methode  nouyelle  de  discassion  des  lignes  et  sarfaces 

da  second  ordre. 

(Methode    des    sections    planes.) 

Par 
Monsieur  Georges  Dostor, 

Docieor  ^c  aciencet  Diath^matiqnea,  Membre  de  la  Soni^t^  dea  Seieo 
et  Arts  de  l'Ile  de  la  R^nnion  (Mer  des  Indea). 


1.  Cette  inethode  consiste  ä  ramener  Tetude  de  la  sorface  4 
Celle  des  sections  qu*y  döterminent  certains  plans.  Elle  fournit 
des  caract^res  analytiques,  qui  permettent  de  reconoattre  imm^ 
diatement  la  natare  g^om^trique  de  la  surface. 

L'^qaatioD  du  second  degrö 

+2Cx+2C'y+2C"z  +  F=:  0  (1) 

peat  repr^senter  trois  esp^ces  de  surfaces«  auzquelles  r^pondent 
des  caract^res  analytiques  bien  deatincts,  que  ron  obtient 
inunMiatement  par  la  translation  de  Torigine  au  centre  m^me  de 
la  sorface»  supposö  r^el  ou  Imaginaire,  unique  ou  multiple»  k  uoe 
distance  fioie  ou  ä  Tinfini. 

g«  1.    Snrfaees  donees  d'an  eentrc. 

2.  Supposnns  qne  la  surface  (1)  snit  rapportöe  k  son  centre; 
reqaaÜon  (1)  >^  change  en 


y(x,  y,  2)=Ax^  +  iiy +^''2«+ 2Äy2+2Ä'zar+2i?'j:y+lf =0,  (2) 
oik  Ton  a 

en  atae  temps  qoe 

Tkeil  XXX. 


IM  Bdiiör^    Mitkode  nmtteiie  de  dUcunion 

n=AB*^A'B'*^A''B"*—AA'A'''-'iBB'B'',  . 

=  A'{B'*-A''A)—B''{BB'  - 

= A'iB^  -  AA')  -  BiBB'-^B) 


=  A(B*—A'A'^—B'(B''B-A'B')—B''(BB'-A'ff'),  . 


'-A'B^—BiBB'-AB).  l 
r-AB)-B'(B''B-A'B')i  ) 


an) 


-N=C(B*—A'A"HC'{A''B"—BB'):i-C''(A'B'-BB^, 
=B(BC-B'C'-B"C'')~CA'A''-^C'A"B'^C'A'B'; 

-N'=  dB'*  -  A'A)  +  C(AB-  B'B")  +  C\AB-  BfB), 
=B'(B'C'—B''C"-BC)—C'A''A+C''AB+CA'B''; 

-N'=  CiB^^-AA'y+CiA'B'-B'ß)  +  C'(A'B'-BB'), 
=B'(B''C''—BC—B'C')—C''AA'+CA'B'-^C'AB. 

Les  ^galiMs  (II)  doiinent: 

AD  a=  (AB-  B'B")*  -  (fi'«  -  A'A)  (B^— AA'),  \ 
.  A'D=(A'B'-B'B)*-iB''*-AA')(B*-A'A'')A     (IV) 
A''D = (/l"Ä" — BB")* —(B*-  A'A")  (Ä'«—  A"A) ;  ) 

BD={B*-  A'A")(AB—B'B")-(A'B'-B"B){A"B'-BB'),  \ 

B'D=(B'*-A"A)(A'B-B"B)-(A"B"-BB')(AB-B'B'),\(V) 

B"D=iB"*-AA')(A"B"-BB')-(AB-B'B")(A'B'-B"B).) 

Les  tfqoations  (III)  foarnUsent  auMii : 

(VI) 

19C-N'C  —  ]S"C=2C'C''{AB—B'B")—C*(B*~A'A') 
+  C'HB'»-A"A)+  C"*(B"*-AA'), 

N'C'—N"C"  —NC=  2C"C(A'B'—B"B)  —  C'HB'*—A''A) 
+  C"HB"*-AA')  +  C*(B*—A'A"). 

IfC"  —  NC-rfC'=:  2CC'  (A"B"—BB')  -  C^iB'^-^AAF) 
■^C*{B*-A'A")  +  C'HB*- A"  A); 

d'on  on  tire 

(VII) 

NC\-N'C'-\-y"C'=C*{B^-AA')^-C'*{B*-A"Ä)\C"\B''*-AA') 
—%C'C"(AB-B'B")-WC{A'B''-B"B}-%CC'{JPBf''mmf}t 


am  Mfuti  et  nrfiuet  am  aeeomi  «vrirr.  18f 

et,  paraaMe, 

(VIII) 

{«ai-ft'C^rfC)iB*-A'A'^-PI*+D(A'CHA"C'*—2BC'C'), 
(NB+rf'C+N'CKB*—A''Ay=^N'*+D(^C'+AC'*^9B'(rC}, 
(I9C+l!PC^If'C)(JB'*~AAf)=-N'HD(AC'*^A'C^'iB'CC^. 
Daas  le  cas  particuli«r,  on  l'ou  a 

A=0,    A'  =  0,    A'  =  0. 
le*  reiattoDS  prtfctfdentes  se  r^daisent  k: 

D  zzz  —  iBB'B".  \ 

^r'~BC).  f 


N  z=B(B'C'  +B"C' 

n'=iB'(B''C"'  +  BC~B'C').    i 
N'  =  Bf(BC-\^BC'-B''C");    / 


(IX) 


S'C'^N''(7-1SC=B*C*-{B'C'-B''C'')*, . 
N'C'-i-NC—JV'C'z:iB'*C'*—iB»C—BCy».   )  (X) 
NC-k-Ii'C'—N''C'=B''*(''^-'iBC-  B'C')*i 

NC\WC'^N*C=^[BB'CC'^BB!'C'C"\^B"BC''C) 

—  (Ä«C»  +  jB^C«  h  B"*C"*).  (XI) 

3.    Les  troi«  plana  de  coordonii^es  coupent  la  surface  svl- 
vmnt  Irois  lignea  repräsent^es  respectiTement  par  les  ^qoatians 

Ax"^  +  A'y^  +  ^B"xtß  +  Hz=zO,    j 

Ax*  +  A''z^+'2B'x2  +  H=iO,    >  (8) 

et  le  plan  y=zßz  j  d^temilne  une  section,  qai  se  projette  sor  Ic 
plan  xz  8oi?ant  la  courbe 

qai  sera  nne  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole,  suifant  qne 

(fi"/J  +  Ä*)«  -  ^  (il'/S«  +  2Ä/J  +  ^'') 

=r(B"«-  AA')f^—i(AB'-BB^ß-^{B'*—AAr 

1 
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qni,  en  vertn  de  la  premiire  cles  relations  (IV),  peat  •*4eriN 

[(B"*-AA')ß—(AB-B'B")]*—AD       , 

B"*—AA':    .  ■    '  ^' 

■  ■  ■ 

99i  ioMrieore»-.  ^gale  oa  «up^rieure  jk,  ^^ro* 

r'\- 1:  Caraeieres  anaiyiigues  4e  l'eilipsoMe.  SnppoMiw 
qae  T^quation  (2)  reprösente  un  ellipsoTde.  Les  troU  sectiops  (3)  par 
les  plana  coordonn^a  seront  des  ellipftes ;  par  cona^qaent,  les  -troia 
diff^rencea 

B^^A'A*\    B^'-A'A,    B'^'-AA' 

aont  tootea  n^attvea,  ce  qoi  exige  qne  lea  trois  co^fficien ts 

A,    A',    A** 

daa  carr^  des  Tariablea  aolent  diffärenta  de  zäro ,  de  m^me  aigne^ 
et»  parauite»  positifa;  puisqu'il  est  toujours  adinis  que  le  pre- 
mier  terme  de  1'equation  (2)  a  ^tä  renda  positif. 

II  faudra  de  plus  qae  la  section  (4)  soit  une  eüipse»  qnel  qoe 
aoit  /?;  ou.  en  d'autres  termea,  que  Texpresalon  (5)  soit  negative, 
poar  toute  valeur  du  param^tre  variable  pl  du  plan  säcant.  Comme 
le  d^nominateur  B^--AA'  de  la  quantitö  (5)  est  n^giitif,  le  na- 
m^rateor  devra  toujours  ^tre  positif.  II  est  donc  d*ane  n^eaait^ 
abaolue  que  le  polynome  D  soit  negatif. 

II  ^t  du  reste  evident  qne  notre  ellipaoTde  sera  röel  et  GnU 
ae  r^duira  h,  un  point  ou  sera  imaginaire,  selon  que  les  sectiona 
eKtptiques  (3)  seront  reelles  et  finies,  se  r^duiront  ä  leur  centre, 
on  seront  imaginairea ,  conditious  qui  sont  ezprimöes  par  les  troia 
relations 

Ä<o,  ifif=o.  iy>o. 

Puiaque  D  est  nögatif,  ces  trois  relations  peuvent  dtre  rempla- 
e^Hipar  lea  suivantea: 

JVC+  N'C  +  N^'C+FD  >  0,    NC+  N' C  +  N"C'' +  FD  =^0, 

Si  nous  rapprochons  toutes  ces  conditions  et  que  nona  t6oibna 
eooyte  des  observations  faites  au  numöro<{)r^e^ent9  noiia  poa- 
vona  en  däduire  le  th^or^me  suivant: 

Four  que  requation  du  second  degre  ä  trois  variables-  f^< 

Wreeente  un  ellipsotde,   il  faut  et  il  sufflt 

'  .  .  »■ 

1^  fue  lea  carres  des  variables  se  trouvent  dans  räguaü^t^ 
H  satstu  atßsetis  äumims  signe;   .  .\ 
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V  qm0  i$9  mferemceM  B^-A'A'',  Ä'«--  A"A,  B'^-^AA' 
Mieni  negaüvet; 

3P  fue  ie  poiynome  D  soii  inferiewr  ä  %ero. 

Cei  eiiipsok'de  est  reei  ei  fini,  ee  reduii  ä  eon  cenire  au  eei 
im^ffinaire,  euivani  que  tepepreeeion 

NC  +  JV'C  +  N"C"  +  FD 

€9i  e^pdfieure,  egale  au  inferiewe  ä  %ero. 

5.  Cmracieree  mnaiifiiguee  des  kyperöoioh'dee.  Lonqoo  , 
AeiftdiUreotdex^ro,  Täquation  (2)  repr^sente  n^essairemeDt  an« 
•orfkce  k  centre;   donc,  dans  ce  cas,  l^un  des  deux  hypef.boloIdei| 
oo  le  c6ne,  chaqiie    fois  qu'elle  n'exprime  pas  rellipsoTde.    Ces 
drcttnatancea  se  presentent  doiic  pour 

I><0,    B'^-'AA'^O; 
et,  pour 

/>>0. 

11  reste  ä  a^parer  caa  trola  aorfacea. 

II  est  d'abord  e%'ident  qn'on  a  Ie  edne,   al  Af=0.  » 

Suppoaona  que  Ie  cotfflicieDt  A  de  x*  oe  aoit  paa  nui.    Eo 
r^olvant  l'equatioD  (2)  par  rapport  ä  x,    noua  troaTooa 

Ax  +  B"y  +  B'2 

=  ±  V  (B'^-AA')^^^TAB^^'B')yzi^(B^-A''A)T-Aii.    (6) 

Sl  B^'* — AA'  n'eat  pas  nai,  cette  ^quation  peot  encore  ae  roettr« 
Mot  la  forme 

Ax-t-B'y  +  Bz 

^^^[(^'*-AA'),-JA^B^B")^]^-AD^^—     (7) 

I^Hir  Ie  cdne  aayniptote»   nooa  troavona 


Lloapeetion  de  cea  deux  demierea  äqoatioaa  fait  Toir  qne 

l^  ai  Z>  <  0,  B'^^—AA'  >  0,   Ie  cdne  aayroptote  admet  lea 
'mz  gte^atricea  rectilignea 
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'29  s\  D>0,  W  admettra  les  gtet^rairiciMi  iMtili^m 
(B"*-AA')y'-(AB-'B'B")2=^±z^AB',    Ax  +  B*'ff  +  B'x^^Ö. 

Or,  81  la  surface  (2)  est  un  byperboloTde  ä  une  nappe,  eile  ad- 
mettra des  g^h<(ratrice8  rectilignes  paralleles  k  Celles  do  cdne. 
Mais,  d'aprös  reqnation  (7),  cette  circonstaiice  ne  pourra  se  pr#^ 
senter,   dans  le   premier  cas,   qoe  sl  B  est  positif  ou 

NC  f  WC  +  N"C'  +  F/>  <  0, 

pnteijaell  'est  ntigatif;  et,  daBS  le  secend  eas,  qoe  •!  B  est 
n^gatif  oü  encore  JVC  |-/V'C'  f  iV"e"  + F/><0,  attendo  qoe  B 
est  positif. 

Les  g^n^ratrices  reetilignes  de  rbyperboloTde,  qui  correspon- 
dent  k  Celles  du  cdne,  seront  alors  respectivement 

(B"*-  AA')y(AB  -  BB'0z±^"Än=:O, 

Ax+ B'y  ^  Bz±zy  g^^j,=0; 
et 

(B"*'-AA')y-{AB-'B'B")z±2VAD=2i), 

Ax  +  B''y  +  B'z  ±  V"^^"/#=0. 

Si  le  coöfBcient  de  A  est  nul»  l'^aation  du  cdne 

AY  +  A'z^  +  tByz  +  2J»':ri  +  2fi"j:y  =  0 

est  satisfaite  par  les  valeur»  .v=0,  z  =  0;  le  c6ne  admet  done 
Taxe  des  x  pour  göii^ratrice  reetiKgne. 

Dans  le  eas,  oü  Ton  a  en  m^rae  tenips  i4  =  0y  /l'  =  0,  les 
azes  des  x  et  des  ^  sopt  les  deux  des  g^n^atrices  reetilignes 
da  c6ne  asyhiptote. 

II  en  serait  ainsi  des  trois  axes>  si  Ton  avait  en  mdme  temps 
4=0.  A'  =  a,   ^"  =  0. 

Or  une  discussion  analogue  k  la  pr^ödente  ferait  Toir  que 
nos  ebnclus^ons  snbsistent  encore  dans  ees  cas  rMnits*''  Nous 
poiirrpjD^  dj^nc  dir.e  que 

Uäquation  du  seeond  degre  ä  tr(^  variablem  repräifmUe  mm 
l^perboißide  ä  une  nßppe,  un  c6ne,  ou  un  kyperbolotde  a  deux 
"rnärn^s  9Ulffanil  que  fM  a 
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1«  /><0.  B'^^^AA'^O;  oa  Z>>0;  et  iVC+/V'C+iV'C"+*D<0; 
V  1><0,  Ä-'^^^IJ^O;  ou  /)>0;  et  NC+N'C'+N''0'^FD=ß; 


(•  II.    Snrfaee«  prlvee«  de  eentre* 

ft.  L'^uatioii  (1)  repr^entera  l'uu  ou  Tautre  des  deux  para- 
bololdes,  «i  le  polynoroe  D  est  nul,  et  que  les  quaiititös  N,  N'p  N*' 
ne  sollt  paa  toutes  Egales  ä  zöro.  Dans  ce  cas»  l'une  au  moioa 
des  troiii  quantitäs 

B^—A'A",    B^^A'^A.    B'^'-AA' 

■ 

■'est  paa  oulle:  car  les  trois  ^lans  coordonn^a  ne  peoveut  pas 
<tre  toua  les  trois  paralleles  ik  faxe  du  paraboloYde.  Admettons 
doDC  que  B"^  —  AA'  soit  diff^rent  de  z^ro. 

7.  Cepeodant,  avant  draller  plus  loin»  ^tablissons  quelques 
identit^s  qui  convienneDt  au  cas  oü  D  est  ^gal  ä  zero  et  Tune 
au  moios  des  trois  quantittfs  N^  N',  N"  diffärente  de  zäro.  Ces 
identit^  s'obtieanent  ais^meBt;  nous  oous  contenterons  de  les 
6erite,  saos  les  d^moiitrer: 


N  N'  N' 


'// 


B*  -  A'A"  ~  A"B"—ßB'  ~"  A'ß'  -  ß"B ' 

iV N'l iV_ 

B-*  —  A"A  -AB— B'B"  ~  A"B"—BB' '     [     (X") 


N"  W  N' 


'» 


B'^  —  AA' ""  A'B'^  B''B  ""  AB  —  B'B" ' 

N(AB—B'B'0  =  N'(A'B—B"B) = iV"(^"fi"— jBi?') ;  (XIII) 

B"N+A'N'+BN''=zO,    >  (XIV) 

BN  +  BN'  +  A'y'  =  0;    ' 

iV»       _       J^ N"*      _     N'N"      ___      IfN 

B^—AeA"~  B^^—A^A  ~  W*^AA' ~  AB—  BB"  ~  A'B'—b^B 

NN'  , 

~~  A''B"—BB*  ^^ 


1« 
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B»-A'A"= 


—19* 


^N* 


•  I  . 


(XVD 


B"*—AA'=  ^Ci-N'd'-\-N"(P' 


—  N'N"  ,  —  N"N 


A"B"  -  BB'  = 


— /ViV' 


NC-\-  N'C  +  JS,"C" ' 


A  = 


A'z=— 


A"=- 


iViV'  fB      R\ 


(XVIIj 


(xvni) 


£t  = 


Ä'  = 


ß"r= 


A'N''+A"]S"*-AN* 

A"N"*+A1S*—A'N'* 
2N"1S 

APf*+A'N'*-A"N"*, 
2NJfi' 


(XIX) 


Alt*  +  A'N'*  +  A"]\"*  =:2(BN'N"  +  B'N'JÜ^  B'NN').  (XX) 

8.    Caraeteres  analyttque»  du  paraboloi'äe  elUpU- 
fue.    Si  B"*  —  AA'  est  negatif,    la  section 

Aai*  +  iB'-xy  +  A'y»  +  2Ca:  +  Wy  +  F=  0 

de  la  sarface  (I)  par  ie  plan  xi)  sera  uoe  ellipse.  Ainsi  cetfs 
sarface  est  un  paraboloTde  elliptiqae.  Nous  feroos  observer  qoe^ 
dans  ce  cas,  les  dem  autres  diff^rences  B*  —  A'A",  B^  —  'Ä"A 
aont  on  negatives  ou  Egales  h,  %ito,  ce  qui  exige  que  les  trois 
cotffficients  A,  A',  A"  soient  diff^rents  de  ztfro,  de  mAque  slgof^ 
•t,  parsuite,  positib. 

-  Si  celpendant  l'un  de  ces  trois  co^fBcients  ^tait  nul,  eeqBiiM 
ponrrait  avoir  lien  que  ponr  A" ,  il  faudrait  qae  B  et  B  fnsseni 
»ussi  nais. 

De  ce  qoi  pr^^de>  il  nous  est  permU  de  condore  que 
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UefnaHan  du  seeond  de^r^  ä  irais  parUibies  repriMenie  un 
p&möQioide  eiHpüque,  iorsgue,  te  polymmne  D  Siahi  fmi,  fwn 
m  mains  des  trois  numerateurs  N,  A',  K"  est  differeni  de 
■Äv,  et  gue  fune  des  trois  differences  B*—A'A'\  B'^-^A^A, 
B^—AA'  est  negative,  les  deux  autres  etant  negatives  au  nuttes. 

9.  Caraeteres  anatytiques  du  paraöolai'de  kyper- 
bslique»  Par  des  considörations  analogues  aoz  pr^c^dentes  ou 
tNNiTe  que 

Vequaiion  du  second  degre  ä  trois  variables  represenie  un 
psraöoloide  hyperbolique ,  si  de  denominateur  I)  est  nut,  que 
tun  au  fnoins  des  trois  numerateurs  A\  N',  «V"  est  different  de 
9^,  et  que  Fune  des  trois  quantiies  B^'-^A'A",  B'*'^A"A, 
B^^AA*  est  positive,  les  deux  autres  ^tant  nulles  ou  positives. 


|i  III.    Snrfaees  douiem  d'une  iBibilte  de  ceatres  am 

liipie  droite« 

10.  Ces  surfaces  sont  caracteris^es  par  les  trois  tfqaatioos 

Aa:+B"if^B'i  +  C=:0, 

B''a:+A'y+B2  +  C'^0,    \  (9) 

Bx+By  +  A*z  +  C" =0 , 

■vpposees  distinctes  deux  &  deux,  roais  telles  que  Fune  quelconque 
d*eotre  elles  soit  une  consequence  des  deux  autres.  L'äquation  (1), 
'ins  ce  casy  peut  repr^senter  un  cylindre  elliptique  on  un  cylin- 
dre  hyperbolique.  Si  les  trois  droites  repr^sentees  par  la  combi« 
Btison  deux  ä  deux  des  equations  (9)  sont  paralldes,  saus  se  con- 
foodre,  le  cyliodre  est  parabolique. 

11.  Cplindres  elliptiques,  Les  sectioDs  plaoes  de  ces 
cylindres  sont  des  ellipses  ou  des  gön^ratrices  rcctilignes«  Si 
ucan  des  plaos  (9)  n*est  parallele  ä  Tun  des  axes  de  coordoo- 
B^i,  les  traces  du  cylindre  sur  les  trois  plans  de  coordonntfes 
iont  des  ellipses.    II  faudra  donc  que  nous  ayons 

B^^A'A'-^O,    ß'^-A'A^O,    B"^--AA'<0, 

«I  m^nie  temps  que 

ü  =  ü.    i\=0,    A'  =  0.    iV'=rO. 
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Sk  te  cylindr«  toit  paialMe  aa  phtn  ide«  yz,  m  tn/ee  «ir  ee 
filsD  serait  deuz  droite«  parallele«,  ce  qai  exigerait  q«e  Tod  «41 

Enfin  81  ie  cyiindre  ^tait  parallMe  &  Taxe  des  x,  od  auralt 

Suppoaons  donc  qae  B"^—  AA*  soit  celle  de  cea  troia  quanttta«, 
qai  n'eat  pas  nulle.  La  section  par  le  plan  des  jry  aera  uue 
elUpae  repr^sent^e  par  Täquation 

-Ar*  +  "iR'xy  +  iiy  +  2Gr +2C'y  +  F=0;  (18) 

or  cette  elUpaa  eat  röaile  et  fioie»  ae  tMuM  4  aou  oentre»  od  eal 
Imaginaire,   aui?aot  qu'oii  a 

Ol  +  C'n*  +  Fd 

pooitif,  nul  ou  a^gatif,   on     * 

äzzLE'"^-^ AA\    n  —  A*C-B^C',    n'^AC*^B"C. 

Donc 

L'equaHon  (1)  represeniera  um  eyündre  eHipHque  räei  ei  /M, 
un  cyUndre  eiHpUque  in/Mmeni  nänce  au  une  droiie,  au  uu 
cyiindre  elliptique  imaginaire,  suivani  que 

P  /)=0.  iV=0,  Ä"«— 2l^'<0,  Cii  +  CV  +  Frf<0; 
2«  /)=0,  i\r=0,  Ä^a-^il^O,  Cn+CV+Fd=0; 
3«    ö=0,    iV^=0,    Ä^— i4^'<0,    Cfi+CV  +  Fd>a 

12.  Cpiindree  hyperöaiiguee.  La  dlacusaion  du  namdro 
pr^c^dent  nous  montre  de  suite  que 

UequaUan  (I)  reprieenie  «n  epHndre  ApperöaUgue  au  deux 
piame  gui  ee  caupent,   eelan  que 

!•    »=0,    2V=0.    Ä''«— ^il'>«,    Oi  +  CV+Fd=^0,*) 
20    D=0,    iV^zzO,    »''•-.42l'>0,     Cn+C'n'  +  Fd=0. 

Nona  feroDS  obaerver  qu'on  a 


*)  Le  tigne  s:V^s=  «ignifit  diff^renl  de. 
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Cli4-€V<f#tf« ^^L,^^. +*• 

13.     Cpiindre»  paraöoligues.     Ces  cynndres   peavent 
i   M^  regard^s  comme  i88us  de  cylindres  elliptiqaeü  ou  hyperboli- 
qaes,  dont  les  azes  se  «ont  transport^s  k  Tinfini.     On  peut  donc 
dire  aussi  que  les  cylindres  paraboliqaes  soot  dou^s  d'ooe  iofioite 
de  centres»  disposi&s  eur  une  droite  relögude  ä  rinfini. 

£e9  earaeSeres  anaiytigues  de  cee  cyUndree  eonS  ävidemnent 

D=0,    ZV=:0,    B^^A*A"={i,    B'^-A^A^zO.    Ä"«-^^'=a 


!•  W«    SarCaeee  d«n^ee  d'ame  inÜDlt^  de  eeDtree  sitae« 

dAne  OB  mtine  plüik 

14^  Cm  «urlaces  se  pr^sentent  daos  T^aation  (1),  cbaque 
folm  qoe  le«  öquatioos  (0)  reotrent  dans  une  seole ,  qal  est  Pöqaa- 
tion  da  pkm  cenirai.  Ellea  comprennent  denx  plana  parallMea, 
rtels  oa  imagiBaireSf  oa  bien  nn  aeiil  plan,  et  d^rivent  du  cyiin- 
dre  paraboliqae. 

Dana  ce  caa,  las  premiera  membrea  des  ^quationa 

2l;r«  +  2Ä^ay  +  iiy  4  2C.r  +  2C'y  +  F=  0 , 

Ax^  +  2B'xi  +  i<"2«+  2Cr + 2^1  +  F= 0 , 

ijy + 2By2  +  A''i*  +  Wy  +  20^2  +  F= 0 

derroot  dtre  d^composables  en  un  carr^  d*ane  fonction  du  premier 
de§;ra»  angmentö  d'ane  quantitö  constante.  Or  cea  äqnatiana 
peavent  a'<$crire»  en  nous  bornant  aux  deux  preniierea« 

(il«+Ä"y+C)«-(Ä"*-^/IOy*-2(Ä"C-ilCOy— (C^i<f)=:0, 
(Ax  +  B'z  +  C)«— (Ä'*— il"  J)2«— 2(Ä'C-  AC^)  1  —(C^-AF) = 0- 

•II  faadf«  donc  qoe  Ton  ait,  ootre  Z>=0  et  iV=0, 

B'^-AA'=0.    B^-AA'=0,    ^  =  ^'=^. 

Les  denx  plana  sont  r^els,  imaginaires  oa  se  confoDdent,  »nivaDt 
qoe  Ton  a 

C^-'AF^O.    C*.-AF.<,0,    C*  —  AF  =  (i. 


IM 


^•'▼<i    T»%to««i  yenAwl  de  Im  dJacMrt 

riquation. 


1  • 


Smfaces  ay^t  do 

of  Dtre  aoiqua  k  gne 

distance  finie. 


».. 


«SorOlces  (H-ivöes.  de 

ceQtreii  dUtance  flu  je 

et  ayant  un  seul.  c^q- 

tre  k  riofini. 


SorflEicea  dou^ea 
d'ane  iDßnit^  de  cen- 
trea  situ^a  sar  une 
dröiie  kdistance  finie» 
oo  aur  une  droite  k 
rinfini  DU  dana  un  plan. 


.  I 


Qenre  eiüfisoüle 


Genre 
hupertola/ide' 


\ 


EllipaoTde  rtfel 


\€fenre  ]HtraöoM'de 


CfßMnOre  §enre 
eU^Hque 


CyliMre  genre 
huperöaUgue 


CyUndre  genre 
paraböiigue 


Ud  peint: 

/ 

V  EllipsoTde  ima 


HyperboloYde 
nappe ; 

C6ne  du  aeconc 

HyperboloTde 

\  nappea. 

i  ParaboloTde  elli 

jParaboloTde  h^ 
(  '  boKqbe.' 

Cylindre  elllp« 

Une  droite; 

Cylindre  elliptiq 
ginaire. 

Cylindre  bypert 
Deux  plana  a^i 


Cylindre  parab 


Deux  plana  par 


Un  aeul  plan; 


Daqx  plana  pa 
Imaginair« 


4t9  Jt^mti  ei  $urfmee§  dm  ieeami  m^Uw, 
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ti^puMmm  An  see^nd  deirr^  k  tr«i«  T»rlAb1efl, 


Cart^ptere*  aiuüpUqtm  de  la  twrfaee. 

fl<0. 

Ä^— ili<'<0. 

+^"C"+*'D>0; 

I><0. 

Ä"«-ilil'<0, 

+^"C"+FO=0; 

i><0. 

B"*-AA'<0, 

A<Oet 

B"»—AA'>.0,  mi 

i»0. 

+iV"C"+FZ)<0; 

B<Oet 

B-^-'AA^O,  ou 

i»0. 

•  B<0«t 

JV=yfc=0,  (») 

NC+fi'O 
+N''C+FD>0. 

ÄeO. 

N=/=0,  W 

B"^-^il'>0,  <» 

I)=0, 

J?=0. 

»^-^^'<0.  (*) 

AC*-QB''CC+A'C 
+  F(B'^-AA')>0', 

D^O. 

iV=0, 

B"*—AA'<,0,  <*) 

AC^-W"CC+A'C* 

1>=0. 

iV=0, 

Ä"«-i</4'<0.  (*) 

JC«-2B"Ce+-4'C« 
i  F(B"*—AA')<:0. 

r 

«"«-^^^O,  (») 

AC*~2B"CC^A'C* 
+F(B"*-AA')  =/=0; 

i)=0. 

iV=0. 

■                   i 

J8"«— i4i<>0,  (») 

+  F(B"*—AA')=0. 

1 

i>=0. 

N=0. 

1 

B"*—AA'=0.  («) 

DsO. 

N=0. 

C~  C'~  V" 
C«-JF>0; 

/>— 0, 

lf=0. 

B''*—AA'=0,  (•) 

/i       B"       B' 

p  —  p.  —  p«,  (•) 

l>=0. 

Nzdü, 

B"«— /<^'=0,  «•) 

A       B"      B* 

C~  C  ~W" 

C*-AF^O. 

pmg.  199.) 


IW  B9MUr:    MHMte  mouwBiU  de  diweuulm 


. .  1  ^  •  -  *"  ■ 


(t)  11  «oflt  qoe  Ton  des  troii  nam^teara  N^  ßf',  A"  «all  diMiMl  4$ 
•6ro. 

(fl)  AocuB«  des  troU  diff^rencet  B^-^rA",  B'^'^A"AtB"^'-AA*  m'm 
positive »  %%  Tiilie  Hieltet,  au  moiiit,  e«t  n^gatWa. 

(S>  Aacnaa  de«  troU  differeoces  B^^AA' ,  B'^^A"A^  B"^'--U'  m'mX 
a^galWa,  et  rdne  d'elle«,  au  moins,    est  potitiTe. 

(4)  et  (5)  Siranedeatraiadlfltßreneee^*  — i4M'\  B'^^A"A,  B'^^'^AA* 
^tait  nnlle,  le  cjllndre  aerait  parallMe  aa  plaa  eorraaponiaat  4m 
coordoDD^es ;  4t,  ti  deoz  d'entre -eile«  ötaient  nallea,  le  cjliaiia 
•rrait  paralUle  k  Taxe,  Interfeciion  de«  deoz  plane  de  coordaudae 
correepondant  k  cee  diff^rencee;  mait,  dans  ce  rat,  lec  aatraa  dif* 
f^reacee  eoot  taojours  n^Katiiree  (4)  un  positive«  (5),  «uiTaat  q[M 
le  cyliodre  est  elliptiqne  oq  hyperboliqoe. 

(e)  Le«  troi«  diff^rekice«  B^-^r^'^"*  ^'*— i4'M,  B"*'^AA'  «onC  lo^fma 
nalle«  dan«  tout  ce«  ca«. 

A     B"      B' 
(7)  Si  le«  troi«  rapporU  ^«^"-^77  ^taieot  ^gaoz ,  il  faodrait  qae  laa 

a'     b     b"  a"    B'    b 

troi«    rapporto    ^,   ^,,   -^  oo  le«  rapporU  ^,    -^ ,  ^ no  foaaaal 

pa«  dgaox  too«  le«  troi«. 

0)  Tob«  ee«  rapport«  «ont  D^ce««aireiiieBt  dganz.  II  ea  e«t  da  mteie  ^ 
A'      B      B''        .     A"     B'      B 


äet  Uffnen  ei  mrfliee»  du  neeond  ordre,  ItW 

B«  WEm    WL^mami  y^m^ral  de  1»  dl«cmMi«m  de«  ««rfifcees 

da  secomd  ordre. 

!•     Les  troi«  carr^H  des  variables  ae  trouvent  dana 

l'öqaatioD  (1)  de  la  aarface. 

16.  V  8i  ces  iraU  earres  Moni  de  mime  Hffne,  ei  gue  iee 
trM»  reeimngiee  setrew^eni  dane  tequaiion  (}),  celle-ci  pourra 
pepr€(aente<r  toute  esp^ce  de  surface  du  second  degrä« 

Poar  reconnaitre  l'espece  de  aurface  exprim^e  par  l'^quation 
1},   OD  calcule  lea  trois  diffärences 

fi«— il'2<^    B'^  —  A"A,    B"^  —  AA'.  (11) 

A.  Si  cea  troia  diff^rences  sont  nallea,  r<&qnation  (1) 
■epr^sentera  un  cylindre  parabolique  ou  Tun  de  ses  d^riv^s.  (Deux 
plaDS  paralleles,  un  seul  plan,  deux  plana  paralleles  iniaginaires)« 

B.  Si  une  aeule  ou  deux  des  differences  (11)  aont 
nailea,  la  aurface  (1)  ne  pourra  pas  etre  d  ellipsolfde.  Pour  dtfter- 
mioer  la  nuture  de  Ja  «url'aee,  on  calcule  D. 

a.  %i  /^  est  ^gal  k  z^ro,  la  surface  (1) ne  sera  ni  un  hyper- 
boloTdej.  ni  un  cöne.  —  On  calcule  ensuite  N,  iV%  N". 

Um  S'ila  sont  duIs  tous  les  troi«,  la  surface  (1)  ne  pourra 
pas  ^tre  de  paraboloide;  eile  est  un  cylindre  elliptique  ou  Tun  de 
•eM  d^riv^  (Une  droite  ou  un  cylindre  elliptique  imaginaire),  un 
cylindre  hyperbolique  on  deux  plana  s^cants,  que  celle  des  diCe- 
T^ncea  (11),  qui  n'est  pas  nulle  est  infärieure  ou  sup^rieure  ä  asäro. 

ß.  Si  Tun  ou  Tautre,  ou  tous  les  trois  num^rateurs  N,  iV%  N" 
aont  diftrents  de  a^ro,  la  surface  sera  celle  de  l'uu  des  deux 
paraboloTdes.  Le  paraboloYde  sera  elliptique  ou  hyperboliqoe, 
saivant  que  la  diff^rence  (11)  qui  n'eat  pas  pulle,  est  inf(^rieure  on 
aup^rieare  k  zc^ro. 

b.  Si  D  est  diff^rent  de  z^ro,  la  surface  (1)  aera  Thyper- 
boloTde  k  une  nappe,  le  c6ne  du  second  degr^  ou  i*hyperboloYde 
k  deux  Dappes. 

C  Ancune  des  troia  diffärencea  (II)  n'eat  ^gale  k 
s^ro»  L'^qoation  (1)  pourra  repr^enter  toutea  lea  aurfacea  do 
sacond  degr^,  k  l*exception  dea  cyliodres  geore  parabolique. 

a.  Si  le  d^nominateur  D  eat  nnl,  en  inenie  tempa 
que  la#  ttala  num^rateora  N,  N\  N'%  la  aarface  aera  un 
cyilndrt  alliptiqae  oa  kyperbolique»  auivant  qae  lea  diff^reaeaa  (1^ 
aont  ioMHeorea  ea  aupMaorea  i  a^ro. 


SOO  Dosior:    Mithwie  mouteiie  de  discuttiM 

b.  Si  D  est  nal  et  qae  l'on  des  num^ratear«  N,  N\  IP' 
est  di  froren t  de  z^to,  la  surfacesera  an  paraboloTde  elliptiqae 
oa  hyperboliqae,  suivant  que  les  diffärences  (11)  aont  ioförienres 
oa  «^p<&rieiire8  a  löro. 

c.  Si  D  est  diff^rent  de  söro,  laanrfaceest  jicentreoniqiie. 

.  «.    Elleaera  rellipeoTde,   poyr  Z><0,   B"^'-^AA'  <,(k 

ß.  Elle  eera  ThyperbotoTde  ä  vne  nappe,  le  cdne  ou  l'hypw« 
boloTde  k  deuz  nappes,  ponr  D<0  et  B"^ — AA'y^O^  ou  po«r 
D>0,  et  cela  saivant  que  JSC  +  N'C  +  N''C'  -|-  FD  est  ioM- 
rieur,  ^gal  ou  superieur  k  zöro. 

17.  20  Le  trais  earres  sofU  de  meme  eigne  et  toue  iee 
reciangiee  ne  eont  pas  dane  tequation  (1).  Dans  ce  cas  la  sur- 
^ce  n'est  ni  un  paraboloYde  liyperbolique,  ni  un  cylindre  hyper- 
bolique,  oi  un  cylindre  parabolique;  eile  ne  pourra  ^tre  Tun  des 
deux  hyperboloTdes  ou  le  c^ne  que  ai  Ton  a  /)  >  0. 

Si  les  trni8  rectangles  manquent  dans  T^quation  (1),  la  sor- 
face  est  un  ellipsoYde  ou  Tun  de  ses  d^riv^es. 

18.  3^  Lee  troie  carree  ne  eont  pas  de  meme  eigne.  L*öqaa- 
tion  (1)  ne  pourra  representer  aucune  des  surfaces  suivautes: 
Tellipsoide  et  ses  därivees,  le  paraboloi'de  eliiptique,  le  cylindre 
elliptique  et  ses  d^riyees,  le  cylindre  parabolique  et  ses  d^riT^es. 

A.  Pour  />  =  0,  eile  exprimera  le  cylindre  hyperbolique  ou 
dcux  plans  secants,  ou  le  paraboloi'de  hyperbolique,  suivant  que 
les  trois  numeratcurs  iV,  iV',  N'*  taont  nuls,  ou  que  Tun  d'eux  an 
moins  eat  different  de  zero. 

H.  Lorsque  D  est  different  de  zöro,  on  a  Tun  des  deux 
hyperboloi'dcs  ou  le  cone. 

II.     L*un  des   trois  carres   manquc   dans  requation  (1). 
(La  surface  ne  pourra  pas  itre  ä'elttpsolde.) 

19.  1*^  Les  deux  autres  carres  sont  de  meme  signe,  LVqua- 
tion  (1)  pourra  representer  toutes  les  surfaces  du  second  ordre, 
autres  que  TellipsoYde.  Cependant  eile  ne  donnera  le  paraboloYde 
elliptique,  le  cylindre  elliptique  ou  ses  derivees,  le  cylindre  para- 
bolique ou  ses  deriy^s,  qu'autant  que  les  rectangles,  qui  renfer- 
nient  les  variables  du  carrä  absent,    manquent  dans  requation. 

20.  2^  Lee  deux  autres  carres  sont  de  eignes  contraires. 
La  suriace  ne  sera  que  Tun  des  deux  byperboloYdes,  le  parabo- 
loTde  byperbolique,  le  cylindre  hyperbolique  ou  son  dMv^. 
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UL  Oeaz  de«  troi«  earre«  Dianquent  dana  ('equatioii  (I). 

U.  La  aarface  ne  pourra  paa  ^tre  rellipaoide,  ni  auciin  de 
«ei  d^riv^,  ni  le  paraboloYde  elliptiqae»  ni  le  cylindre  elliptique 
M  Tin  de  Bern  deriv^a,  ni  ie  cylindre  parabolique  oti  Tun  de  aea 
dMv^  L'^quatioo  ne  repräaentera  que  Tun  ou  l'autre  dea  deux 
byperboloYdes,  le  ct^iie»  le  paraboloYde  hyperbolique»  le  cylindre 
byperbolique  ou  aon  d^riv<&. 

P  La  aurface  aera  an  cyüadre  Jiyperbolique ,  ou  e^e  conipo^era 
dedtax  plana  a^anta,  ai  Ton  a  Z>s  0.  iV=0»  ^'  =  0,  A^"=0. 

V  Elle  aera  mi  paraboloYde  byperholiqae  poar  ^J^Q,  el,  Tiui 
M  Boina  dea  nuni^rateura  N,  iV%  iV  diflÜrenta  de  s<&ro. 

3®  Elle  aera  Tunon  lautre  dea  deux  byperbolcldea'oli'le  cdne» 
poir  1)  differeiit  de  xero. 

IV.  L'^quation  (I)  ne  renferine  aneun  dea  trola  carrea» 

mala  contient  lea  trola  rectanglea. 

2*1  Dana  ce  caa»  eile  ne  pourra  repr<&aenter  que  Ton  oo 
Faatre  dea  deux  hyperboloYdea  ou  le  cdne. 

V.  Lee   trola  carrtfa   et  on   rectangle  manquent  dana 

l'^quation  (1). 

83.  L'^aation  ne  reprtfaentera  que  le  paraboloYde  byperbe- 
■Vie»  on  le  cylindre  byperbolique  on  aon  döriv^  (deux  plana  aöcaiita). 

1*  Elle  ne  donne  la  prämiere  de  cea  anrfacea  qu*aataut  qu  eile 
^remie  au  nioina  Tune  dea  premi^rea  pulaaancea  dea  deux  va« 
HtUes  du  rectaogle  abaent 

Si  cea  deux  Tariablea  ae  tronvent  ä  la  prämiere  puiaaaove 
^u«  requation»  il  f'audra  en  outre  que  lea  co^flicienta  de  cea  ter- 
*^  ilii  premier  degre  ne  aoient  paa  proportiouneU  aux  coetfi- 
cwaU  dea  denx  rectanglea  prearntsi. 

2^  Elle  exprinie  le  cylindre  byperbolique  ou  aon  dM%'d  daua 
^  lea  autrea  caa. 

VL     Lea  troia    carrtfa    et    deux   rectanglea   niaoquent 

dana   rdqnation. 

84.  Dana  ce  caa  eile  expriniera  ou  1^  le  paraboloYde  hyper- 
Mqae,  ai  le  terme  du  premier  degr^,  qui  renfernie  la  variable 
CBMmune  aux  rectanglea  abHonta ,  ae  trouve  dana  T^uation  ;  ou 
^  le  cylindre  byperbolique,  ai  ce  terme  nianque  dana  T^aation. 
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*  *  • 

Methode  rapide  ponr  ^crire  les  <Sqttttiong   tax  axet 
des  lign^  et  sur&ces  du  Mcend  ordre. 

^IVIoimieur  George/s  DoMi^r^ 

Doetonr  ^f  •eieacM.iiisUitoaiiqnet,  Mtiii|»re  4e  !•  Sori^t^  de«  Sciencrc 
et  ArU  da  TlLe  de  !•  R^union  (Mer  de«  Indee). 


1«  La  m^thode,  qoe  iioas  luibliona  d«Ds  cet  «rticie«  e«l 
cimple  et  eldroentaire;  eile  est  inddpendaiite  de  la  tranaformatioii 
des  coordoDDÖes.  Elle  permet  d'dcrire  imm^diateroent»  ä  l'aidr 
des  ddrivdes,  rdqoatioti  aux  mts  de  relllpse  et  «le  rhyperbole, 
Tilqtiation  de  Faxe  de  la  pariibele»  sitisl  qee  les  ^natfons  wm 
axes  de  rellipseTde,  des  hyperboloTdes  et  des  paraheloTdes. '  Ces 
r^altats  s'obtiennent  de  soite',>qiielque  coropliqo^es  que  soieiit  les 
equations  de  ces  coorbes  et  de  ces  surfaces,  et  qoelqne  soimit, 
d*alUeurs,  les  angles  des  azes  de  coordoon^es. 


/.     EffHatum  aux  axes  d[e  PeUipst  ei  de  PhifperMe. 

2.    Sopposons  que  Tequatlön 

f{x,y)=Ay^  +  ßa^i^Ca^+DM^Ex+F=^0         (1) 

seit  ceHe  d'ue  eonlqoe  i  oeotre ;  tidmettons  qu'elle  «oit  nip|>orttf e 
a  des  axes  de  coordooojtes  bcUiids  eotre  eux  d'an  angle  6.  Sbient 
se'f  y'  les  coordoDD^s  d'un  sommet;  p,  q  celles  do  centre  de  la 
cöarbe.  L'azsy  qot  passe  par  ce  söttttnet,  est  repr^entj  par  itne 
^oatien  dont  le  coiHBctenl  aogulaire  est 

m  SS  2- — z. 
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La  tangente,  qol  passe  par  ie  mdrae  point,  u  uii  co^tticienl 
dlodiiialson  ^gal  ä 

Ces  denz  ilroUea  sont  perpendiculairea  entre  ellaa ;  par  ooa^ 
ffdqiient,  leara  co^dicienis  angolalres  ^»vront  salisfaire  k  la  vtla* 
tioo   de  condition  connue 

c«  qol  domie  l'^qnafion 


ou 


(f'x—cMefy)  (y*  -9)  =  (^V- ««•  W)  (ar*— /»),      (2) 
qu'on  peut  encore  «kn'ire 

r^         ^         fw    

Or  je  dis  qne  l'^aatioii 

(ts-cMef^)  (9-q)  =  (/»»-coe«/».)  («-p),         (I) 

■ 

C|ue  Ton  obtient  en  rempla^ant  dana  Tone  de  cea  troia  derni^rea 
ralatioBa  lea  coordono^ea  or'»  y'  da  aommet  parles  variablea  cou- 
nmtes  ae,  y,  eat  prödadmeot  i'^aalioii  aus  azea  de  la  coniqoe  (l)i 

En  efet,  la  ligne  repr^enl^  par  Ti^qiiatioii  (1)  paaae  par 
diacan  dea  poiata  ^y  jf'  et  p,  q,  pniaqoe,  par  (2),  cette  «^quatioa 
•st  «atiafaite  par  lea  coordonn^a  de  cea  points;  de  pliia>  ai  Ton 
remplace  dana  cette  ^quation  fy,  ft  par  leara  valenra  respectivea 

By-f2Gr-|-£  =  ^y4^2Cr— A9*-2C/i=i?(y— 9)-f2C(;r^;i) 
et  la  tranafomie  en 

{Ä-2/1  cos  ö)  (y-  9)«  -  2( J  -  C)  (y  -  9)  {x  -  p) 
—  (Ä--2Ccoa6)(*— />)»äO, 

et  qne  reo  rdaolve  cette  derni^re»   on  troavera  qa'elle  ae  clecom-' 
poae  daoa  lea  ^oation«  du  premier  degr^ 

(B— 2ilcoa6)(y— 9)— (il-e)(a?-/i) 

db(«-p)V(^-C)H(Ä-2^ct««)(i?-2Ccoa6)=0, 


204         Döitör .«    Mittkode  rnphte  paur  ierfre  iei  ^ätimu 

dt (y - 9)  VTC-^)«  +  (iß— 2CCOSÖ)  (/^-  lAiosB)  ==  0. 

Dottc  r<$quatioii  (I),  qui  est  du  «ecoiid  degre,  r^pr^tieiite  deux 
dr^Ue«  pasnaot  par  le  irende  et  par  le»  fioniniets;  donc  eile  c«t 
r^uation  aux  axe«  de  la  coniqiie  a  ccntre. 

De  ce  qui  pröcdde,    noua  döduUona  cette  r^gle  hien  simple: 

Pour  acoir  teguation  aux  axes  d^une  conigue  ä  eemtre,   U. 
nffli  de  remplacer,  dans  i'eguation  de  condiUon 

l+mm'+(iii  +  mOoosö  =  0 
de  ia  rectanffuiarite  de  deux  droites 

m  et  m'  reepecHvemeni  par  ies  ng^poris 

ou  p  ei  g  deeignent  ies  coordonnees  du  cenire  de  ia  coitigue. 

3.    Si  la  conique   est  rapportee  ä  son  cetitre,    IVquation  aux 
axea  aera 

et,   dann  le  cas  d'axes  de  coordi^itn^eN  reetangulairen , 


2Ai±Bx  ^2Cx±B^ 


c'eat-ä-dire 


•»^A-yrf  =  0-  (IV) 

//•     Eipialion  de  Faxe,  de  la  parabole. 

4.    Admettoiis  roaintenant  que  t'equatifin  (1)  represeiite   utie 
parabole;    dana  ce  cas  eile  pourra  se  niettre  aoua  la  forme 

A^>  y^  =  (y  V.^  +  x\/C)*-tDy  +  fij:  +  F±=0,  (3) 

qui  fait  voir,    que  toute»  lea  droite»  paralleles  k  la  Itgne 

yVA+xVC^O  •  ^ 
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ne  rencontrent  U  courbe  (3)  qu*en  an  seul  point;   donc 

VC 


m  =  — 


VA 


est  le  coMBcient  angulaire  de  Taxe  de  la  parabole.    Le  co^fGckmt 
dlncfinalson  de  la  tangente  au  soromet  j;'»  y'  est 

mW    ^mi^tm  . .       • 

/  sr' 

et,  comine  cen  deux  droiCea  80ut  perpendiculaires  entre  eile«,  od 
a  la  relation  de  coodition 

1  .  VC  AV      fVC  .  rr\        ^     n  />!. 

on,    en  sapprtmant  les  accents  de  x\  ^': 

{VÄ—eoBBVC)fy  +  WC—isoaeVA)f'x  =0,       (V) 

qne  je  dis  ^tre  requatioii  de  Taxe  de  la  parabole. 

En  effet,  cette  ^qnation  du  premier  degr^  est  natiefaite  par 
les  coordoDOf^ea  x'^  y'  du  sominet;  eile  repr^aente  donc  unedroite 
passant  par  le  aonimet  de  la  courbe.    De  plus,  comme 

/*,  =  2/liy  +  Bar  + />  =:  2Vv4(y  V^  +  :rVC)  + />• 
/*,  =  %  + 2t> +  £  =  2v/C(y%/^  +  arVC)  +  £, 

eile   peut  6*ecrire 

i{A  +  c  -'ico^esTAc^yvA-yxvC) 

+  Z>(1/^  — co8Ö\/C)+l^'(VC-co8(9v^/l)  =  0. 
ou 

eile  repr^aente  donc  une  droit«  parallele  ä  Taxe;  don<:  die  repre. 
aente  Taxe  m^me  de  la  parabole  (3). 

Nooa  Toyona  ainai  que 

Paur  avair  Vaxe  de  la  parabole  ^  il  eufßl  de  rernplacer  dane 
ia  relüHon 

1  +  mm' +  (m+ mO  CO»  (9  =  0 

na  ei  mf  ran^ectlpemefU  par        .  . 
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VC  f, 


M 


VA'    ~U 

I 

81  le  co^fBcient  B  <(ä  rectangle  xy  ^tait  ti^gallf  daos  l'^iiatioii 
de  la  pafabole,  il  fandrait  changer  le  nigne  de  vC  dans  toat  ce 
^I  pr^cMe. 

5.  Si  lea  azes  de  coordonni^es  eont  rectangalaire«,  r^qoatiifli 
de  Taxe  sera 

Viirf  +  VC/'s  =  0.  (Vll) 

Hl.  E^uatioH»  aux  axes  JU  PeUip$9Xde  el  der  deux  hyperMalfdeg. 
0.    Suppo0OD8  que  r^uatioo 

+205  +  20^+2^2+^=0  (5) 

repräeente  une  surface  k  centre  (rellipsoTde,   Tud  oo  Taatre  de« 
deox  hyperboloTdee»  oe  ie  cAne  da  aeceoil  degr#>. 

Avant  de  calealer  r^quation  aax  azea  de  cetie  euiface» 
pfopo8ons-D008  de  d^terminer  l*^qaatlon  du  plan  tangent  au  point 
a\  y'f  1*  de  la  surface. 

'  L*tfqnation  de  ce  plan  sera  de  la  forme 

ii(x-:t0  +  6(y-y)  +  c(«— »0=0.  (8)    . 

Par  le  point  a*^  y\  if  menooa  un  plan  parallde  an  plan  des 
xi\  il  coupe  la  aarfaee  (5)  aulvant  une  courbe»  dont  la  projection 
snr  le  plan  des  xi  est 

f{x,y',  i)  =  iir« + ^  V  \1B*ix 
+2(Äy+C)«+2(i%r'+C'0«+^y*  +  2Cy+F=O;  (7) 

et  le  plan  (6)  cuivant  nne  droite«   qui  ee  projette  aur  le  plan  dea 
xz  anivant 

a(«-.«0  +  c(r— «0=0.  (8) 

La  droite  (8)  devant  ^tre  tangente  i  la  courbe  (7),  aa  poial 
xfi  t'f   noaa  avons  la  relation  de  condltion 

En  eoupant  la  aurface  par  un  plan,  mentf  par  le  poht  xf^  g',  s^ 
paralMement  au  plan  des  jf%,  noua  ffeaveroni  de  mtaw 
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/V  _  A' 


6    "    c 


(10) 


8«hstitiMit  tum  <8)  les  Taleor«  d«  a  et  6  tMM  de  (9)  et 
(MI)  9  MMi^  obttooim 

(«-«')r,'  +  (y-yO/^V  +  («-*Or.'=0,  (11)    ' 

p«ir  r^fpation  do  plan  tangent  4  la  surface  (5)  aa  point  ^^  y ,  i'. 

Cefa  pose,  auppoaoos  qoe  ^^  y,  s'  aoieot  lei  coordonn^ea 
d*»»  •onnet  de  la  aurface  (5);  p^  q,  r  cdlea  da  centre  de  la 
«nrfkce.  L'aze,  qai  paaae  par  oe  aomniet,  eat  repr^aeoM  par  denz 
dquatfone«  doot  lea  co^fficieota  an^lairea  aoot 

•r  ctttte  drolte  est  perpendiealafre  au  plan  tangeat  (II);  par  eoa- 
•^nent,  ooiia  avon«  lea  ^alltM  de  cooditioo 

r^ r*        _ 


■i  II  I 


ir'— p-Hy— »)coei'+  («'— r)co»^     («'— /i)co8v + {y'-qH  (x'— r)caaA 

^ /V_ 

(j?'— /i)coafft+ (y'— ^)coaJl+(2'— r)' 

dans    leaqaellea   la   auppreaaioD    den    accenU    aux    coordonn^a 

^^  f^9  %'  donne  lea  i^uationa 

/ 

Cm ^ ^i 

(jr— p)f(jr-9)coayf(«~r)co«f*     (x-jEi)coavf  (y-9)-^(z-r)coaX 

==(jr—p)coa^  +(y~^)co8A+  (x  — r)'       ^"'^ 

que  Je  dia  Atre  lea  dquationa  anz  azea  de  la  aorface  (5). 

D'abord  la  llgne  repr^aent^  par  lea  ^qaationa  (VIII)  paaae 
par  la  pobil  «^,  y,  z',  ainai  qua  par  le  centre.  p,  q^  r:  car  lea 
^oatiena  aont  aattafaitea  par  lea  coordonoeea  de  cea  pointa.  Je 
dM  de  pioa  qae  eelte  llgnlB  ae  conpoae  de  trola  drpltea. 

Lea  codllelebta  angolairea  de  la  droite»  qei  paaae  par  lea 

P«*»ta  «*,  y,  x';  P,  q,r  dtaot  repröaent^a  par  -,  ",  noaapon- 

r  .  .  y  .     f 

WM  .de^PV  qae  fbqoe.phia  explicite  aux  tfqnationa  (VUI). 
Ed  elaC,  Dona  avona 


f'y  =  ß"sc'  +  Ay  ^  Bt'  \  C. 

%f  , . .  . 


■  •  I  t 


ii     •     •  r     I      • 


-    Ji 


il  vient,    uar  üoite  .  . 

fr  -  A  {x'^p)  +  B"  {y'  -q)^^B'  (:'  -  r) . 
/V  =  B"(x'-p)\-A'(i,'-t,)  +  Ä(:'-r). 

1 

Siibüititiiaiit  dans  le»'  öquationfi  qin  pr^cecl^rit   (VIII),    püi«   rem- 
pla^ant  Ie9  rapporU 

i'  —  r        i'-^r 

■«      5         ^       ' 
par  leurs  Äquivalents  '-»    -\  nouA  trouvons (e^ ^gatites  de  rapporU 


(12) 


■■■  •  f  ■■! 


Au  +  B"ß  4-  B*y B**a  +  A*&  -t>  jgy B'a+Bß+A''y    _ 


»     » 


iNoiiH  repr^«ientoii8  par  iS  cbacun  de  ce»  rapporü  ^«raiix.  Ordon- 
naii^  par  rapport  aux  ineoniiiieM  a,  ßf  y,  iiouh  eii  däduincoiiH  lea 
irols  eqaationD.dll  preinier  degr«^\»  \ 

(A-^S)a.-t'(B''-^Sco9v)ß+(B''-.ScQ»p)y^0^,  \    . 

C#8  troUi  dquationa.da  pr/»inier  degr^  doivent  ^^voir.iH^  .9n^ 

aß 
lea.  deux  .rapporta  ~~.*^  y»  il  faul;,  dooc.que  Tane  A'jfüfiß^  foj.^  one 

consequence  du  Systeme  de«  d^x  aatrea;  cette.  restriction  ^i^Xigo 
queieur  r^aolutio»  simultan^  TourDiase  des  valeora  a,  ß,  f,  doot 
le  d^Domlaatdur  eomman  miM  od.  On  tiy>itve  Ainaf  r^üätioA^'M 
conditioii 


'  I 


MW  m9§»  de»  Ugnn  et  imrfmeei  am  Mconä  »rdre.         2(|9 

•     .  (14)-.... 
{A— S)  (.A'—S)  (A"-S)  +  2(B—Sco«  l)  (Ä'— Sco«  jt)  (Ä"-  5co8  ») 
—(A—S)(B~Seo»X)*-(A'-S)(.B'-Scoait)*-(A"-S)(B"-Sewv)* 

=  0. 

qui,    ^tant  d^velopp^,   devieiit 

I 

+ '2 Ä' (cos V cos  iL — t'osfi)  \-  2Z/"(co!iilros^  —  cosv)J 
+  S[A'A''-»^A'*A^B^\^AA'-^B"^ 

—  ^iA  B-B'B")  cos  i— 2(il'Ä'-  B''i9>cos  fi — 2(i<''  B*'-BB')  cos  v] 
+  (.!««  +  ^'Ä'*  +  A^'B'**  -^  i^^'^"  —  "IBB'B*')  =  0. 

Cette  ^uation  est  da  troisidme  degr^  en  iS;  eile  foiirnit  poor  cette 
iitconnae  auxiliaire  trois  raciiies,  qui  toutes  les  trois  sont  n^elles. 
En   substitaaot  ces  trois  valeurs   successivemeiit  dann  les  ^qua- 

tioiiR  (12)»  on  trouve  pour  les  rapports  -%   ^  trois  ayst^mes  do 

▼aleurs  rtfellea ;  donc  les  ^quations  ( VUl)  representent  trois  droi- 
te«,  qui  sont  les  axea  de  la  surface  (5).  On  en  d^uit  la  rigle 
suiTante : 

L9r9qvtun€  aurfaee  du  second  degre  ä  centre  esi  rappor- 
tde  ä  des  coordonnees  obliques,  pour  avoir  les  equaiions  aux 
mres  de  cette  surfitce,  prene%  tes  dMvies  ft,  f*y,  f%  per  rap- 
port  ä  Xf  p,  %  du  Premier  membre  de  fiquaHon  de  la  sufface; 
divisen  ses  derivSes  respeeiivement  pur 

^+yco«^  +  'cosfi.    arcosv+y+xcosX,    orcosfi -^^cosA•fz: 

^aie%  entre  eux  les  trois  quottents  obtenus;  puis,  dans  les 
equaiions  resuitantes,  des  variables  Xftf^n  retranchen  les  coor- 
donnees respecUses  p,  q,  r  du  centre  de  la  surface. 

7.  Si  \eß  axea  de  coordonnees  sont  rectangulaires  et  passent 
par  le  centre  de  la 'surface»  il  suffit  d*^galer  entre  eux  les  rapports 

■  '■.;'JS         y        .  1::  i' 

Dans  le  eaa  o4  roriglM  n'e#t  pan  lo  oantre  de  la  surTaee,  il 
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faadra  encore,  daosces  ^oatioiMy  diminaer  ar,  g,x  de«  coordonn^M 
p,  9»  r  da  centre. 

Od  Toit  doDc  qae  « 

Si  ft^f¥»*)=^0  est  feguaüom  iTune  ntTfäce  dm  Meami 
ordre  ä  eemire,  rofpariee  ä  des  axee  rectamgviaires  meniM  pior 
le  eemire,  iee  e'gaäiee 


Cl^C^^fjt  (IX) 


/f^    E^alian  de  Faxe  des  smrfaees  de  r^volmihn  du  seemmi   ' 

men^  m  eemire* 

8.    LVqoatioA  (5)  repr^seotera  one  «urface  de  r^velufion,   si 
Iee  trok  plana  prlncipanx  qoe  fourniaaent  lea  troia  valeara  de  5 
tir^ea  de  (15)  ei  aubatita^  dana  (12) ,  ae  r^oiaant  k  im 
plan  perpendiculalre  k  Taxe  de  rtfvolution.    Cette  condition 
reniplie  dana  le  caa,   oü  lea  coi^niclenta  dea  f^oationa  (13)  aont 
proportlonnela«   c'eat-ä-dire  ou  Ton  a 

Ä'^— Äcüay  ""       A'—S       ""   A-5coai  ' 

A--S ß'^—Scosv  _  jy— 5coa^ 

»^  — SiJoaf*""  B-^ßeoBl   —    /l^— S    * 

Snppoaona»   poSr  plua  de  aivplicM»    qiie>.lf«  axea  dm  cmoim 
dona^a  aoient  rectangulaire«,  noa  ägalitea  da  cÖHditloa  devii^aftaat 

A'-S^     B''         B^ 
W    ^A^-^S^  B' 

A^S  _B'*  fi^ 

B'    —  B  "^Af'^S' 

et  donnent  lea  relationa  fi^eeaaairea  et  aalBaantea 

B'B''  V^B  BB* 


paar  qoe  la  anrface  (5)  aoit  de 

Or,  dana  ce  caa  particulier,  lea  ^aationa  (13)  defienneBl 

B*B»m \WB^  ^  B»f^^i 
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^pd  est  r^oation  da  plan  itten^  par  le  cdntre  perpendicalairenail 
&  Taxe.    Lea  ^oationa  de  Taxe  aaront  donc 

Ä(*-p)  =  Ä'(y-»)=Ä"(f-r).  (X) 

Noas  avona  ainai  la  r^le  aaivaote: 

Xorjfv'tiM  mar  face  de  revoiuUon  du  seeond  degre  ä  cenire 
mmt  napßortee  ä  des  eoardonnees  reeiangulaireM  mene'es  par  ie 
eemire  {p,  9,  r),  on  oöüeni  les  eguaiions  des  axes  en  muHipü- 
mmi  tem  dttgiteniees  x— p,  y  — ?*  ^^^  respeeUvemeni  par  B, 
B^,  B*\  et  M  egaiani  ies  prodmUs  etUre  eux. 


Vn    EfmaiUm»  de  Faxe  des  deux  paraMotdes. 

9.     Svppaaona  ^pie  l'^oatioii  (5)  repr^aente  Tun  ou  Taatre  daa 
pardbolaldaa-    Dana  oa  caa,  00  aait  qae  las  troia  ^qaationa 

•e  rMidaent  k  dan  ^qnaliona  compatiblea  et  diatioctea»  et  repr^- 
a«atent  deaz  plana,  dont  Tinteraection  eat  pr^ciM^nient  Taxe  du 
paraboMde.  La  droite,  men^  par  Torigine  parall^lenient  k  Taxe, 
eal  d^tormfai^  par  lea  ^oatieaa 

(ilÄ—  B'Ä'O«  Ä=  (A'B'-  B"B)y  =  (il"Ä"-  BB*)  x.     (18) 

Mala  cel  axe  eat  aoaai  perpendiculaire  an  plan  tangent  (II)  men^ 
par  le  aoaunet;  par  canai^uent,  nana  avona  le«  ralutiona 

(XI) 

1 cosv coaf» 

1 CQgA cos  r 

—  (^'Ä'— ÄÄ'O^.  +  {A"B"-Ba)f'^  +  (Ab  —  S^B")  f'^ 

1 cwfi tomX 

"*  iA»B"  —  BBf)fw  "**  {.AB^B'KnT^  +  iA'»—B"B)ft,>' 


ftli  DosiMt:  Meikoäen^äepoHr^cHreiei^gfMtommtixmxeBeic. 

Or  je  dis  que  ces  ^quations  (XI),  avec  supprefisioD  d'aceealf 
aus  coordonn^ff,  sont  pr^Uidroent  celle»  de  Taxe  do  paraboloTde: 
car-il  est  ais^  de  voir  que  la  drolte,  qo*el^8  representent,  pas^e, 
par  le  sommet  a:\  y\  %',   et  8e  troove  ^tre  perpondicnlaire  ai! 
ptan  (II). 

•■    '  '    ' 
10.    Lorfcque  les  axes  des  coordonrieen  sont   recfaugiilaireM, 

les  '^nationA  de  Taxe  ae  reduisent  k* 


(A B'^B'B")f's = {A'B*'- B*'B)f*^ = {A"B'^^ BB') /*'..  (XII) 


.  t.-  \ 


f^onc 


n    WS 


Pour  avair  taxe  du  parabolotde ,  ii  tuftü  de  muifißHer  Um 
troiM  deriv^eM  du  premier  membre  de  requaHcin  par  Um  dtfi- 
rences  respecüves  AB^BB'\  A'B'—B'^B.  A"B"—B». 
et  d egaler  enire  eux  ies  produUs  obtenus. 

12.  Si  le  paraboloTde  etd  de  r^vdluriefi,  les  ^oalions  de 
Taxe  se  simplifient:    car  lea  imlM»  de  condition 


A— 


B'B" 


B"B 


ISB' 


__  yJ/_  AU    =!._ 


le«  changent  en 


Bf.  «  B'fy  =  »"/■'•• 


(XIIK 


•    ^ 


■  / 


<l 


■\    ^-^ 


A      . 
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Neue  Methode  die  Ellipse  zu  rectificiren. 

Von 

«lein    Herausgeber. 


Die  bekannten  Methoden  zur  Rectificatiou  der  Ellipse  hidcI, 
naroenflich   M-enn   es  am    die   Hectißcation  V einzelner   Bogen  der 
Ellipse  eich  bandelt,  immer  betfchwerlich»  und  seihet.   Insbeson- 
dere der  Gebrauch  der  zu  diesem  Zwecke  gegebenen  unendlichen 
Reihen,    etwa«  niit<islich.      Ich    habe    daher   schon    vor    längerer 
Zeit  darauf  gedacht ,  eine  Methode  zu  finden»  welche ,  nicht  sehr 
beschwerlich  in   der  Anwendung»    zugleich  völlige  Sicherheit  dar- 
bSte»    und   namentlich   auch   ein  Mittel   an    die  Hand  gäbe,    In 
jedem    Stadium    der    Annäherung   die    GrOsse    des    begangenen 
Fehlers  sicher  beurtheilen  zu  kCnneu.    Was  sich  mir  aus  meinen 
desfallsigen  Untersuchungen  als  das  Zweckmässigste  ergeben  hat, 
will  ich  jetzt  mittheilen. 

Die  beiden  Endpunkte  des  zu  rectificirendeu  Bogen«  der 
Ellipse  seien  A^^  und  Ai ,  und  diese  beiden  Punkte  seien  durch 
die  Anomalien  tfo  und  u^  bestimmt.  Den  zwischen  den  beiden 
Punkten  A^  und  Ai  liegenden  elliptischen  Bogen  denken  wir  uns, 
indem  wir  voraussetzen,  dass  tf|  grösser  als  Uq  sei,  von  Aq  an 
nach  Ai  hin  inmier  nach  der  Richtung  hin  durchlaufen,  nach  wel- 
cher die  Anomalien  von  0  bis  360^  gezählt  werden.  Die  Sehne 
der  Ellipse,  welche  die  beiden*Punkte  A^  undili  mit  einander 
verbindet,  sei  «q.i,  und  ro>i  sei  der  mit  dieser  Sehne  parallele 
Halbmesser  der  Ellipse ,  welchen  letzteren  wir  uns  immer  von  dem 
Mittelpunkte  der  Ellipse  aus  so  gezogen  denken  wollen,  dass  er 
mit  der,  als  von  Aq  aus  nach  Ai  hin  gehend  gedachten  Sehne 
1^1  gleich  eerichtet  ist.    Alle  im  Folgenden  vorkommenden  Kreis- 


214        Srum^ri:   Neu^  JMkPdi  da  SiUpse  m  reciUMm. 

■ 

bogen  Dehnen  whr  in  Tbeilen  des  der  Einheit  gMdben 
liiere  euegedrScIct  an. 

Nach  Tbl.  XXIV.  S.  374.  S.  373.  i^t 

nnd  die  Gleichung  der  Sehne  io»i  t  diesellf^  ab  eine  gerad*  Linie 
von  bestimmter  Lage,  aiier  nnbeatimmter  Ijänge  gedacht,  ist: 

6j:  cos  i(Mo -f- af|) -I- oy  sin  l(a^ -f  «i)  =  a6  cos  ^Mo— «,)• 

Also  ist  die  Gleichung  des  Halbmessers  r^i^  welcher  der  Sehas 
j^i  parallel  ist: 

A 

y-=-.jarcotJK  +  «i)? 

nnd  bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  Punktes,  in  ivalchem 
Ton  diesem,  nach  der  olien  gegebenen  Bestimmung  gesogenen 
Halbmesser  die  Ellipse  geschnitten  wird,  durch  x^^x*  Jfoti ;  so 
haben  wir  su  deren  Bestimmung  die  beiden  Gleichangen: 

aus  denen  sich  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichse 
auf  einander  leicht  ergiebt: 

wo  es  «ich  nun  fragt ,  welche  Zeichen  man  so  nehmen  hat  Ob 
diese  Frage  su  beantworten,  beseichne  man  die  Coordinaten  4m 
Punkte  Ao  und  A^  respective  durch  x^ ,  3^  and  J^ >  j% ;  ••tat 
liekanntlich: 

:iE^=acosiCo,    yo=As>Wo  «"<>  :ri=iicos«,,    jftsAsia«!. 

Mittelst  einer  einfachen  Betrachtung  erhellet  auf  der  Stelle»  dass 
y^i  posttiT  oder  negativ  Ist.  jenachdem  jfi  >yo  oder  yi  <9^  IsU 
wobei  man  immer  die  oben  rOcksicbtlich  des  Halbmeaaers  t^^ 
gegebene  Bestimmung  festzuhalten  hat.  Also  ist  y^i  posltlT  oder 
•negativ,  jenachdem 

bmiUi  >  frainno  oder   6sina|  <  ftsintr^, 

d.  L  jenachdem 

sintci  — 'sintco  >  0  oder   sinni— sina^  <  0 
ist.    Folglich  bat  yo»t  Immer  gleiches  Vorseichen  mit 

siiitfi  —  •iniios2sin  l(flf| — i^eos4(flf| -l-a^). 
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aWo,  itmI  siB}(ii^«— i^i)  ofentev  «tete  positiv  bt«  mit  cosi(ifi<f-iiQ). 
Daher  mvM  mao  im  Obigen  die  unteren  Zeichen  nehmen  und 
densofelge 

•etieiu 
Wen 

>d.i*Ä«b»i*+sro»i* 

Inf,    so  ist  nach  vorstehenden  Formeln: 

ro.t*=a«einl(««o +  »!)■+*•  cos  «Ho  +«1)«, 
nl«o   nach  dem  Obigen: 

#0,1*  =  4ro,i*sin'4fiio  -  «i)*, 
aad    foiglidl,   weil  sin i(tf|  —  Ho)  stets  positiv  ist: 

«6.1  =  2rofi  «ni(«i  —  «0). 

Denkt  man  sich,  dass  die  Sehne  #o»i  entweder  in  die  Berflb- 
reode  der  Ellipse  In  dem  Punkte  A^^  oder  in  deren  Berflhrende  in 
dem  Punkte  Ai  flbergehe,  so  geben  die  vorstehenden  Coordinaten 
dünabar  respective  In 

«-nsinaco»    AcoswJ   und    -— a^inui^    ^costii 

fiber;  nnd  beseiebnet  man  nnn  die  Anomalien  der  Punkte,  in 
denen  die  Ellipse  voji  den  mit  den  beiden  in  Rede  stebenden 
Berührenden  parallel  geiogenen  Halbmessern  geschnitten  nird, 
iarih  «6  und  P| ,  so  sind  die  Coordinaten  dieser  Durcbscbnitts* 
pankte  bekanntlich  neos «o*  Asinty,  und  ocosri,  Asinri;  lolglicb 
bt  nach  dem  Vorbergebenden : 

coaro^-^ahiiit^  nrnv^'s^eosu^^  nnd  cosr|  =  -cinM|,  sine|=rrv/|; 

miCtelet  wsicber  Formeln  die  ztriscben  0  und  3fl0^  liegenden  Ano- 
malien c^  und  Vi  immer  leicbt  und  ebne  alle  Zweideutigki-it  be- 
slfaamt  werden  kennen,  worOber  bier  nicht»  weiter  2u  sagen  ist. 

Die  Differenz  M|  —  Kq  der  Anomalien  aco  und  »1  wollen  wir 
Jetst  in  eine  beliebige  Anzahl  n  gleicher  Tbeile  theOen,  deren 
Jeder  i  sein  mag,  so  dass 

«i  —  acv=«» 
ist.    Die  den  Anomalien 

...•;    äo  +  (»— 1)«»   «b  +  "^ 
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eotsprechefideA  Sebiien  der ;  Ellipse  viOgciii  der -Reihe  •ach  durch 

■1  •     .  •   ■  .'1  •  ■    ■ 

und  die  diesen  Seimen  parallelen  Halbmee^er .  der  ElÜpee  reepcc* 
tive  durch 

bezeichnet  werden.    Daton  ist  lisch  dem,  Obigen :     ^ 

also: 

=r'2(ro  +  ri  \t%\t^  +  ....  -f  rii-i)0tnit>    • 
und  folglich 

«0+«l   +«!  +  «»  +  ....  +  «11-1 

,  .  Vp-f n-fff -1:^1  +  "  '+y«i-i       «Inii 

also  nach   dem  Obigen: 

«6  +  «I  +  H  +  «s  +  ••••  +  *ii-i 

=  («i""«6)--*' ^ "^•""* 

oder»  irenn  wir   der  Kfirze  wegen  ^ 

'S.  =  «o  +  *i  +Ji  +  «,  f  ....  +  Jb-i 
setzen : 

c  _.        ^  V   rp  +  r^-f  rg  +  r, +  ..,.  + r,-i   sin  j« 

Bezeichnen  wir  nun  den  durch  die  beiden  AnoroaRen  iLi,  & 
gestimmten  elliptischen  Bogen  durch  JE««,  «,*    so  ist ' 

und  offetibäV'nnr  ein  In s  Unendliche  M-achsen^/es  W,    also  Ittr  eltt 
der  Kuli  sich  näherndes  t : 

folglich  nach   dem  Vorhergehenden: 
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also,    «leil   bekanntlich 


M. 


.'  * 


£^.-.  =(«.  -  «a).Lfm '^+ '•' +  ^^  +  "»  ^    •   +  ••- 


n 


f 


die  Ellipse  in  einen  mit  dem  Halbmesser  r  beschrielic 
■eo  Knb  Aber,  «o  int 

r  =  r©  =  r|  =  r^  =  r3  = : . . .  —  rn-i , 
also 

yp  +  r|  +  ra  +  ra  i^  . . . .  +'T„^i _ 

n         .  ^    ' 

■  ■ 

«ad    folglich 

£m.,«, —rrf/j— Mo), 

■ 

es  bekanntlich  «ein  mua«. 

m 

Autfider  Gteichans* 


.«I 


il 


ergiebt  sich  onmittelbar  der  folgende  sehr  benierkenswerthe  Sats: 

.  DieLfinige  eines  elliptischen  Bogen»  ist  gleich  dem, 
die  Differens  der  Anomalien  seiner  Endpunkte  mes- 
senden, in  Theilen  der  Einheit  ausgodrörkten  Kreis- 
bogen» multiplicirt  mit  dem  aritiimetischen  Mittel  al|aK 
der  Halbmesser  der  Ellipse,  %v(*lche  dfn  Berührenden 
de^r  £lljp%e  iii  aJJfn,  in  stetiger  Folge  gedachte^  Pnn.k- 
ten  des  zu  messenden    Bogeiis  parallel  sind. 

Darch  alle,    dorch  die  Anomalien 

beatiinniten  Punkte  der  Ellipse  wollen  wir  jetzt  an  dieselbe  Be- 
rührende ziehen,  wodurch  ein  ausserhalb  der  Ellipse  liegender 
PolygoD * Theil  entsteht,  wie  durch  Taf.  I V.  Flg.  8.  päher  erläur 
tert  wird  9  aus  welcher  Figur  zugleich  auch  von  selbst  die  Be- 
deatong  der  Zeichen 

"      ^;     ^l*   «'a'  .^*''   ^«5     <iz»  <yj;    •.;     Cr',-i,   Cn^x;     Cn*       .,.,. 


•    • 


erhellet.     Die   den    in   Rede  stehenden    Berührenden   parafleien 
ilalbnieaaef,der  Ellipse  mögen  durch 
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SelsNiiwir  aber'. 

I 

..         •  «i     I, 

O»  —  O-  {{ 

'H'     •'•    ^ 


_  f 

sokOmieii  die  zar  Bestimmung  der  HalbroeMer 

Po»    Ol»    Q%»    ftz P» 

und 

erforderlichen  Formeln   im  Zusammenhange  mit  einander  auf  C 
gende  Art  dargestellt  werden: 


I 


^  =  a  y  1— ^«cosi^«, 

V-rrr-' ... 

]|Tf-sScoS<Mo-|-l.^)S> 

^  =  a  Y  l-e«cos(iio  +  2. J)«, 


V".  ■  ■  ■ " » 
l-««cQs(iio+4.2)«, 

r^zsaY  *  —  «*cos(i«o  +  5.5-)*» 


u.  s.  w. 


1  '   •■ 


►„_i  =  «Y  »-«•cos(tto+(2»-2)^)«. 
Yl-6«cos(uo  +  (2ii-l)^)«, 


rn_i  --=  a 


^  =a^n 


Berechnet  man  di#  IMIfiiwtnkei 

CAo ,      (I9|  y      CDs ,       COy ,      404 CO^ 

..  .  •       \' 

mittelst  ^er  Formeln: 


Q^mm0ff4;    A'sme  if€tko4§  die  JfiUifte  »n  recMficirfm, 


siD  •i^;seeos%j 


siDflBg  =  «€OS(Mo-|-2.g): 

sin  «4=:  e  cos  («^ -f- 4 .  ^) , 


• 
sin  »s =ecos  (tfo  +  3.  n) ; 

• 
810 i05=e cos («0-1-5.  2); 


U.      S.      VT. 


f.lt 


£ 


rfo  •*•-•=  e cos («0+ (2«— 2)2-),    sini9««-i  =  eco8(tco4-(2n-^l)2); 

•!•  sMto«  •  cos  (% + (Sn  ^); 
so  ist: 


•  1." 


^  =  acosoo9 

Fq  :=acosiOi ; 

ft  =acosis,, 

ri  =  a  cos  »3.; 

^  =  11CO8V04, 

r^  =  a  cos  005 ; 

^  =  acosfl^e. 

rs  =  0  cos  (07 ; 

a.    s.    w. 

f      rSriJ 


l-i.i-^ 


■.  ..rv 


(^B-.i^acos«»9a-s»    rii-i  =  a  cos  o>sa~| ; 
^=:acosi09ii; 

trob«!  Torsusgesetzt  worden  ist,  dsss  die  Winkel 

Q^O*      ®1»      ^»      ®8»      ®4»  ""    ^^^^ 

absolut  sSmmtlich  Ueiser  sJa  90^  gesonimen  worden  sind,   was 
affeobar  immer  versfttttet  ist. 

Wenn  man  die  Differenz  Ui  — Uq,  nachdem  nUtn  sie  in  n  gleiche 
Theile  getheilt  hatte,  um  au   einer   ferneren   Näherung  flberzu- 
geben,  in  2n  gleiche  TM'«  theiH,  so  ^h«l  die  Formeln  zur  Be- 
rechnung der  Halbmesser,  die  wir  jetzt  init  oberen  Accenten  Ter- 
r  sebeu  wollen,  die  folgenden:  . ,.  i 


9o 


To' 


ei 


'=oVT=:;? 


CDStfo^ 


=  flV^l^ 


=aY  1  — c«cos(iio+l.y)«» 
'=aY  l-i^cos;(4o*«vy)*i^a 


L— e*cosiio*. 


I  ■ 


y^^^^^ 


•eOsCHo+l.j)*« 


=a\l^ä 


i 


•cos(iCo  +  3.T-)'f 
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WpU 

it  4t     cos  4t 

ist  9  so  ist 

Lim  — n —  ^^  Lim  — r*:"  •  w-i r»  ^^  *  •  i  ^  *  5 

4t  4t      Limoosit         1 

uod  weil  ferner  ofenbat 


•  ..'"   • 


ist»  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

E.., ..  =  («.  -«.)  .  Lim  9o±M±it^±:^Jn 


f  ■  •  '  ■ ,  ■ 


A«,,  •,  =  (i«i  — «o)  •  Lim  I  — ,.    .^'.^  j  •  —^ 

=  («.  -  «o) .  Lim  ft»+g'+g«+fa^^      •^^»-  .umil  +  i). 


also. 

weil 

• 
■ 

ist: 

V 

,■"•■■■••■ 

Lim(I  +  ^)  =  l 


^«o, «.  =  («i  —Wo)  •  Lim ^"Y^l 

woraus  sich  ganz  derselbe  Satz  wie  oben  ergiebt. 
Weil  nach  dem  Obigen 

ist«  so  sind 

Uli«' 


(■    p  ■ 


^,=(«,-uo).^^'^^-»'-^^-^  •tfg.tgaslf 


j      • 


§t  ■»•♦*•• 

r 


-(«.-«..).82ip.-^ 


r     t 
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jederxeit  strei  GräDzeo,  zwischen  denen  der  elliptische  Bogen 
Eim^^m^  U^gt»  ond  der  Fehler,  welchen  man  hegeht,  wenn  man 
eine  dieser  beiden  Gränzen  als  einen  Näherungswerth  de«  Bogen« 
Em^,mg  betrachtet,  ist  nicht  grosser  als  die  Oilerenz  Zn — 8%. 
Eid  noch  genauerer  Nfthemngswerth  des  Bogen«  £11«,««  abeige 
der  beiden  Gränzen  «S«,  Zn  ist  das  arithmetische  Mittel 

Sn±£n 

2 
xwweheo  beiden,  wo  der  Fehler  offenbar  nicht  grGsser  als 

2  -        •    -. 

Um  sich  dieser  Methode  bei  der  Berechnung  der  Lfinge  ellip- 
ÜMsher  Bogen  bedienen  zu  k5nnen,  kommt  es  hauptsächlich  dar- 
auf aiiy   dass  wir  zeigen»   wie  die  Halbme^er 

^»    ^i>    ^>    Ps»  ••••  P» 
and 

""o*    ''1«    ''•»    •*»>••••  r«— 1 
mit  Lieichtigkeit  berechnet  werden  kOnneii. 

Nacb  der  Abhandlung  in  Tbl.  XXX.  Nr.  II.  S.  2».  ist  aber: 

^  =  V  a^sintio*  -h6*co8ii|,*, 

Qi  =  V^<i*sin  (iiy  +  i)*  +  6*  cos  {u^  + 1)« , 

^=  V'a^sin  («0  +  W  +  ^"cos  (uo  +  20«, 

Q^  =  V  ««  sin  (uo  +  3i)«  +  Ä«coH  K +'3Ö« . 

u.  s.  w. 

9«  =  Va*8in  (up  +  nO«  +  A*  ccmb  («o  +  wi)« ; 

r 

vod   nach  derselben  Abhandlung  S.  14.,  oder  auch  nach  dem  Obi- 
gen.    '••*= ...  \f 

r„  =  Vo«  sin  («o  +  40*  +  *•  co«  («o  +  J/)' . 

r,  =  V  a««ii(iio+S»)*  +  6^«-08(tfo  +  40«, 

r,  =  V«»  »in  (»„  +  4i")" + **«oii  (»«lilö« ,  .!! 

U.    8.    tV. 


,-^=^'a 


2tt— I  2ii— 1 

•sin  (Uo  +  — 2  -  »■)•  +  *'co»(«i>*7-5T  Ä*i  -I.HSm 


8S6 


Qrmntri:   Ntw  Meiäodg  dt$  «HpM  t»  rtfclCfMrM,i 


I ' 


«0+  7.^  =  24», 

«0+11.^  =  28», 
%  +  l2.i  =  2tto. 


•  ,  Mj^^lsl  der  im  Ofiigen  entwickeltes  ForaeU  findet  man  nvi 
zneret : 

»0    =  55«  54'.  46'f,6 

(»4    =  65.  27.  2,8 

CO.    sk  54.  58.  ^,0 

0%    s=:54.  2&  7,2 

(»4    =  63.  .  67.  0,3 

4ß^    =  63.  24.  ,  6U     , 

0»«    =  62.  61.  42,2         '             . 

«0,    =  62.  17.,  36,6 

00,    =  61.  42.  36,4 

cog    =  61.  6.  44,5 

»lo  =  60.  30.  3,2 

foii  =  49;  Iß.  34,8 

o>i,  =  49.  14.  21,5 


•  1 ' 


•t 


II  • 


und  hieraus  ferner: 

ro  =  0,S671i40 
ri  =  0.6811483 
r,  =  0.S960260 
r,  =  0,6116171 
r4  =  0.6277951  - 
r,  =  0.6444396, 

3.62814ÖI 


6) 


0,604690»^ 


..'  K- 


K,  =  0.66045S8 

p,  =0.5740171 

t  ^=0,5884897 

e,  =  0.6037406 

(4  =  0,6196406 

p,  =  0>6360661 

'  ^=0.6529010 

;   .  4,2353109 

*^  0,7058852 
•  I  ..<  --0,1011131 

0,6047721 
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««3=0,5604658 
«A  =  0.6629010 

1.2133568 

^^^  0.1011131 
E«  iiit  also: 

!!lL±Il±ii+!SL±I«_tr*  =  0.6046900 

Po  +  gi-fgi  +  g»  +  P4  +  g6+Pa    ■  fa -*"  fa  j  0  flQiTTai 

nnd  die  Logarithmen  dieser  heiden  Grössen  sind  respective 

0^7815328-1   uod  0.7815917-1. 

Nnn  ist  in  Theileo  der  Einlieit  ausgedrOcIct: 

;>= 0.01746329. 

log  it  =  0.2418773 -3, 
also : 

|<^^=a999V780-l.  log*-!^»04W00442: 

folglieb : 

0.7815328—1  0,7815917—1 

0,9999780-1  0.0000142 

0.7815106-1  0.7816359 

nnd  an  diesen  beiden  Logarithmen  sind  die  ZahlAi: 

0,6046594  und  0.6048336. 

Well  aan  in  Tbeilea  der  Einheit  ausgedrflckt 

«,- »0=0.20943951 
Ist,  so  sind 

0.20943951.0.6046594 

nnd   0lW943961 .0.6048330, 

■ 

p^OTf  ^.  Bifw  \^^i  mit  Hglfe  der  Logntitbia«»  findet: 

0.1266396  und  0,1206700 

f  ■ 
t  -      I      ■ 

Bwei  GrlnieD,  swtecheD  denen  der  elliptiechfl  V^gW  iR»M«i.-Ali 
▼orllegendeD  Falle  liegt 
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Dan  Mittel  zwischen  diesen  beiden  Grfinzen  ist 

0,1M6678» 

und  setzt  man   nun   näheruiigsweise 

E«,,«,  =  0,1266678, 

so  ist  der  Fehler,  welchen  man  begeht,  jedenfalls  nicht  grosser  als 

,      # 

' '  0.1-26fi760— 0.1266396  _  0,0000362 

^"2  -         2        ' 

A.  i.   niebt  grOsR«r  alx 

0.0000182. 

I 

*  *  ■  • 

Die  numerischen  Rechnungen,  welche  bei  dieser  Methode  der 
Berechnung  der  Längen  elliptifcehor  Bogen  nQtfcig  sind,    sind  Im 
Ganzen  leicht  auszufuhren,  wie  Jeder  selbst  6nden  wird,' der  ein- 
mal ein  Beispiel  nach  dieser  Methode  rechnet.     Vor  der  gewöhn- 
lichen Methode  durch    Entwkrkelung  in  Reihen   hat  dieselbe  den 
grossen  und  wesentlichen  V-orzng,  dass  sie  bei  grossen  und  klei- 
nen Excentricitäten   ziemlich  mit  gleicher  Leichtigkeit  anweodb^ 
ist,  wogegen  die  Entwickelung  in  Reihen  nur  bei  kleinen  E^ciÄi- 
tricitfiten  einige  Bequemlichkeit  darbiete^.     Als  den  Haqptvorti^ 
meiner  obigen  Methode^  vor  den  sonst  bekannten  Metboden  be-    ^ 
trachte  ich  aber  die  Sicherheit,  mit  welcher  sich  bei  derselben  hi 
jedem  Stadium   der  Näherung  ein  Urtheil  über  den  Gradf  der  itr* 
reichten  Genauigkeit  oder  fiber  den  in  dem  erhaltenen  annähern- 
den Resultat  noch  steckenden  Fehler  fällen  lässt«     Endlich  komm^ 
In  methodischer  Rficksicht  hierzu  nun  noch,  dass  die  obige  Me- 
thode  in   der  That   ganz   elementar,    und,*  wie  es   mir   scheint,  ^ 
Töllig  geeignet^ist,    in  i\en  Eieme.i^tar  -  Unterricht  Ober  die  Lehre ^ 
▼on  den  Kegelschnitten  oder  von  den  Linien  des  zweiten  Grades  ^ 
aufgenommen  zu  werden. 

In  wie  fern  sieb  von  dem  oben  ausgesprochenen  merkwOrdl-  — 
gen,  in  der  Gleichung 

^«0,  «.  ={"1— »'o)-Lim h — ♦.. 

wobei  n  als  in*s  UnendKcbe  wachsend  gedacht  wird,  enthaltenenva 
Satze  Anwendungen  ziir.;BeBiimn|iingder*Läi^#.  elliptischer  Bdgeir^ 
durch  Construction  machen  lassen ,  und  in  welcher  Beziehung  ao 

.  .        '    .  1  .  CT      I 

Verbindung  ±n  tföA  Mitl' 'der 'eiglehflichen  Integtafrechnun^ 'deridlri^ 
steht,  werdeich  spätfyliiiiYieUeif;ht  in  einem  |>esonderen  Aufsatze  i 
gen.    Hier  wollte  ich  nicht  Qber  den  Kreis  der  gewohnlichen 
•MenAe  {i(toaNis|gfelielii-  •.''•!'■':•  r  '   <  •' 


,.«»,..■■! 


'I    «M  '■     •■!  ; 


MiMceiUm.  ifüf 


■  »  I 


Miscellen 


Ein  neues  mathematisches  Paradoxon. 

\mm    Herrn  Dr.   G.   Zehfnts,    proTlnArisrhem  Lehrer  an    der  höheren 

Gewerbetchiilt«   xu    Darmttadt 

IVill  man  sich  die  Entstehung  einer  Linie  dorch  Fortbewegung 
•ioea  Punktes  klar  machen,  so  bieten  sich  bei  näherer  Betrach- 
tug.  dieser  Bewegung  folgende  zwei  Fälle  dar : 

1)  Es  ist  zwischen  den  aufeinanderfolgenden  Lagen  des  sich 
bewegenden  Punktes  kein  Zwischenraum.  In  diesem  Falle  wü^i»^ 
da  jedes  Element  der  Linie  =  0  wäre ,  und  aus  noch  so  vielen, 
edbat  unendlich  vielen  wirklichen  Nullen  (welche  man  von  un- 
endlich kleinen  Grossen  wohl  zu  unterscheiden  hat)  keine  endliche 
GtOflse  ausammengesetzt  werden  kann,  überhaupt  gar  keine  Linie 
eatetehen  krinnen. 

2)  Es  ist  zwischen  den  aufeinanderfolgenden  Lagen  des  sich 
bewegenden  Punktes  ein  Zwischenraum.  In  diesem  Falle  wäre 
keioe  stetige  Bewegung,  welche  doch  stillschweigend  voransge- 
•etat  wird,  vorhanden. 

Es  bietet  sich  also  hier  ein  wirklicbea  Paradozon  dar,  weil 
beide  Fälle,  die  einzig  möglichen,  auf  Widersprüche  führen.  Die 
Auflösung  desselben  werde  ich  später  in  einem  besonderen  phi- 
losophischen Artikel  zeigen. 


Sehr  einfache  Bestimmung  eines  bekannten  Integrale 

Vee  Uerni  Friedrich  Oaate,  Kaadidalee  der  Mathen,  la  Greif iwa Id. 
Das  Integral 

Va  +  fcr  +  cj:«' 


ttO  Mt$Mie$i. 


\ 


wo  c  gleich,  grösser  oder  kleiner  als  NaII  sein  kaon,  iHsst  sieb 
leicht  darch  folgende  bemerkeoswerthe  Substitution  allgemein  auf- 
lösen. Mao  setze  den  Differentialquotienten  der  WurselgrGsse 
gleich  einer  neuen  Variabein,  nämlich 

8  Va+fta?+car* jb  +  ex 

Dann  findet  man 

iCdx  =  I  -7==—^==  8a:  +  dzV^a+öx-t- ex* 
y  a  +  ox-t-  ex* 


=  z*dx  +  dx\f  a  +  bx-t-  ex* , 


also 


<r— «•^•^atsSx  VaT*^+«?, 


|8ar^  dt  r  air  /*    & 

,    Vj»  +  6ar  +  ca:«      «-■*•     t/   Va  +  6a:  +  c««     f/   <^— »* 

nermft  Ist  unsere  Anfgabe  gelöst,  weil  das  IMegfäl 

wo  nur  die  drei  Fftite,  dass  e  gfefch,  gfOss^r  tfdef  ktefnisr  als 
Null  ist,  unterschieden  werden  müssen,  bekanntlich  obflD  dto' 
Schwierigkeit  au%elOst  werden  kann. 


>lt|t  ilHHl 


Von  de«   Reriasgüber* 

.  I. 

A  u  f  g  a  b  e. 

Zwei  ganse  Zahlen  zu  finden,   deren  Quotient  oder 
Verhältniss  ihrer  Differenz  gleich  ist 

Auflösung. 
Die  Aufgabe  verlangt  die  ErfBlIung  der  Gleiehmg       ^v.'] 

X 
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fai  gpAMB  ZMdeo.    Aus  dieser  Gleichuog  erhält  mao  leicht 

1 

und  es  maee  also      |    eine  ganse  Zahl  sein«  was  Dar  dano  der 

Fall  sein  kaon»  wennjf  — l  =  dbl»   ^f^o  5f  =  2  oder  3f=:0  ist; 
daoD  ist  aber»   wdll  3^  =  0  olenbar  olcht  sidässlg  ist» 

Die  beiden  gesuchteo  ganzen  Zahlen  sind  also  x=:i  and  y==2L 

Anmerkang.    Wollte  man  zwei  ganze  Zahlen  suchen»  deren 
Qootient  ihrer  Samme  gleich  wäre»  so  hätte  man  die  Gleichung 

X 

in  gaosen  Zahlen  lu  erfllllen.    Aas  dieser  Gleiiebang  folgt 

Also  mass  | eine  ganze  Zahl  sein»   was  nnr  dann  der  Fall 

nty  wann  l*— y=:dkl»  >^l0o  y=:0  oder  j|f==2  ist.    Dann  ist  aber» 
^eil   3f  =  0  wieder  offenbar  nicht  zulässig  ist» 


1^ 


Die  iteiden  gesuchten  Zahlen  sind  also  j;=  — 4  und  y=2»  so 
das0  also  diese  Aufgabe  ohne  Zulassung  negativer  gai/zer  Zahlen 
nidit  gelSst  werden  kann. 


II. 

Berichtigung. 

IVeil  ich  den  in  der  Abhandlung  Tbl.  VI.  Nr.  L  von  mir  em- 
pfohlenen Vortrag  der  Lehre  von  der  Auflösung  der  Gleichungen 
des  dritten  Grades  immer  noch  fSr  bemerkens-  und  berficksicbti- 
gnngswerth  halte»  so  erlaube  ich  mir  darauf  aufmerksam  zu  machen» 
das«  in  dieser  Abhandlung  gegen  das  Ende  eine  Auslassung  Statt 
gsAmdeo  bat»  die  leicht  Missverständnisse  herbeifllhren  kann  und 
daher  ein*  Beriehtignng  wflnschenswerth  macht 


3S2  3Utee4deM. 

Bei'^^ef  Bfc^trachtang  des  Falfs;  Wnn  '^a»>««iM;aUfatC(!; 

ist  nämlich  stilUlchweigend  «ngendinmöii  oder  voraosgesetst  tror^ 
den,  dasa»  so  wie  a,  irelcbes  In  diesem  Falle  notbwendig  posi- 
tiv sein  muss,  aach  6  pomtiy  sei.  Dies  erhellet  daraus,  weil  aaf 
derselbeti 'Sieife  irefter  irnfen  l   .  -    i.  .      '..u. 

•  Mh^«— 3sln^cos9*is£a^%/  -  =  \  -73 

gesetzt  worden  ist»  welches  nar  unter  Voraossetzang  eines  posi- 
tiven b  zulässig  ist,  da  n^an  ja  naturlich,  well,  a  jedenfalls  notb- 
wendig pösifiv  sein  muss,  filr  ein  negatives  h  keiifesw^gs  '  ' 


setzen  darf. 

Daher'  gilt' aocb  auf  8«  7.  die  Bebauptong: 

4 

M«L    Wenn  ö^ ff' >  6*  Ist,  ho  hat  die  gegebeiie  Gleichung 

drei  sSmmtlich  unter  einander  ungleiche  reelle  Wunteh» 
zwei  negative  und  eine  positive."  ,; 

natdriicfc  nur  unter  Voraussetsunft  eines  positiven  A,  v«ias  ••  a.  O*. 
zu  bemerken  unterlassen  worden  ist. 

Wenn  man  aber  in  der  in  jenem  Aufsätze  betrachteten  Gleichung 
die  GrSsse^d;=  — ( — x)  setzt,  so. gebt  diene  Gleichung offeobar  tu 

1  .  ■         .  ■  ' 

*  -     ■      1 1 

Qber,  woraus  also  erbellet,  dass  die  Gleichungen 

x^  =  ax  +  b    und    x^  ==  ax  ^  b 

jederzeit  absolut  gleiche,  riicksicbtlich  der  Zeichen  aber  entgegen- 
gesetzte Wurzeln  haben. 

•  ■'    ' 
Mari  wfirde  also  auf  8.  7.  noch  hinzuzusetzen  oder  zu  l>emer- 

ken  haben, 

.    ■  ,..  •  \     ■, 

4 

„dai<s,,wenn  .^a*  >  jfl  und  b  negativ  ist,  die  gifgtobeti^' 

f.  .  Gleiebung  drei  sämmtlicb  unter  einander  ungleiche,  jreft^^. 
Wurzeln,    itweifMiAKivc^  ifM  eine  nega4v,9  bab^'f,    ..,j, .', 
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Um  allen  «liigliohen  MiaBTerstftiidnisffen  vorzubeugeD,  babe 
ich  dies  hier  bemerkt»  weon  auch  der  in  Rede  steheode  Aufsats 
schon  vor  einer  ziemlichen  Reihe  von  Jahren  erschienen  ist»  in- 
dem ich  aber»  wie  schon  oben  erinnert»  die  darin  vorgetragiMie 
Methode  immer  noch  der  Berfick^ichtigun^  nicht  ganz  uDwenUi 
halte.  6. 


III. 

T 

leb  bin  einigemal  brieflich  niifgefordert  worden»  eine  recht 
deutliche  Elriäuterung  der  Einrichtung  der  Gaus« 'sehen  Tafeln 
zar  Berechnung  der  Logarithmen  der  8umme  oder  Differenz  zweier 
Zahlen  zu  geben»  die  nicht  selbst»  sondern  nur  durch  ihre  Loga- 
rithmen gegeben  sind»  und  habe  solchen  Aufforderungen  auch 
einigemal  brieflich  entsprochen.  Um  indess  dergleichen  AufTorde- 
rnngen  ein  fiir  alle  Mal  zu  genügen»  möge  die  nachstehende  Er- 
liaterung  der  au  sich  zwar  ganz  einfachen  Sache»  die  mir  aber 
doch  nicht  Oberall  mit  der  gehörigen  Deutlichkeit»  Strenge  und 
Allgemeinheit  gegeben  zu  werden  scheint»  aus  welchem  Umstände 
w'obi  auch  die  erwShnten  Auflbrderungen  hanptsfichlicb  henrorge- 
gangen  sind»  hier  folgen. 

Weon  X  und  y  zwei  beliebige  positive  Zahlen  bezeichnen  und 
die  Basi»  des  logarithmischen  Systems  b  genannt  wird»  so  ist» 
Toraaffgesetzt,  dass  im  Falle  der  ^iubtraction  y  die  kleinere  der 
beiden  Zahlen  x  und  y  ist: 

a;  =  Ä'»**,    yr=bfogn,    .t  ty  =  &'•«<' 1:9); 


Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form 

und   nimmt  auf  beiden  Seiten   die  Logarithmen»    so   erhält  man» 
vreil  log6  =  l  ist»   die  Gleichung: 

log(a:±y)  =  logj:  +  log(l±6^f  y-^*') 
oder 

Iog(a:J:y)  =  loga:  +  logt  1  db  (ä)*'''  ""  '^'«'l? 
and    vreil  nun,    wenn  wir  flberhavpt  die  Zahl»    deren  LogarithoMis 
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dioGröflSQ  JKüit,  durch  Namlog  X  *),  eig«ntllcb  dareh  NanlogC^JX 
beieichneti, 

fti^f-W r  ^  Kuin  log(lcey— log«) 
Ist,  ••  M:  4 

log(a?±Sf)  =  ioga:  -f  log  1 1  db  Numlog(logy  -logar)}. 
Ferner  ist  nach  dem  Obigen  aach: 

fliif»,  vr^mi  man  wieder  aof  beiden  Selten  die  Logarithmen  nlnnits 

•og(«±3f)  Ä  logy  +  Iog(6^'-«^»dbl) 
^er 

Jog(a:±y)  =  Jogy  +  Fog  |Num Iog(log«  —  log jf)  i  1|. 

Wir  ffollen  nun,  die  Differenz  bgir  — logy  jetkt  immer  poai* 
H¥  alia^hmend» 


•i  ■  .  r  • 


At9log«--.logyf 

B  =  [og(l  -{-b^y-^')  =  log  { 1  H-NumlogOogy— <log:r)), 

C  =  log(I  +  6toc*-tof  sf)  =  log  i  1  f  Nnro  logGog«— logtf>| 

Das  Argument  der  6 ausstachen  Tafel  **)  ist  die  GrOsse  A» 
und  schreitet  in  derselben  fort  von  A  =  0,000  bis  A  =  5,0.  Ftr 
diese  Argumente  enthält  die  Tafel  in  zwei  mit  B  und  C  beselch, 
neten  Spalten,  nebst  den  nöthigen  Differenzen,  die  Wertbe  der 
obigen  Grossen 

BsslogCl  +  y^fy-W*), 

C  Ä  logCl+ft'Nr^-l'f  y). 
Die  Wertbe  von  B  schreiten  abnehmend  fort  von 


*)  Man  denke  an  die  in  der  Analytis  allgemein  gebräachlidiea  Be- 
leichnnngen  Are  sin  X,  krtUok^X,  n.  ••  w. 

**)  Ich  lege  abiicbtlich  xn  Grunde:  Logarithmitch- trigotfs- 
metrieche«  Handbach»  Herausgegeben  von  H.  6.  Köhler. 
FAnfte  revidirte  dt^raOtyp-Autgabe.  Leipifg  hei  Taach* 
nitt.  1867.,  worin  sich  S.  207.  bis  S.  221.  die  Gaufe'tche  TaM  ia 
ÜMflimprtaglleiM  Gisiiai  heiodel. 


I 


.  ] 


.VitetUtn.  235; 

B  =0^103    bis   B  =  OiOOOOO; 

di«  Werthe  von  G  gehen  wMhMod  von 

Cs=  0130103  bis   C  =  5,00000; 

M   daM  also  0,30103,    n&mlich  log  2,   in    der   Tafel   fOr  B   d)e 
gruaato,  io  der  Tafel  (tir  C  die  kleinste  Zahl  Ist. 

Nach  den   oben  bevriesenen  Fonatln  tat,    was    suerst   den 
Logarithnua  der  Samnie  betrifft , 

log(«  +  y)  =  loga:  +  B   und    log(j;  ii/)  =  logi/-f  C, 

woraoa  sich  awei  Methoden  lur  Berechnung  von  log(a;-f-^)  lolt 
lebt  der  Tafeln  ergeben»  wenn  bloss  logx  und  log^y,  nicht  x  und 
jf  aelbst,   gegebau  ist    Durch  Subtraction   der  gegebenen  Loga- 
rithmen berechne  man,  unter  der  Voraussetzung»  dass  logo:  gros- 
anr  «b  logy  fat,  das  Argumeat 

A  =  logar  — logy» 

g<elie  mit  denaelben  In  die  erste  mtt  A  bezeichnete  Spalte  der 
Tjifal  ein  9  und  nehme  aus  der  zweiten  und  dritten  mit  B  qnd  C 
besoicbneten  Spalte  derselben  die  dem  in  Rede  stehenden  Arj^- 
flMsnt  A  entsprechenden  Werthe  von  B  und  C;  dann  findet  ib^Ü 
log(^-)-3f)  leicht  mittelst  einer  der  beiden  obigen  Formeln,  n&m- 
lich  mittelst  einer  der  beiden  Formeln: 

log(3?  +  y)  =  log«+  B,    log(a:-f  y)  =  logy  +  C. 

V^aa  ferner   den  Logarithmus  der  Differenz  betrifft,    so   hat 
mae  io  dieser  Bezifbang  zuerst  Folgendes  za  merken. 

'Wtfil  Mch  dar  .Tbaoria  der  Logarilhman 

iat,     BO  ist  in   den  obigen   Bezeichnungen: 
also 

und  folgHch,  uenn  man  laultiplicirt : 

(4"-l)(6'--l)=x|. 


•  Kl 


oder 


\  • 
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Nach  deiD  Obigeit  Ist  ''iioo : 

log  (j: — y)  =r  iogjr  4-  log(I  —  6~  ^) , 

log  (ar— y)  =  log^  +  log(6^  —  1) ; 
also  Dach  deii  vorhergehendcD  "Formeln  auch : 

log(«r— y)=:.logaT  +  log(2— 6  ), 

c  ■'■-■■ 

log(ar-y)=lojg^  +  log(6   —2) 

logte— y)  =  loga;  + tog(6fcf*-6*), 
|dg(j:-v)  =.  logy  +  log(6^-6to*»). 

■  »     .  • 

Bei  dem  Gebrauche  der  Tafela  aind.uuo  die  zwei  folgm4e» 
iFilie  zu  unteracheidi^D. 

L    logar— logy^O,30I03p  d,  i.  logo;  — logy^logS.      ., 

I 

lo  diesem  Falle  suche  man  die  Differenz  log^ — logy.  in  der 
dritten  Spalte  fSr  C  auf,  deren  kleinste  Zahl  nach  dem  Obigen 
Ö,o0]03.ist,  and  nehme  ans  der  ersten  und  zweiten.  Spalte  das 
entsprechende  A  und  B.  Dann  hat  man  nach  dem  Vorhergeheo- 
den die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

(6^— l)(6i.tf«-iv»-l)  =  L 
Aus  der  zweiten  dieser  beiden  Gleichmigeii  ergiebt  sieh  MAt: 

B 


fflogx—togy  — 


also 


und  folglich : 


6«-l' 


ftio^v-toir*=l-6-'^*' 


1— &toir»-to<r«  =  6~"*^.  -^i 


Daher  haben   wir  die  beiden  folgenden  Ausdrücke: 
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abo: 

log(l  -  b^€%  -  ^€*)  =  —  B , 

logC**»**-^*  i'— 1)  =  A; 

nnd   weil  Don  nach   dem  Obigen 

log(ar— y)  =  loga:  +  log(]  — 6'Vf^'Nr»), 

log(ar-y)  =  log.y  +  log  (6'»« '-«»«»  —  i) 

■  « 

ist»   so  wird  log(ir — y)  mittelst  eines  der  beiden  folgenden  Ans- 
drffcice  leicht  berechnet: 

log(^— y)=loga:  — B,    log(a:— y)  =  logy+ A. 

i 

11.    logx  —  logy  ^0,30103,  d.  i.  logjT— logy^log2. 

In  diesem  Falle  snche  man  die  Differenz  logj;  —  logy  In  der 
sweiten  Spalte  fär  B  auf,  deren  grosste  Zahl  nach  dem  Obigen 
Of30l03  ist,  and  nehme  aus  der  ersten  und  dritten  Spalte  das 
entsprechende  A  und  C.  Dann  hat  man  nach  dem  Vorhergehen- 
den die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

(6l^x-toffy«l)  (6^  —  1)=  I. 
Aus  der  sweiten  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  leicht: 


also 


and   folgllcb: 


6^«y-fcf'=|— 6    V 


1— 6tofy-lbÄX:=ft-^. 


Dah'er  haben  wir  die  beiden  folgenden  Ausdrücke : 

also:  I  •: 

log(l  -  6^«-«^*)  =  —  C, 

log(6'»^*-'v»-l)  =  — A; 


I       -VI! 
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.  imd  weil  dqd  nach  dem  Obigen 

log(a:--3r)=loga?  +  log  (l-5«*f  »-'•«'). 
log(«-3r)  =  logy  +  Iög(«*i^-«^f- 1) 

ist,  so  wird  log(j?^y)  mittelst  eines  der  deiden  fo^ndM  Am- 
drücke  leicht  gefimdan: 

log(a;-y)alog«-**C,    log(a?— y)  =  log|f— A- 

Dies  dimi  vn-  vollsifiiidigen  Ejriiotemng  der  Elnfiditai(y  ii]h) 
des  Gebrauchs  der  Gauss'  sehen  Tafeln  in  ihrer  nrsprfbigliobf  i|  F^RP- 

Eine  andere  Ginrichtnng  ist  der  Tafel  gegeben  in:  Voll- 
ständige logarithmisehe  und  trigonometrische  Tafeln 
vpn  E.  F.  August.  Berlin.  1846.,  welche  allgemeiner  gekannt 
SU  sein  irerdient,  als  sie  su  sein  scheint. 

Dieser  BinrichtuAg  liegen  die  beiden  ans  dem  Obige»  bekaan* 
tao  Formeln 

Iog(ar+3r)  =  logy +log<ft**«-*o  +  l), 

log(a:-y)  =  logy +leg(*^#*-to#3f  _  1) 

SU  Grunde,  wo  es  in  der  ersten  Gleichung  ganz  gleichgfiltig  ist» 
welche  der  beiden  Zahlen  s,  y  die  grössere  und  welche  die  kiel* 
nere  ist,  in  der  ziveitea  Gleichnng  aber  y  als  die  kleinere  der 
beiden  Zahlen  x^  y  angenommen  wird.  Als  Argument  ist  in  der 
TaM  die  GrOsSe 

A  =  loga:— logy 

angenommen,  welches  nun  aber  nicht,  wie  in  der  ursprOngÜchcD 
Ganss'schen  Tafel  stets  positiv  ist,  sondern  positiv  und  ntfft 
tiv  sein  kann,   und  nach  einer  der  Einrichtung  der  gewöhnlichen 
Logarithmentafeln  ganz  conformen,  daher  durch  sich  selbst  leicht 
verständlichen  Einrichtung  von  A= — 4,0  bis  A=-f  6jB  brtachsal- 
tet*    Für  diese  Argumente  sind  in  der  Tafel  die  Werthe  der  Grösse» 

logCft^v'-to^sf  +  l)   oder   log(l +6^^*-^») 

■  II 

berechnet    Ffir  positive  Argumente  sind  die  Zahlen  dieser  Taf(^*^ 
offenbar  einerlei  mit  den  Zahlen 

C  =  log(l  +  6tof*-tojry) 

der  dritten  Spalte  der  ursprfinglichen   Gauss* sehen  Tafel, 
negative  Argumente  «ind  die  ZaMea  eintdei  mit  den  Zahlen 


oder 

BsIoga  +  Ä-CHfs-iNrsr)) 

der  zweiten  Spalte  der  oreprfiDglicheD  Ganee'echeo  Tafel,  wie 
augenblicklich  erhellen  wird,  wenn  man  nar  fiberlegt,  daas  die 
Gaaee'aehe  Tafel  das  steta  positive  Argumeiit  logjr  — logy 
hat  Die  Ao gast' sehe  Tafel  konnte  daher  ans  der  Gaoss- 
sdeo  Tafel,  bei  verschiedener  Anordnong  der  Zahlen,  unmittel- 
bar abgeschrieben  werden.  Der  Gebrauch  dieser  Tafel  ist  siia 
aber  folgender,  wobei  wir  jetst  die  den  positiven  oder  negativen 
Argwneoten 

AsIogdP  — logy 
eatspreebenden  Zahlen  der  Tafel  durch  B  beseichnen  wollen,  wo 


B  =  log(6^*-«v»  +  l) 

Dm  log(j:-f  3f)  zu  finden^  berechne  man  durch  einfache  Sub- 
traction  der  gegebenen  Logarithmen  log^  und  logy,  abgesehen 
davon,  welcher  der  grossere  oder  der  kleinere  ist,  das  Argument 

A  =  logar— logjf, 

■ml  nehme  das  dazu  gehörende  B  aus  der  Tafel.    Weil  nun  nach 
dem  Obigen 

log(a?+y)  =  logy  +  Iog(6'*f  «-«f »  +  1) 

hl,  so  bt 

•og(*+y)=i«w+'*. 

■ 

mÜelBt  weicher  Formel  der  gesuchte  Logarithmas   der  Summe 
ebe  blosse  Addition  leicht  gefunden  wbd. 


Cm  bg(:r— y)  zu  finden,  wobei  jf  kleiner  als  x  vorausgesetst 

^'frd,  berechne  man  die  Dilerens  log:r  —  logjf,   suche  dieselbe 

*Qter  den  Zahfen  B  der  Tafel  auf,  und  nehme  aus  derselben  das 

^teprediende  positive   oder   negative   A.     Weil  nun  allgemein 

dem  Obigen 


B  =  log  (4^  +  1). 


jeM 


logo?  — logyr=log(A    +1) 
»  so  tat 
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6^  =  6tof*-/o<ry— .1, 
und  folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen  nimmt: 

A  =  log(fc^**-^»y— 1). 
Nach  dte  OUgen   ist  aber 

i  |og<a:— y)='logy  +  log(6*»«f^'«»«-l), 

fblglicb   • 

^     ,         iog(a?— ^)=logy  f  A. 

mittelst  welcher  Formel  log(;r  —  y)  sehr  leicht  gefunden  wird,  in- 
dem nur  A  immer  gehörig  mit  seinem  durch  die  Tafel  gegebenen 
yprzeieheo  in  Rechnung  gebracht  wird. 

Ich  stehe  nicht  an,  zu  bemerken»  dass  es  mir  selbst. am 
zwepkmässigsten  scheinen  mCchte,  lux  das  stets  positive  Argument 
A=:loga;— log^  eine  Tafel  fflr  B=:log(A'««'^-'<»iry-f  1)  und  ene 
zweite  Tafel  für  C  =  log(6'»«*-'<»^.v— 1)  neu  zu  berechnen.  Dann 
wäre,    weil  nach  dem  Obigen 

log(a; +  y)  =  logy  +  log(6toirx-.  toiraf  +  1), 
log(ar— y)  =  logy  +  log(6'^irJf-'<v.v— 1) 

ist. 

log(^+y)  =  logy  +  B,     log(j:-y)  =  logy+C; 

wo  immer  y  als  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  x^y  angenomaeii 
wird.  1d  diese  Tafel  wGrde  man  immer  mit  dem  positiven  Argn* 
ment  A  =  logar  — logy  eingehen,  und  unmittelbar  aus  der.TiÜEBi 
das  entsprechende  B  oder  G  eutnehroen,  jenachdem  es  sich  noi 
die  Berechnung  von  log(a?4-^)  oder  log(ar— ly)  handelte,  welche 
Logarithmen  dann  leicht  mittelst  der  obigen  Formeln  gefanicn 
würden.  Eine  solche  Tafel  würde  nach  meiner  Mehiung  die  donh 
dieselben  dargebotenen  Vortheile  sehr  erhüben ,  da  doch  immer 
der  umgekehrte  Gebrauch  der  jetzigen  Tafeln  manche  Nachtbeile 
mit  sich  führt.  Man  hat  ja  bekanntlich  aus  diesem  Grunde  jetzt 
au'ch  schon  den  Gebrauch  der  gewöhnlichen.  Logarithmen  doreb 
die  Berechnung  sogenannter  Anti- Logarithmen  zu  erhöhen  gaitacbt 

Wie  die  verdienstliche  Zech 'sehe  Tafel  eingerichtet  ist,  kaaa 
ich  jetzt  nicht  mit  Bestimmtheit  sagen ,  da  mir  dieselbe  gerade , 
nicht  zur  Hand  ist  Auch  werden  von  Lehrern  auf  SchMM.  woM 
nur  die  Köbler'scbei^  oder  August'scben  Tafeln  gebraucht  we^ 
den,  und  dem  Schulunterrichte  zu  dienen,  war  der  Qappj^w^ 
der  obigen  Erläuterungen;  die  trefflichen  Bre  mik  er 'sehen  TaMs 
enthalten  die  Gabils'tfchen'  Logarithmen  nicht.  6.   , 


Omri§€ :  Vek.  äi€  ReUL ,  die  twücA.  den  AkteknIUen  d,  SMen  «/r.  jMl 


Ueber  die  Relation,  die  zwischen  den  Abschnitten  der 

Seilen  eines  Dreiecks  besteht,    welche  durch  sich  in 

einem  Punkte  schneidende  Gerade  gebildet  werden. 

Von  '  '    '^' 

Herrn  Doctor  Durhgt 

10  Zfirich.  ' 


Zieht  man  durch  eiiien  beliebigen  Punkt  au«  den  Eeken  elMS 

Dreiecks  gerade  Linien ,   so  besteht  zwischen  den  Abscboiiteiv 

welehe  diese  Linien  auf  den   segenQberliegenden  Seiten  bilden, 

wen  man  diese  Abschnitte   ordnungunilssig   mit  m»  n,  p  and 

mff  fiff  p^  beieichnet»  die  bekannte  Relation: 

m.it.p   - 

m'.n.p' 

Wir  wollen  mit  dem  Beweise  dieses  8atses  lugleldk  d#n  des 
ledpiokea  verbinden,  und  daran  dann  noch  einige  BetterlriuigeB 
küpfen. 

Die  Beseichnungen  aollen  so  eingerichtet  «erden  p  dass  in 
'if  rcdproken  Figur  die  Geraden  mit  denselben  Buchstaben  be- 
Miehöet  werden  p  wie  In  der  ursprOnglichen  Figur  die  entsprechen* 
^M  Punkte,  und  umgekehrt    (Taf.  V.  Fig.  L  und  2.) 

Drei  Punkte  (Gerade)  a,  b,  e  bilden  ein  Dreieck,  die  Ver- 
^Uugslinien  (Purchschnittspunkte)  derselben  seien,  a,  ßa  yw.  Xfk 
^ikme  beliebig  einen  vierten  Punkt  (eine  vierte  Gerade)  M  an 
^  beaeicline  die  Verbioduagslinien  (Durchscbnittiipunkte)  der- 
•«IWa  mit  ä,i*;  fli^urob  Ai  Bt  C.    Beaelchneldi  fta 


die  Darchschnittspankte  (VerbiDdangslinien)  dieser  drei  Genuk 
(Punkte)  mit  u^  ß,  y  darch  1,  2,  3,  so  lautet  der  tu  beweised 
Satz: 

61.iä.<r3  =  cl.a2.63, 
sin  (61) .  sin  (c2) .  sin  (a3)  =  sin  (cl) .  sin  (a2) .  sin  (A3). 

Im  Dreiecke  61a   oder  oyA  nnd  den  analogen  Dreiecken  is( 

61.8in(cify)  =  al.sin(ily)  a/.sin(61)  =  il^.sinCoI) 

c2.sin(/?a)  =  62.sin(l?«)  i'      *fa.s\n(c^  =  jRa.8in(6S) 
a3 .  siniyß)  =  c3 .  sin  (Cß)  yß^ßin  (a3)  =  Cß .  sin  (c3) 

pl.sin(j3a)  =  al.sin(il|})  /Sa.8in(cl)  =:  i4/7.sio(al^       . 

'•'        a4.sin(y/J)  =  62.sin(fiV)  y/J.8in(a2)='fiy.iW(6Ö)^' 

•!i  ^».sitf(jtfr)^^.slif(04  a}^:8tt^MClr.«ifi(c^"^  ^ 

Daraus  ergiebt  sich: 

61 .  c2.  a3  .^  -iun  (^y)  wy  (jBoQrfii  (C<?) 
cl.a2.^  ""  sin (^  sin (Bv) sin  (Ca) ' 

(1)         {  rrt  .       f 

sin(61)sin(c2)sin(g3)  _  Ay.Ba.Cß 
sin  (cl)  sin  (a2)  sin  (63)  "~  ^^ .  ^ .  Ox' 

UM' M  t A^ner '  itt  Dreiedce  61iV  oder  BAa  vriäd '  dini '  »Miogip 
IMrMw!keil': 

bii7^1«in(i?«)=*l»M(-^Ä)  Äa,«n(6I)=:.4ÄKÄin<J|l) 
c2.sin(C/9)=ilf3.sti(BC)  Ci8.aiia(c2)sAC.8ln(«Sr> 
ii3.sin(ily)  =s  ilf3  sin  (CA)       Ay.Bin  (a3)  =  CJ.  sin  {M'S) 

cl.Bin(Ca)=:  Mi.siniCA)  Ca.Bin(cl)=  CA.  sin  (Ml) 
^^r,  ,q^.mJifi(Jß)^Jl2.akn(4B)  AßMn(filt)::::AM.^m{im 
* M  ;>:tAa.sili(f  r)ssJf3usin(AC)       £y. siii(63)  a  MCwin^M/Sf 

Hieraus  folgt: 


<  ' 


/      6T.ela3       sm(Aß)  8\u(Sy)  sin(C«) 

siri(»l)dH(ct)sin(q8)     ;  iH.'gy:  C«  -       ■'     ='■   "'^ 
sia(cl^  jBin  Ca3)  sin  (^)  ^  4jr  ♦  Äx  *  e/S '  \ 

Al^  dkn  G4l0icKitng^h  tT)^  bhd  j;%)  fot^t  dann  uniniheTCäj: 

^     ,^.c8ns3.^l  .,  .,        rtd(6>)<Hi(c2)sinf(q8)     .^ :   .    .  i.*: 
.1.»^,;^    ..4l.«8»ja""V    ..    ;  isbkKcl)siv(aa)€iD(6S)rrr  Vdi   .-»oh 


T'-    *         i;    » 


•i 


I 
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':    .       tAm{Aß)mm(Br)8in(Ca)  _  Aß.By.Ca_. 

■  ^^^      mm (^)«iii (Ba)m{C^  ""  * '  Ay  .Ba.  6'^  ""  *  * 

Dies  war  der  zu  bevTeisende  Satz.  Allein  es  bat  sieb  dabei 
■ach  mehr  ergeben.  Die  Gleicbiing  (4  IL)  sagt  näiDÜcb  toii  den 
i^RDfcteii  A»  Bp  C  dasselbe  aus,  wie  die  Gleicbung  (3  I.)  von  deu 
iPtokten  1,  2,  3.  Die  Relation  zviischen  den  Abschnitten  findet 
iabo  nicht  bloss  dann  statt,  wenn  die  Verbindungslinien  der  Punkte, 
weiche  die  AiMcholtte  bilden,  mit  den  Ecken  des  Dreiecks  sich 
k  einem  Pmkte  schneiden ,  sondern  auch  dann ,  wenn  die  Punkte 
•tibst  io  «ieer  geraden  Linie  liegen. 

Ich  will  nun  zuerst  nachueisen,   ilass  die»  die  beiden  einzi<! 

liehen  Fälle  sind,  in  welchen  die  in  Rede  stehende  Relation 

det     Zu  diesem   Ende   nehme  ich  an,    es    seien   auf  den 

eines  Dreiecks  abc  (Taf.  V.  Fig.  1.)  drei  Punkte  so  gege- 

,  dass  zwischen  den  gehörig  bezeichneten  Abschnitten  auf  den 

n  des  Dreiecks,  i»,  n,  p  und  m\  n\p\  die  Relation 

stattfindet,  und  stelle  zugleich  die  Bedingung,  dass  die  Verbin- 
dangslinien  der  gegebenen  Punkte  mit  den  gegenGberliegenden 
fZcken  des  Dreiecks  sich  nicht  in  einem  Punkte  .schneiden  sollen. 
■Ick  werde  daao  nachweisen,  da«ts  die  drei  gegebenen  Punicte  in 
eher  geraden  Linie  liegen  «nfissen. 

Es  seien  1,2,  4  die  gegebenen  Punkte.  Ziehe  ich  a\  und  ftS 
^■■d  dardi  den  Durchschnittspunkt  M  beider  die  Gerade  r3,  so 
Ist,  wenn  ich  die  neuen  Abschnitte  auf  a6  mit  tipimd  nf  bezeichne, 

De  aber  andi 


war,   so  mass 


m.n,p^m'  .n'  .p' 


x:n'  ^p  ip' 


seiD,  d.h.  die  Pnnirte  3  und  4  mfissen  zugeordnete  harmonische 
Anlrte  wa  a,  b  sein.  Betrachtet  man  nno  IJßc  als  ein  vollstä»- 
digwe  VieneÜ  und  erimert  sich,  dass  die  drei  Diagonalen  eines 
irollatlndigeB  Viereeits  sich  in  zu  i\en  E^ken  desselben  zageord- 
■eteo  barmooischen  Punkten  schneiden,  so  erhellet,  dass  die  Dia- 
gonale 12  die  Diagonale  ab  im  Punkte  4  schneiden  wird,  dass 
ela*  1 1  9f  4  in  gerader  Linie  iicgsu  misaea. 

Audi  «e  fitmcbmiReii  (3 11.)  «d  (4 1.)  sagen  dasselbe  an. 


n 
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Es  wird  also  die  Relation  zwischen  den  Sinussen  sowohl  dau 
stattfinden  y  wenn  die  drei  Strahlen  die  gegenOberliegenden  Stitoa 
des  Dreiecks  in  solchen  Punkten  schneiden ,  die  in  gerader  Unit 
liegen,  als  auch,  wenn  die  drei  Strahlen  sich  in  einem  Poskti 
schneiden.  Anch  hier  l&sst  sich  ebenso  zeigen,  dass  nur  I| 
diesen  beiden  Fällen  aliein  die  in  Rede  stehende  Relation  statt- 
finden kann. 


Es  seien  nftmlich  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks  aj8)f  (TatV. 
Fig.  2.)  drei  Strahlen  1,  2,  4  so  gezogen,  dass  zwischen  den  9^ 
hörig  bezeichneten  Winkeln  mit  den  Seiten  des  Dreiecks»  »,  s»)i 
und  m'fti'^p'f  die  Relation 

(6)  sin  m .  sin  n .  sinp  =:  sin  m'  •  sin  u' .  sinp' 

stattfindet.  Nehmen  wir  nun  an,  die  Durchschnittspunkte  der  Strah- 
len 1,  2,  4  mit  den  gegenüberliegenden  Seiten  liegen  nicht  ia 
einer  geraden  Linie,  so  kann  man  einen  Strahl  3  durch  yso  ziehen, 
dass  diese  Durchschnittspunkte  in  gerader  Linie  liegen»  Bezeich- 
net man  die  Winkel  von  3  mit  a  und  b  durch  n  und  n\  sohatmaa 


und  folglich 


sin  m«  sin  n.sin  n  =  sin  m'.sinn' .  sin  n' , 


sin  n :  sin  n'  =  sinp :  sin  p'. 


Hie  Strahlen  3  und  4  sind  also  zugeordnete  harmonische  Strah- 
len zu  den  Seiten  a  und  b;  es  sind  also  auch  ß,  C,  a,  C  ha^ 
monlsche  Punkte.  Nach  dem  Vorhergehenden  muss  daher  der 
Strahl  3  durch  den  Durchschnittspunkt  von  1  und  2  hindurchgeheik 

Wir  haben  nun  also  gesehen,   dass: 

1)  wenn  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  drei  Punkte  gegeben  siod, 
so  dass  zwischen  den  dadurch  gebildeten  Abschnitten  die  Relatioa 
(5)  stattfindet,  allemal  entweder  diese  drei  Punkte  in  gerader 
Linie  liegen  oder  die  Verbindungslinien  der  Punkte  mit  dea 
gegenOberliegenden  Ecken  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

2)  Wenn  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks  Strahlen  gezogea 
werden  dergestalt,  dass  zwischen  den  dadurch  gebildeten  Wia" 
kdabschnitten  die  Relation  (6)  stattfindet,  so  schneiden  sich  di0 
Strahlen  entweder  in  einem  Punkte  oder  ihre  Durcbsehnitif* 
punkte  mit  den  gegenOberliegenden  Seiten  liegen  in  gerader  LlsiSi 

Wir  wollen  nun  diese  Sfitze  in  ihrer  ganzen  VollstSndigkeU 

betrachten.    Sind  die  drei  Verhftitnisse  -71  -y,   ^9    deren  Pro- 

tn      n      p 

duet  der  Einheit  gleich  ist,  gegeben,    so  wird  darch  jedes  Ver- 


Hm,  DrH^elt»  be»i^  welche  dnrch  sick  in  ein.  FunMiescMnM.Cer,  eic,  24r> 

■kdtDlss  auf  der  sugehOrigen  Seite  de«  Dreiecke  nicht  ein  Punkt, 

[liiderB  Tielraehr  swei  Punkte  bestimmt,  die  lu  den  zugehurlgep 

(Iden  des  Dreiecke  zugeordnete  harmoni8ehe  Punkte  nind.    Man 

lik  also  sechs  Punkte,   von  denen  je  drei,    auf  verschiedeoee 

des  Dreiecks  lieisende,    beliebig   mit   einander   combinirt 

m  können.    Wir  wollen  diejenigen  Punkte,  welche  zwischen 

Ecken  des  Dreiecks  fallen,  innere  nennen  und  mit  A,  B,  C 

f(Taf. V. Fig. 3.)  bezeichnen,  dagegen  diejenigen  Punkte,    welche 

die  Verlängerungen  der  Seiten  fallen,   äussere  nennen  und 

A'p  B'f  C  bezeichnen.    Dann  Gnden  folgende  Combinationen 

Punkte  statt : 

A9  B9  C;  Durchschnittspunkt  der  drei  Verbindungslinien  /V, 
^»  *^  f  ^^  f  «fl  »f      •»  ff  *^i» 

»•  C  f  il  ;  „  fl      M  ff  *^ 

O«  A  9  Mi  \  „  ,»      „  »9  ^%\ 

feiner  folgende  Gonibinationen,    wo  die  drei  Punkte  in  gera- 
Linie  liegen; 

A'  B'  C 

A'  B  C 

B'  C  A 

€'  A  B. 

iCsabinivt  msn  also  entweder  die  drei  inneren  Punkte  oder  einen 
mit  zwei  äusseren,   so  schneiden  sich   die   drei  Verbin- 

Ingslinien  mit  den  Ecken  des  Dreiecks  in  einem  Punkte.  Com- 
:  Hrfrt  man  dagegen  entweder  die  drei  äusseren  Punkte ,  oder  zwei 
;  hsere  mit  einem  äusseren,^  bo  liegen  je  drei  Punkte  auf  einer 
„  iNiideu. 

Sind  ferner  die  drei  Verliältnisse  -; — 7»  -. — -,»  -t—§,  deren 

sinm      smn'     sm^ 

VMnct  der  Einheit  gleich  Isl,    gegeben,   so  wird  durch  jedes 

IFsrhältniss  in  der  ihm  zugehurigen  Ecke  des  Dreiecks  nicht  ein 

8lfihi|  sondern  zwei  Strahlen  bestimmt,    welche  zu  den  zugeh5- 

■^  Seiten  des  Dreiecks  zugeordnete  harmoniKche  Strahlen  sind. 

'  Hu  erhält  also  sechs  Strahlen,    von  denen  je  drei,   durch  ver- 

r  schiedene  Ecken   des  Dreiecks  gehende,   beliebig  mit   einander 

:  csmbiairt  werden  kennen.     Nennen   wir   wiederum   die  Strahlen, 

\  welche   innerhalb  des  Dreiecks  liegen,    innere,  und  bezeichnen 

sie  Bit  1,  2,  3 y  so  wie  die,  welche  ausserhalb  des  Dreiecks  lie- 

gM»  Inssere,  and  bezeichnen  sie  mit  I,  II,  III  (Taf.  V.  Fig.  3.^ 

§0  bsbsn  wir  folgende  Combinationen: 


Arahlen,  di&rficfi  in  einem  Pwnkte  schneiden-: 

1  ;}  3  DurchKchiMttspunIct  2V;        2  III  I   DurchschuUtfipul 
1  Ulli  „  A,;      3    1    II 

Strahlen ,  deren  üiirchfichnirtspanktie  mit  den  gegviftfber 
dto  Seiten  in  einer  Geraden  liegen: 

■ 

I  It    III    I)iircb8chnitt«punlcte  A\  Bf ,   C\ 
12      3  „  ^',  ».    C; 

II  3      1  „  »,  C.    A\ 
IM    1      2                     „                  C,  A,    B. 

Combinirt  man  also  drei  innere  oder  einen  inneren  on 
äua^ere  Strahlen,  so  schneiden  sie  sich  in  einem  Ponkte^ 
binirt  man   dagegen  drei  Süssere  oder  einen  äusseren  u» 
Innere  Strahlen»  so  liegen  die  Durchschnittspunkte  mit  den 
flbeHiegenden  Seiten  in  einer  Geraden. 

Es  erhellt»  dass  hier  die  reciproke  Betrachtung  eigentlich 
Neues  ergiebt»  denn  die  Grundbedingung  wird  mit  der  Gl 
dingung  der  ursprfinglichen  Betrtehtting  zugleich  erftillt. 


XXVII. 

Einige  Beweise  des  Fermat'seben   Lebrsafti 

(Anliiv  Theil  XXVIl.  Heft  1.) 

Von 

Herrn  Doctor  Heinen, 

Directur  der  ReaUchule   za   Dusseldorf. 


0efschrdbt  man  ober  dem  Durchmesser  AB  (Taf.  V. 
eines  Halbkreises  AEB  als  Grundlinie  ein  Rechteck  ABCk 
sen  Höhe  AC  oder  BD  der  Sehne  des  Quadranten  des  f 


MMim^m:   &9iffe  Beweist  4e$  Fe^rmmtseäeti  .Z^Atm/mjl    Mit 

im  4f  flIdMA  dw  BUMm^to  AEß  gAbdrt^  gleiqb'  M»  Mi  tiebMML 
dm  beidea  Pookteo  C  und  D  nach  dem  beliebigen  Punkte  E  dei 
JhlbkiMkte  Hie'  tiiiAen  OB  und  J9£,   welche  deo  DunOitntw^ 
AB  in  F  ODd  Cr  schneiden,  so  ist:  '^^ 

AG^+BF*  =  At*. 

A)    L    Es  ist 

AG=AB—BG,       BF  =  AB—AF;  .Z. 

fiili^icb 

je» + »F«=  ilfi»+ ylÄ«- 2.41?.  (BG + ilF) + B<?«+ i«*.  W 

fSIt  man  dod  wa(  AB  die  Senkrechte  EK,  so  Ut  A  BGDoJ  ^  EQMn 

■ad  A £££(>» 4 ^FCr^,miÜiin,v>vepn  niao  BD=sAC=r%^  uUt, 

*     ■ . 

'»«-£Ä+r-y?'         ^'^-fiiTFr-vä-         .  ,„ 

Dotmu  e^ibt  sich,   da  BK+AK—AB:=tt  and  ü/P^^MP- 
J^^ 2££.i4lf  =  4r» -  2£IC«  wt.     . 

.     ^AM»  Am^^  am:,^     4r.2r.rV2       4f*.2rv2  ., 

felglieh  ' 

—2AB.(BG+AF)  +  BG*+AF*  =  —  4r*  =  —  AB*, 

■od  nach  (I) 

AG^  +  BF^=:AB*.  •  ..,  ' 

[.    Man  verbinde  A  und  B  mit  i:?,  so  ist 


£»•=  fW»  +  /V?«—  4PÄ .  Fit; 
also:  ii'-*^ 

^£*+£m3Ji3<=il«>1^1»FSf  C7JP^F£S-2/IG.  GIP^2PB,'FK, 

Aber 

F£?+GE«==2EÄ*+FiP«  +  JPG«  '•'**■" 

mid 

«All«  1  Gfr^ajF« .  jFFs  2ir«r.  s^  ^»«r<;^^  wjr.  irpif  <iri(<>, 

V\    .■         '■  ■■         .     ■  ■■:■■■  .-: 


ÄFC  aber  ist 


EK+BD'        "^--EK+AC 

folglich,    wenn   ÄI>=2iC=rv^,    *:Ä«+ifil«=4r»-*i£;Ä*  ge- 
setzt  wird, 


.  .*  : 


'■•        1 


.V.-,' 

Die  negative  Somdie  der  beiden   letzten'  Gletchnngen  aber  gibt 

•«MSJ^Afelglieb  ivt ::  t  1 

AB*  =  ACf  +  BF*.              ^'"  ^' 


•  >  . 


«•      •     » 


B)  Nimmt  man  den  Satz  ata  m^ügan^^l^öABh^AG^-t-BF*, 
•olat:  -  -  J 

Wglich:  ,»».!. ;,.! 

2AF.BG=:F&. 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  aber  ergibt  sich  auf  folgende  Weiae: 

1)    Zieht  man  (Taf^YeFig.i^  jEF  und  EJ,   ao  iat  ^ACH 
C^^BDJ  (weil  die  Schenkel  senkrecht  stehen).    Alao 

.1  ,    k  ■■>       ■  ■  ■  •  -lt.'  :  ■ '  I 

AC.CH=^DJiBD  odtr   AC.BD=^DJ.C»^AC^r^^, 

Cm=^iCH.BJ. 
Ferner  ist: 

^    CD\_CH  _Pl  CBß_CH.DJ  CBß 

TG—AF-^ßG'    *"''''   FG*r  /IF.iBG  -  2AF.BG'      , 

mithin  ....  t 

2AF.BG^FG*. 

ax  V^rlf iigcyrt  »an.  (Tef.  V. K|g. $;)  AE  piad  vPf  >  ibto.vdfiidler 
Seite  BD  in  •/,  i?£  der  Seite  /IC  in  /f  begegnet,  sa  ist  ^ABH 
ev>  ^  ^S«/  (weil  die  Schenkel  senkrecht  stehen).    Alao 
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oder 


FOr  da«  Dreieck   ACF  Ut: 

CE  FB   AH     ,_BA    FB    AU  _.. 

BF •  BS  •  ÄC'^*" T5  ■  ä:I  •  Ä5C.^  ' • 
also 

FB     AH+AC     .      FB-FG      AC      BG 

fg=     ah      •''*'       FG     =Äa=FG'     <'^> 

I 

Fflr  da*  Dreieck  BOG  findet  man  ebeneo: 

BD      AF__AC 

Am  (2)  nnd  ($  folKt: 

BG.AF        AC*  AB* 


FG*     ~  AH.BJ~'2 .1 H.  BJ ' 
oder  nach  (1): 

^^^=4;  also  FC^=:WG.AF. 

3)  Errichtet  man  (Taf.  V.  Fig.  6.)  in  F  nnd  G  tLuf  AB  Senk- 
rechte, so  ist  /^AFBoc^BGJ,  alao  AF:BF=JG:BG  oier 
AF.BG=HF.JG. 

Nqd  ist:  ^  ' 

EF      HF      JG 

folgfieb 

AF.BG  =  HF^. 
Aber: 

HF^      FG^      FG*  FG* 

AC^'^^C&^UC^'  ^'•'^'"''  ^^=-2~* 
also 

2AF.BG=FG*. 


,7  Eb,  dbacter  Beweis,  bei  welchem  obige  Formel  nicht  ia  ,^1^,, 
tnebtL  kommt,  ist  folgeader:  .        .^  n 

Wbm  verMnde  (Taf.  V. Fig. ft)  ^  mit  ./,  0  mit  IT  täia  H'-Wi 


BF*  =  («£«  +  E£P) — HF*, 
AG*+  BF*=±  AB»  +  HJ*  —  JG*  —  HF*. 

Muu  ist 

^ -^'  *1^  Mi^HF  mtA  iU=^FGi 


daher 


Aber 


AG»  +  iSF«  =  AB*  +  FC»— affiF» 


.  I 


fef~S»  also  FG*  =  2HF*, 


rolf{licb 


'  1 


JA"  =  JG«  +  fiF«. 


i  I 


)     .  . 

k    ■ 

T                                   «         •   •      •                        .            '        «    : 

1 
• 

•                        ■          •   ■ 

.'.      \*. 

XXTIII. 

♦  * 


Uebei^ -eisige  bettiimiite  AiCegrale. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  /.  Dienger 

an  ^  poljtechnifchen  ScIuM/t  in  C^vlt 


I!     ' 


■       »     ••! 


r 


k 


•      *  •       1  I  ■ 


\\ 


Id  den  bekannten  »»Vorlesungen  Aber  die  Integralrecb- 
nitt^g*  ton  Miolgncr  fioA^  AA  HnAnßiiige  d^r  19.  Tort^n^tteb- 
rere  ioteressaote  Umfonnangeo  bestimmtor  IttH^ate,  iterM^  AMM- 
tpHpg  fttiv  jfidHh#ebfiiDUa^1Hid  v^vwonf  D^mc|ieii^t,(  H^^rU^  dalMf 
Im  Nachstehenden  einen  Theil  derselben  genaoer  en¥eiaitt|;,,jdlfli 
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flhrigep  wi>d«i  «ich  gan»  ebeoso  erwfti^n,  bcziekwigsiveiMi  .be- 
richtigen lassen. 

Wir  wollen  uns  das  bestimmte  Integral 

(1) 


m 


Torlegen ,  in  welchem  a| ,  6| , c^  bestimmte  Konstanten  sind« 

und  von  welchem  wir  voraussetzen,  dass  die  Grosfeie,  unter  den 
Integralzeichen  innerhalb  derGränzen  der  Integration  lAcht  unend- 
lich werde  —  eine  Voraussetzung,  die  wir  stillschweigend  bei 
allen  folgenden  bestimmten  Integralen  machen.  Behufc  der  Um- 
fonnnng  führen  wir  drei  neue  Veränderliche  $,  n,  i  ein,  die  mit 
den  frÄ<ireii  scfsamtneDhängeii  dareh  die  Gleiehungen; 

fi«+*i3f+Ciz=S,    <ii^46ay-f<V=v>    aaa:+6ay4v=£';     (2) 
Wim»  folgen  ioSge: 

(8) 

Dx-i^A^HB^v^C^l    I>y=i<,Hfiat;+Cit,    Dz=AJ^^B^v^CJi\ 

wo  bekanntlich  D  die  Determinante  des  Systems  der  Koe(pzten- 
ted  hl  (2)  ist;  Ai  Ist  ferner  cfer  Koeffizient  voti  ai  ia  ^ers6lUii, 
Bx  der  Koeffizient  von  a^f  C|  der  von  ag.>....,  A^  der  vbn  c?i, 
B%  von  c^,  C^  von  c^,  (Vergl.  Baltzer:  Theorie  und  An- 
wendung der  Determinanten,  §.  9.)  Formt  man  nun  das 
beatimmte  In(i9gral  (1)  nach  den  in  meiner  Diffefonfial-  wnil 
Integralrechnung  (.62.  ly.  gegebenen  Formeln  um,  so  i^  die 
dortige  Grosse  M  gleich 

A^{B^Ct-C,B^-['B^{(\Ar-C^A{)^C^(A^ß^A^B^)_B^_  I 

wronv  Hau  BaltsiSr  a.  a.  O.  Q.  7.  hiermit  vergleicht    Dabei  ist 

■  • 

Die  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  GrXnzen  der  neuen  Ver- 
Snderlichen  sind : 

Dx^AxHExV-k^CxtaLti-, 

warn  welchen  nun  fSr  die  Grinsen  folgt  '(#obel  die  untere  Grinse 
immer  saerst  geschrieben  ist) : 
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wenn    c^  >09   so  «ind  die  GrSnsen  von  ii  -«-ce  and  «4- cb» 


»»  *^      ^  ^»        9f  >9  9*  f»  »» 


f»  ^        ^    V»        »f  »f  »»  >f  »f 


M  ^        ^   ^f        f»  *»  »»  >»  »» 


.  t        t . 


c*  <0,    „ 

» 

f> 

^^  SO 

»f 

*• 

$<0.    .. 

• 

»ff 

|>0.    „ 

1 

9» 

|<o.  „ 

» 

»• 

v:    — Qo    „    +00, 


v:     +00    „     —  ot; 


ff»  A     ^  ^>       »»  »»  »»  *» 


ff» 


ff»    I  •      —  OD      »9      +  00»    • 


ff»  { •     +  CO    „    —  00.   ■ 


1 1 


Je  nachdem  ab^  die  Zeichen  todZ^».^!»  ^s  beechafeo  eiod»  we»- 
den  die  Gränzen  von  £»  v»  (  andere  sein,  und  da  in  dieser  Be- 
ziehung acht  Kombinationen  roSgüch  sind ,  so  frird  man  die  folgende 
Tabelle  haben»  in  der  je  die  Zeichen  von  1>^,  il|»  «^  «lersten« 
gegeben  sind,    und  nebenan  die  Gränzen  von  1»  v»  {;• 

•     ■  \ 

/)>0\-(X4-90      /»Ol-OB+OB      Z)>0l+OC>-QD      Z>>0\^(»-« 

•  /  ■■■■-  \  \  \       ■'" 

^>0>-»>QC!    Jj>0^4aD-o«    J^<0>-|,(»-rao    i4i<0>-dHiQf 


C^^O'—OD+OO     Cn  <0'  +00--äO     C^>0'— 00+00     C|  <0'+ClD-»» 


l><0j+5ö-0[>   l><0\  +  oo-op    /)<Oj-oD+oo    Ja<0\--oo+» 

-^I>0>— 00+00      ili>0> +00-00     ili<b>+OD-0D     ^i  <0>  ^  06+ OB 
C^>0|— 00+OD     Ci<0'+OD— OD     Ca  >0'  —  00+ oo     c,<0'  + 


Hieraus  gebt  hervor»  dass»  wenn  man  überall  als  Grfinzen  —  qo 
und  +00  setzt»  dabjei.  den  Satz  beachtet»  dass  bei  Cmlcehrung  d^jt 
Gränzen  das  bestimmte  Integral  sein  Zeichen  wechselt»  man  flir 
i>>0  den  Werth  nitht  tedert»  fSi^  1><0  aber  das  Zeichen  eich 
umicehrt.  Ist  also  k  der  absolute  (positiv  genommene)  Werth  von 
D,  so  ist  endlich: 

(5)  ■[ 

+00 


jff 


■  —  00  •'' 


Sei  die  Funktioo  /  so  beschaffen,  Hass 
SO   ergiebt  also  die  (5): 

(«') 

—  OD 
—  OD 

ITA   Bor  AbkOrzung 

AngenommeD  nun,  die  Koelllicienten  ai.....»«^  genfigen  folgen- 
den  Bedingungen:. 

(6) 

I 

I 
was  innifV  niuglicb  ist,  da,  wenn 

cosfii|»  co^ft| »  cosp,  ....;  COS11139  cos 773,  cosp^ 


die  bekannten  neun  Cosinus  sind ,  die  bei  der  Umformung  rechtwink' 
Rcber  Koordinaten  aufhreten,  man  nur  zu  setzen  braucht: 

ai  =  aco8ffi|,    a9=aeosiiia9    at  =  acosiiis;  \ 

bissßcostii,    b^^ßcosn^,    b^^ßcosn^;}        (d') 

«ri=:ycospi,     <^=:yco8/is,     c-i=ycoap^;  r 

aUdann  ist    t  =  a^;r* -f- /^*  + /*2*  und  die  (5')  wird: 


wo  onn  aber,  wie  man  ans  Baitzer  a.  a.  O.  9*  15.  5.  leicht  schB^atl, 
IflzstflpY,   k=aßY  ist. 
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velche  Formel  übri^ns  aoch  aus^^)  hervorgeht«    Setzt 
apeaeller  11=69  oimmt  a  uod  c  positiv  an,  so  ist: 


S57 
noch 


-ah:J 


cos  »/(sin  9)80» 


n 

% 


edter,   wesD  man  die  Integration  nach  9  vollzieht: 

[a«cos«V'+c*sm>JI  ^  VRcos^^+c^sinST*/  ^ 


=  -jp    /       *  co6e/'(8in9)9o. 


(13) 


weiiD  «  und  e  positiv  sind.     Als  Spezialisirongen  ergeben  sieb 


+  1'^ 

iefleoMhlf+i^Bln^]l 


-   1     /"  +  ¥ 


cose8r=:-sr 


2^ 


7f 

9 


+  f        «in»ces»8»  1      /*  +  ^  .;„^n-..«Ä«^0 

f-x is^'-i — i-T-sTis  = -s-a    /  sinecosrde  =  ü, 

[ircos*^+c*8in*^J*     aV^ 


TT 


/^■y     |sIn«»cos»3»  1      /^+y.    ,        . 


2 


r  ■ 


n. 


Das  bestlmmto  Integral 


^ff^[^^^>,. 


••— c« 


V  1  -  ««— y« 


04) 


w«iti0   aPs — a~>  /}*  =  — p~'    aiugedehnt  anf  alle  poaitiwa 


Thall  XZX. 


aSg  öi^nger:    Veber  einige  btslimmte  Iniegr&le. 

IVerthe  von  x  und  y^  filr  irelche  ^^-f-y'^l»  drückt  bekaontüd 

den  achten  Theil  der  Oberfläche  de»  dreiaxigen  Ellipsoids»    dei 
•en  Gleichung 

5  +  1^  +  ^=1 

ist,    au«,    wenn  a^b^c. 

lim  nun  das  Integral  in  (14)  zu  erniittelD«  setzen  wir 

wo  also  ^*  ^  1    ist ,    woraus  folgt : 


p—  «• 


Die  Gleichung  (15)  stellt  eine  Ellipse  vor,  deren  Halbazen  sid 
Sndern,  wenn  q  sich  ändert.  Lässt  man  q  gehen  von  1  bis  ob^ 
welche  Werthe  q  haben  kann,  wenn  x  und  y  die  Werthe  im  b- 
tegrali^'*(^4)  annehmen,  so  wird  man  eine  Reibe  Ellipsen  mim  (HQ 
erhalten,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  je  eine  nachfolgeil'fc 
die  vorhergehenden  umschliesst,  ohne  sie  zu  durchschntidei« 
während  alle  in  dem  Kreise  d;^-f  ^^  =  1  enthalten  sind,  dem  ri^ 
sich  um  so  mehr  nähern,  je  grosser  q  wird.  Das  Integral  in  (14)^' 
nämlich  JfVQSxdy,  \»t,  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss^ 
ausgedehnt  auf  alle  Punkte,  die  innerhalb  des  genannten  Kreises» 
und  zwar  in  seinem  positiven  Quadranten  liegen,  d.h.  weim  Oj^ 
OB  die  positiven  Koordinatenaxen  sind,  IHN  ein  Kreisqaadrmnt 
vom  Halbmesser  1 ,  so  hat  man  in  dem  Integrale  (14)  j?  nnd  jf 
alle  Werthe  beizulegen,  die  als  zusamniengehr»rige  KoordinatM 
irgend  eines  Punktes  in  OMN  angesehen  werden  können.  Oet- 
ki^nTWir  ans  nun  die  durch  (15)  ausgedrückten  Ellipsen  (von  p=sl 
bis  9  =  Qe)  konstruirt,  und  seien  CD,  CD'  zwei  zu  p  und  ^-f-^f 
gehörige,  so  liegt  zwischen  ihnen  der  Streifen  CDDC ,  f&r  wel- 
chen Q  immer  denselben  Werth  haben  wird,  wenn  z/p  unendlich 
klein  ist;  das  Integral  in  (14),  ausgedehnt  auf  die  Punkte  In 
CDC'D',  wird  also  ^=^VQjfSxdy  sein,  wo  letzteres  Int^(iil 
auf  die  Punkte  des  fraglichen  Streifens  auszudehnen  Ist.  Als- 
dann stellt  dasselbe  aber  bekanntlich  den  Inhalt  des  StrelfsM 
dar.   der  als  die  Differens  OC'D'—  OCD 

iAf,"d.  h. 
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Also   int  der  Theil  des  Integrals  in  (14),   der  aaf  die  Pankte  im 
CDC'Bf  ausgedehnt  wird, 

LSsat  man  p  gehen  von  1  bis  od  und  stimmirt  die  erhaltenen  Re- 
■altmte»  so  hat  man  das  ganie  Integral  in  (14),  das  demnach 

bt.    Alm  ist  dl«  ganxe  Oberflicbe  des  dreiaxigen  Ellipnoidg: 

rnleh«  GrSgs«  in  neinem  oben  angefahrten  Boche  $:  108. 1.  auf 
•Ulptisehe  Integrale  reduzirt  ist. 


Sri 


/OD  />  X 

«■"* e-'sinaa:3ar,    s=  /        j:*-^^~*rosflx3ar(n>0) » 

so  ergiebt  sich  leicht: 

<H«*)^  +  2(«  +  I)flg5  +  n(n  +  l)y=:0.     j 

>       d«) 

1  +  fl*  3«  8y     /*  • 

wobei   flbrigens   ik  =  "17~"g^+''^  '***»  indem g"=/    j:"e-'co8ff«8ar 

u 

t 

/ft        Ä*e-*(flsinaar — cosa:r) 
j5-e-'coo«8*= --i^^ ' 

—  fT^  /  ar*-"e-'(asin#iar— cosiur)&r, 

18* 


MO  Bienger  t   üeäer  etmt§e  bestimmte  im$e§rmie. 

Ans  den  GieicbnDgea 

io  denen  man  «r=a±t  eetxt,  wird  man  die  VermathnDg  «diSpC 
••  genfige  .    ,  -,  der  ersten  Gleichung  (16),  ao  daas  also  «t 

A      .      B        .  .  C      ,       C 

wire,  wo  C  nnd  C  von  a  unabhingig  aind.  (Man  vergl.  mei 
Differential-  und  Integralrechnung  $.  92.  4.)  Wirklich  genl 
dieae  Form,  und  dann  iat 

_       ci         a 

'"■      (I +«)"■*■  (l—aO"* 
Onr  C  and  C  in  beetimmen,  beachte  man,  dass  flir  assO: 
yasO.    «=iTi»),   alaoOssC+C,    IXn)=-Cli+ Cf; 


also  endlicht 


J    ^ir-»co.«:a*=-5-Ljr+^-+(nr7ö=J=V«~^ 


weBD 


r=Vi  +  a*,    cog9=->    8109=2-- 

Dabei  maM  Gbrigeoe  ii>0  seioy  da  aucb  ohoebin  aonat  IX«)  aidi 

endlieb  wire.    Daaa  man  daraus  sofort 

t 

lodet,   ist  beliannt. 
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Dm  mechanische  Aequiyalent  der  Wärme  und  teine 
Bedeatang  in  den  Naturwissenschaften.  Ein  Vortrag 
gehalten  bei  der  feierlichen  Sitzung  der  kaiserL  Aka- 
demie der  Wissenschaften  am  30.  Mai  1856 


vom 

Präsidenten  der  Akadenue 
Herrn  Dr.  Andreas  Freih.  v.  Baumgartner. 

(DI«««  iNffliche  Rede  Ut  enUehot  aot  dem  Almaiwch  der  kalMrl.  Aka- 
demie der  WiMeiMchaften  für  dae  Jahr  1867.) 


Es  gibt  io  den  Naturwissencichaften  wie  im  Leben  der  Staa- 
ten and  Volker  Begebenheiten,    die  in  ihrer  Geschichte  Epoche 
machen  und  besondere  Abschnitte  derselben  begründen.     Einige 
machen  nch  gleich  bei  ihrem  ersten  Erscheinen  geltend,  ihnlich 
der  göttlichen  Minerva,  die  mit  Schild  und  Speer  aas  dem  Haapte 
Uitea  Vaters  gesprangen ;  andere  treten  me  gewöhnliche  Menschen- 
kinder In  die  >Velt,    welche  die  allgemeine  Aafmerksamkeit  erst 
iadarch  auf  sich  ziehen ,  dass  sie  frühzeitig  grosse  Talente  ent- 
%id[elii  and  durch  fiberwiegende  geistige  Kräfte  in  das  Getriebe 
der  Welt  mfiobtig  eingreifen.    Von  der  letzteren  Art  ist  die  Eof- 
dedning    des  mechanischen  Aequivalentes    der  Wärme.     Dieses 
bt  ivrar  schon  Tor  mehr  als  30  Jahren  nicht  ganz  unbekannt  ge- 
WHaa,  wurde  sogar  einem  im  Jahre  1824  erschienenen,  woa  Car- 
■tt  Terfassten  Werke  zum  Grunde  gelegt  und  als  Stfitze  mehrerer 
^tigeo  Folgerungen  betrachtet;  jedoch  eine  beschränkte  Ansicht 
tter  die  Natar  der  Vl^ärme  hemmte  seinen  weiteren  Einfluss  aof 
^  Wissenschaft.    Erst  im  Jahre  1842  hat  Dr.  Meyer  in  Hell- 
*^n  das  Gesetz,   das  es  involvirt,    klar  und   bestimmt  ausge« 
^P^ocben  und  der  Sache  einen  passenden  Namen  gegeben.    Seit 
^•er  Zeit   wurde  es    besonder«  von  deutschen  und  engliscbes 
^'lehrten  «org«iam  gepflegt  und  insbesondere  von  ersteren  wie« 
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8eiii<cliaftlich  und  gründlich  behandelt,  von  letxteren  aber  eiperi- 
mental  nachgewiesen  und  seine  ungeheure  Tragweite  erörtert. 

Ich  will  es  nun  versuchen,  diesen  Gegenstand  sur  Feier  dei 
heutigen  Tages  in  fasslicher  Weise  und  mit  seinen  vidfachoi 
Beziehungen,  so  weit  als  es  die  Kurse  der  mir  sugemessMMt 
Zeit  gestattet,  darzustellen.  Er  gehört  der  strengen  Wisseiischaft 
an  und  lässt  sich  nur  mit  Widerstreben  der  mathematischen  Foni 
entkleiden ;  zugleich  steht  er  mit  anderen ,  nicht  im  gemeinen  Lebfli 
wuraelnden  Be;ciehangen  in  Verbindung,  und  ich  theiie  bei  pA 
nem  Unternehmen,  ihn  populär  zu  machen,, das  Loos  eines  Girt> 
iters,  der  es  unternimmt,  einen  schon  ziemlich  erwachsenen  Butt 
zu  verpflanzen  und  genOthigt  ist,  ihn  saromt  dem  Wurxeibdhi 
auszuheben,  aonit  nicht  vernieiden  kann,  aach  anderes  mit  den 
Ballen  verwachsenes  Gesträuch  zu  übertragen.  Dabei  kuniMi 
einige  Trockenheiten  nicht  vermieden  werden  und  ich  muss  sehM- 
im  Vorhinein  diesfalls  Ihre  götige  Nachsicht  in  Anspruch  nehneo. 
Ich  will  mich,  um  daltir  einigermassen  zu  entschädigen,  besot* 
ders  der  Deutlichkeit  und  Klarheit  befleissen  und  verzichte  g«nt ' 
anf  jede  Eleganz  des  Vortrages,  überzeugt  von  der  Richtigkeil 
eines  Ausspruches  des  berühmten  Chemikers  Humphry  Davy'ii  ; 
dass  bei  derlei  Elforterungen  Metaphern  den  Kornblumen  gleichcii 
die  wohl  recht  schfin  für  das  Auge  sind,  aber  oft  dem  Getreidt^ 
schaden. 

.  Die  Naturkräflte  äussern  ihre  Thätigkeit  bekanntlich  auf  iwii- 
fache  Weise  und  zwar  entweder  dadurch,  dass  sie  Bewegung be^ 
vorbringen,  oder  dadurch ,  dass  sie  einer  andern  Kraft  das  Gleick- 
gewicht  halten.  Im  zweiten  Falle  wird  ihr  Streben,  BewegoDg 
hervorzubringen,  durch  eine  andere  Kraft  aufgehoben.  Im  ]M9^ 
ren  Zustande  nennt  man  eine  Kraft  Spannkraft,  im  ersteiw 
Bewegungskraft   oder  auch   Arbeitskraft« 

Die  wichtigste  Arbeitskraft  ist  die  Schwerkraft,    in  so  femA 
sie  den  Fall  der  Körper  zur  Folge  hat.     Da  uns  das  Wiesen  dar. 
Naturkräfte  gänzlich  unbekannt  ist,   so  müssen  wir  uns  bei  ihifl 
Vergleichung  damit  begnügen,    ihre  Grösse   nach  jenen  Wirkü" 
gen  zu  schätzen,  von  denen  wir  anzunehmen  berechtigt  sind,  da« 
sie  den  Kräften   proportional  seien.    Da   wir  ^un  unter  allen  dla 
Wirkungen  der  Schwere  am  genauesten  kennen,    so  vergleichoa 
wir  diese  mit  den  W^irkungen  anderer  Kräfte  und  sclüiessen  daran 
auf  das  Grössen  verbal  tniss  der  Kräfte  selbst.   In  Bezug  anf  Arbmtt* 
kräfte  wissen  wir,  dass  ihre  Wirkung,   die  Arbeit,  so  maonigtfl^ 
tijir  Aie  sein  mag,  immer  als  äquivalent  mit  dem  Heben  einer  Laat 
angesehen  und  sonach  ausgedrückt  werden  kann  durch  ein  Gewicht* 
wfichea  auf  eine  bestimmte  Höhe,   oder  durch  eine  Ruhe,   ut 


I 
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«ckhe  ein  bestimmtea  tiewicht  ^hoben  wird.    Eh  findet  daran 
fa  AribeHagrosne  and  dadurch  mittelbar  auch  die  Arbeitskraft  la 
des  Prodocte  aus  dem  gehobenen  Gewichte  in  die  HubhChe  einen 
pidfea  nameriHchen  Auadniclc.     Wird  das  Gewicht  in  Pfänden, 
die  Hobhuhe  in  Puasmaaa  ausgedruckt,  so  stellt  das  Produet  bei- 
der Zahlen  Fusspfunde  vor.    Wenn  man  daher  sagt :   Die  Arbeits- 
pSase  eines  Mensi'hen  sei  8(1  FutfspAinde,  so  heisst  dieses:  der- 
«dbe  hebe  80  Pfand  einen  Fuss  hoch.     Es  wäre  dasselbe»  wenn 
paagt  wfirde,  es  werden  40  Pfund  2  Fuss  hoch,   oder  20  Pfund 
4  Fuss  hoch  etc.  gehoben,    weil  das  Produet  jeder   dieser  zwei 
Zahlen  dasselbe,   nümlich   =^80  ist.     Die  Arbeit,   durch  welche 
1  Pfand  I  Fuss  hoch  gehoben  wird,  ist  demnach  die  Einheit  der 
Arbeit  oder  das  Mass,    mit  dem  man  Arbeiten  misst,    gleichwie 
naa  mit  der  Klafter  Längen,    mit  dem  Pfunde  Gewichte  und  lyit 
der  8ecnnde  Zeiten  zu  messen  pflegt.     Die  Arbeitskraft »    welche 
die  Arbeit  =1    verrichtet,    ist   darum  zugleich  die   Einheit   d^r 
ArbeitskrSfte,  und  die  im  vorigen  Beispiele  angeßihrte  Zahl  von 
SO  Fusspfunden  bedeutet  sonach  80  Arbeitseinheiten. 

Wenn  eine  Arbeitskraft  wirksam  wird,  d.  h.  wenn  sie  ivirklirh 
•Avbeit  verrichtet  und  ein  Gewicht  hebt,  so  wird  ein  dieser  Arbeit 
^aatsprechender  Theil  der  Kraft  verbraucht;  er  findet  sich  aber  im 
S^obenen  Gewichte  wieder,  Aenn  dieses  hat  ja  dann  die  Kraft, 
öairch  seinen  Fall  dieselbe  Arbeit,  wenn  auch  in  entgegengesets- 
t«r  Richtung,  zu  verrichten.  Der  Kraftverbrauch  bei  der  Arbeit 
k«ateht  daher  nicht  in  einer  Vernichtung  der  Arbeitskraft,  sondern 
■■a  deren  Ueberl ragung  auf  die  bewegte  Masse. 

So  lange  demnach  die  Arbeitskräfte  diese  Wirkungsfona  bei- 
behalten,  d.  h.  50  lange  sie  .Arbeitskräfte  bleiben,  wird  auch  ihre 
arithmetische  Summe  unverändert  erhalten. 

Allein  die  .Arbeitskräfte  bleiben  nicht  immer  in  dieser  Wrr> 
kmi^afurni»  sondern  gehen  in  andere  Formen  fiber.  Es  Ist  aflm- 
nch  bekannt,  dass  mechanische  Kräfte  hAulig  Wfirnie  hervorbringfenr.' 
Ridaehuhe,  Bohrer,  Sfigen  erhitzen  sich  beim  Gebrauche,  ein 
^tflck  Eisen  kann  durch  blosses  Hämmern  auf  einem  Ambrnis 
jrilliend  gemacht  %verden.  Man  \%eiss.  dass  sich  die  Wilden  in 
^ce  amerikanischen  Wäldern  durch  Keiben  zweier  Stfickc  ffols 
*rf einander  Fever  machen,  ja  es  ist  nicht  lange  her,  so  haben 
**ch  die  europäischen  Zahmen  das  sogenannte  Feuerschlagen  als 
^loea  der  bequemsten  Mittel  angesehen.  Schwamm  oder  Zunder 
lotoiflnden.  Die  alten  GewehrschlHsser  mit  Stein  und  Hahn  waren 
*vr  iiequeiiii*re  Vorrichtungen,  uiu  dieü«*ii  Act  zu  vollziehen.  Man 
"^  sogar  in  wasserreichen  und  hnlxarmen  Gegenden  die  Bewe- 
RWiS^  MHlel  anuewendet.  grus^ere  Wärmementse  her  voranbringen^ 
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anii  noch   in  jflng^ter   Zeit   haben   Beaanont  und    Mejer  in. 
Frankreich  einen  Apparat  con«trairt»  mittelst  welchem  durch  admcft* 
lea  Drehen  eines  hOlsemen  Kegels  in  einer  von  Wasser  amg^* 
benen  passenden  Hetalihfilse  Wasserdampf  von  2i  Atmosphlrevi 
Druck  mit  der  Kraft  eines  Pferdes  eraeugt  wird. 

Bei  allen  diesen  Vorgingen  wird  nun  Arbeit  verbravch  t 
und  daflir  Wärme  erzeugt.  Durch  Verbrauch  von  Wftrme  kaam 
aber  umgekehrt  wieder  Arbeit  hervorgebracht  werden.  Di^s- 
ses  geschieht  unter  anderm  bei  der  Dampfmaschine.  Da  ist  ^« 
nimlich  eigentlich  die  Wärme  der  glflhenden  Kohlen  vnter  de 
Kessel,  die  den  Kolben  der  Maschine  in  Bewegung  setzt»  d 
Wasser  aber  und  der  Dampf  sind  nur^die  materiellen  Mittel .  dur^l 
welche  die  Wärme  zum  Kolben  gelangt. 

Bei  dieser  Umwandlung  der  Arbeit  in  Wärme,  und  umgekebvt 
der  Wärme  in  Arbeit,  dringt  sich  von  selbst  die  Frage  auf,    ob 
dem  Verbrauche  eines  gegebenen  Arbeitsquantums  die  Erzeugung 
einer  numerisch  bestimmten   Wärmemenge   und   umgekehrt   esBt- 
spreche»  und  in  welchem  Verhältnisse  diese  beiden  Mengen  aei 
•inander  stehen.    Um  diese  Frage  beantworten  zu  können»  roia^ 
man  Wärmemengen   wie  andere  Grossen    zu   messen    im  Stande 
•ein.    Um  dieses  möglich  zu  machen,  ist  man  fibereingekommea, 
die   Wärmemengen   durch    die  Anzahl    Pfunde  Wasser   von  A«r 
Temperatur  des  Eispunktes  (0^  C.)  auszudrücken,   welche  doroi 
sie  um  V  C.  erwSrnit  werden.     Die  Einheit  der  Wärmemenge o^ 
der  Wärmemassstab,    ist  sonach  jenes  Wärmequantum»    welcbM 
1  Pfd.  Wasser  von  0^  auf  1^  C«  zu  bringen  vermag.     Dieses  vor 
ansgesetzt,    lautet    die  Aot%vort  auf  die  vorher  erwähnte  Prags 
folgenderniassen :     Durch     Verbrauch     eines    bestimmten 
Wärmequantums   wird    auch   eine    bestimmte    Arbeitt' 
grosse  erzeugt  und   es  entsprechen  nnch  den  Ergebnissen 
sahlreicber,  mit  alltMi  Vorsichten  ant^estellter  Versuche,  bei  denen 
theils  Arbeit  in  Wärme,  theils  Wärme  in  Arbeit  umgesetzt  wurde 
•nd  wo  man  es  mit  Wärme  von  dem   mannigfaltigsten  Ursprünge 
za  thun  hatte»  dem  Verbrauche  einer  Wärmeeinheit  1967 
Arbeitseinheiten  und  umgekehrt.  Iliebci  sind  österreichische 
Masse  und  (io richte  zu  Grunde  gelegt. 

In  die  Sprache  des  gemeinen  Lebens  übersetzt,  heisst  die- 
ses: Die  Wärme,  welche  1  Pfund  Wasser  von  0^  um  P  erwärmt, 
übt  dieselbe  mechanische  Kraft  aus,  ivie  ein  Gewicht  von  1367  Pfond» 
das  1  Fuss  hoch  herabfallt. 

Die  Zahl  1'367  druckt  nun  das  nicchanische  Aequivalent  der 
Würnie  auft;    man  könnte  ebenso  die  Zahl   ySA   das  thermiaehe 
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Aaqvifmieiil  der  Arbeit  neooen.  Hitte  man  den  Maswleb  Ar  die 
Aihit  1387  Mal  grOeeer  angenommen »  so  wOrde  einer  W&mie- 
diMt  auch  eine  Arbeiteeinlieit  äquivalent  sein. 

Die  Umsetzung  der  Wärme  in  Arbeit  und  umgekehrt  erfolgt 
rieht  nach  Lanne  oder  Zufall,  sondern  nach  bestimmten  Regeln, 
wdche  die  Bedingungen  ausdrQcken,  unter  irelchen  der  WechNel 
Stttt  bat.  Es  kann  nämlich  Wärme  nur  in  so  ferne  in  Arbeit 
ngesetst  werden,  als  sie  einem  Körper  sugefilhrt  wird.  Dieses 
IMcbiebt  aber  bei  geleiteter  Wärme  nur  In  der  Richtnng  vom 
«iiaeren  KDrper  cum  kälteren  und  nur  in  so  ferne  als  Tempera* 
.  fv- Differenzen  bestehen.  Die  zugeiltihrte  Wärme  zerfällt  aber 
Uiei  in  zwei  Theile.  Einer  davon  dient  zur  Erhöhung  der  Tem- 
ptritor  bei  constantem  Volumen,  der  andere  aber  verrichtet  Ar« 
keit,  indem  er  z.  B.  eine  Last  vor  sich  hinschiebt.  Wo  es  eine 
aolcbe  nicht  gibt,  da  findet  auch  kein  Kräftewechsel  Statt.  Hieraus 
erklärt  es  sich,  warum  eine  Luftmasse  erkaltet,  wenn  sie  sieb 
aosdehnt  und  dabei  einen  Druck  überwindet,  während  ihre  Tem- 
peratur an  verändert  bleibt,  wenn  die  Ausdehnung  ohne  Ueber- 
«iodnng  eines  Widerstandes  erfolgt,  wie  dieses  der  Fall  ist,  wenn 
fliela  einen  leeren  Raum  fiberstrunit. 

Dieser  Kräftewechsel  wird  viel  vorstelliger,   wenn   man  von 
dem  nun  gewonnenen   Standpunkte  aus   in  eine  nähere  üntersu- 
cbang  Ober  das  Wesen  der  Wärme  eingeht.    Das  eben  erwähnte 
Gesetz  des  Kraftwechsels  ist  nämlich  unvereinbarlich  mit  der  An* 
nähme  eines  Wärmestoffes  als  einer  Substanz,  die  durch  keinen 
Act  erzeugt,  nicht  in  eine  andere  umgewandelt  werden  kann  und 
die  dem  Quantum  nach  unveränderlich  sein  muss;  dasselbe  deutet 
vielmehr  darauf  hin,  dass  die  geleitete  Wärme,  verschieden  von 
der  gleich  dem  Lichte  auf  Aetherschwingungen  beruhenden  strah- 
ieaden  Wärme,  in  einer  vibrirenden  Bewegung  der  kleinsten  KOr- 
pertbeile  bestehe,  wie  dieses  schon  längst  aus  der  UnerschSpf- 
Bebkeit  der  KSrperwärnie,  die  sich  bei  Reibungs versuchen  kund* 
gegeben  bat,  und  insbesondere  ans  dem  Umstände  gefolgert  wurde. 
dass  zwei   Eisstiicke  im  luftleeren  Räume  durch   blosses  Reiben 
siUB  Schmelzen   gebracht  werden   können.     Dieser  Ansicht  nach 
Ist  der  Unterschied  zwischen  Arbeit  und  Wärme  kein  anderer,  als 
swischen  Bewegung  einer  Masse  und  Bewegung  von  Moleculen, 
iiiid  die  Umsetzung  der  Arbeit  in  Wärme  besteht  blos  in  einer 
Mittheilni^  der  Bewegung  nach  den  Gesetzen  der  Mechanik,  wo- 
bei Cmwandlangen    der  Massenbew^ung   in  Uolecnlarl»ewe|piog 
und  omgekeivt  eintreten. 

Wir  sehen  ähnliche  Umn  andluneen  der  Bewegungen  vor  unseren 
A«g«a  ▼«w  sich  vehen.    Die  Tihie  einer  Violine  oder  eines  Clmiers 
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ahicl  bekmnntlich  das  Resultat  der  scbwingesden  Bewegayv«* 
Darm-  oder  Metallsaiten;  wir  ersesgen  aber  erstere  durch  8M- 
chen  mit  einem  Bogen,  letitere  durch  Schlagen  mit  einem  HamiTi 
mitbin  durch  Massenbewegung.  Wenn  die  oscillirende  Bewegnag 
der  Luft  beim  Knall  einer  Kanone  unsere  Fenstertafeln  serschligt 
80  hat  sie  Massenbewegung  hervorgebracht. 

Arbeitskräfte  und  Wfirme  sind  bekanntlich  nicht  die  efanigH 
Kräfte,  welche  in  der  Natur  eine  grosse  Rolle  spielen; 
Elektricitäty  Magnetismus  und  chemische  Kräfte  stehen  ihnen 
Wichtigkeit  gar  nicht  nach.  Jede»  die«er  Agentien  bringt  ei 
thflmliche,  sein  Wesen  charakterisirende  Wirkungen  herror,  aad 
eben  diese  sind  es,  die  den  Naturforscher  nDthigen,  die  Bxistoai 
so  vieler  Agentien  zu  supponiren;  allein  ausser  diesen  WirkoagM 
treten  bei  jeder  der  genannten  Naturtbätigkeiten  auch  noch  anders 
ein,  die  eigentlich  nicht  zum  Wesen  dieses»  sondern  eines  andcn 
Agens  gehSren,  wie  z.  B.  Wärme  und  Licht  bei  chemischen  Pro- 
cessen, bei  elektrischen  und  magnetischen  Vorgängen  etc.,  elek- 
trische Phänomene  bei  Wärme  und  Licht,  chemische  Zersetzungei 
und  Zusammensetzungen  bei  Licht  und  Elektricität  etc.  Mick 
dem  jetzigen  Standpunkte  der  Naturwissenschaft  dürfen  wir  derlei 
scheinbar  fremdartige  oder  secundäre  Wirkungen  nicht  mehr  all 
solche  ansehen,  sondern  müssen  sie  als  Resultat  einer  nach  einefl 
bestimmten  Aequivalenten- Verbal tniss  vor  sich  gehenden  Ci** 
Setzung  einer  Naturkraft  in  eine  andere  betrachten.  Wir  wollet 
diesem  Gegenstände  eine  kurze  Betrachtung  widmen: 

Licht  und  strahlende  Wärme  sind  von  gleicher  Natur,  beid^ 
liegen  Aetherschwingungen  zum  Grunde.    Lichtschwingungen  brl^ 
gen  Wärme  hervor,  insoferne  sie  Kraft  an  KSrpertheile  übertrage^- 
Dieses  können  auch  solche,   welche  die  Augenflilssigkeiten  nial^ 
zu  durchdringen  vermGgen  und  darum  nicht  als  Licht  empfund^* 
werden.    Statische  Elektricität  kennen   wir  nur  als  Arbeitskra^ 
denn  sie  gibt  sich  nur  durch  Bewegung   kund,    die  sie  an  ihr^ 
Trägem  durch  Anziehung  und  Abstossung  hervorbringt.  Strumen^ 
Elektricität  besitzt  arbeitende  Kraft,  erzeugt  Wärme  und  chemisd^ 
Zersetzung.    VermCge  ihrer  Arbeitskraft  wird  sie  im  Stromleil^ 
fortgeftlhrtt  jedoch  durch  den  Widerstand  verbraucht,  den  sie  F  * 
diesem  Leiter  findet,  und  dadurch  in  Wärme  umgesetzt.    Im  Strand 
leiter  tritt  in  dem  Maasse  Wärme  auf,  als  die  Elektricität  daselb^ 
Widerstand  erftihrt;  denn  es  ist  die  dabei  erzeugte  Wärmemenge 
bei  übrigens  gleichen  Verhältnissen  dem  Leitungswiderstande  pro 
portionirt.     Was  sie  zur  chemischen  Zersetzung  und  zur  Bewe^ 
gung  einer  Maschine    an  Arbeitskraft   bendthigt,   wird  aus  dei^ 
Wimeiorrathe  nach  dem  Aequivalente  der  Wärme  entnommeni^ 
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Hn  imke  «ieb  dr«i  Elektromotoren  f  oo  gleicher  Stftrke,  s.  B. 
MgilTuibche  Batterien;  die  eine  sei  durch  einen  Leitungedratb 
gwcbbeeen.  In  die  Kette  der  swelteii  eei  eine  elektromagnetische 
ÜMchlne,  s.  B.  ein  Barlow'echee  Rad  eingeschaltet  und  in  die 
Kitte  der  dritten  ein  Wasseriersetsnngsapparat  Durch  Aende- 
mg  der  Länge  des  Schliessungsdratbes  des  ersten  Elektromotor« 
md  durch  Modification  der  Geschwindigkeit  des  Barlovr* sehen 
Bades  mittelst  eines  Magnetes  kann  man  es  leicht  dahin  hringen, 
diM  der  Strom  in  allen  dreien  von  derselben  Stärke  ist  Da  wird 
m  In  Schllessungsdrathe  der  ersteren»  wo  der  Strom  keine  che- 
■iMhe  WirkifDg  hervorxubringeu  und  keine  Maschine  zn  bewegen 
kity  die  grGsste  VV^irmemenge  erzeugt ;  im  zweiten,  wo  chemische 
Aibeit  ZQ  verrichten  ist,  i^t  die  gewonnene  Wärmemenge  gerade 
n  so  viel  geringer,  als  man  wieder  erhält,  wenn  man  die  durch 
Zersetzung  des  Wassers  erhaltenen  Gase  verbrennt  und  sie  da- 
doreh  wieder  zu  Wasser  vereinigt;  eine  ähnliche  Verminderung 
der  Wärme  wird  man  am  Schllessungsdrathe  des  dritten  Elektro« 
Botors  bemerken,  sie  beträgt  aber  gerade  so  viel,  als  nach  dem 
■echanischen  Acquivalcnte  der  Wärme  an  bewegender  Kraft  fClr 
die  eingeschaltete  Maschine  verwendet  werden  luuss.  Hier  findet 
•bo  Umsetzung  der  Elektricitlit  in  W^ärme,  dieser  in  Arbeitskraft 
oder  in  elektrolytiscbe  Kraft  Statt  und  allenthalben  herrscht  das 
Gfseti  der  Aequivalente.  Die  stromende  Elektricität  in  einem 
Kthanischen  Elektromotor  scheint  selbst  auf  Kosten  der  Wärme 
kervorgebracht  zu  sein ,  die  bei  der  Oxydation  des  Zinkes 
enengt  wird;  denn  die  Stromstärke  ist  bei  sonst  gleichen  Um- 
•ttaden  dem  Gewichte  des  oxydirten  Zinkes  proportionirt  und  es 
tritt  an  der  Stelle,  wo  die  Oxydation  vor  sich  geht,  nicht  die 
Wirnie  auf,  weiche  sonst  diesen  cbemischen  Process  begleitet. 
Ob  Aehnliches  hei  der  Elektricität  andern  Ursprungs  vor  sich 
Rebe,  ist  weder  erwiesen  noch  widerlegt. 

Diese  Betrachtungen  fähren  den  Naturforscher  auf  einen  Stand- 
pvakt,  von   dem   aus  ihm   die  Elektricität  wie  ein   ganz  anderes 
Wesen  erscheinen  miiss,  als  dieses  bisher  der  Fall  %var.    Sie  ist 
^  wenig  feuriger  Natur  als  der  Hammer,  durch  desaen  Schläge  ein 
Stack  Eisen  glOhend  wird,  wiewohl  sie  unseren  Sinnen  fa»t  immer 
>*■'  in  dieser  Begleitung  erscheint;  der  Blitz  fahrt  nur  darum  als 
'^■ehtender  Strahl  vom  Himmel,  weil  ein  grosser  Theil  seiner  Ar- 
beitskraft durch  den  Leitungswiderstand  der  Luft  in  Wärme  um- 
S^^Mtst  wird;   er  sflndet  daher  nur  solche  Gegenstände  an,  die 
'"^h  ctiBem  schnellen  Fortschreiten  entgegensetzen,  und  läset  jene 
*>*he«chädigC,  die  ihn  nicht  aufzuhalten  soeben.     Ehen  darin  he- 
'^ht  ja  die  Wirkung  der  metallenen  Blitzableiter.   Aueh  aber  den 
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inneni  Gnmd  der  Elektricitit  geben  uns  die  verlier  erOrtaitai 
Gesetze  wenigstens  negative  AofschMsse.  Man  icann  nimlick  aidrl  , 
mehr,  wie  bisher»  eine  specifisehe  elektrische  Materie  annehnsi; 
denn  eine  solche  ist,  da  ihr  Qaantnm  keiner  VerftnderoDg  nakih 
liegen  kann,  mit  dem  Princip  der  Umwandlung  der  Elektricitit  ii 
WSrme  and  Arbeitskraft  nnvertrSglich.  Mit  der  elektrischen  Matüit 
fkllt  sngleich  die  magnetische»  da  die  Ansicht,  die  magnetisebn 
Erscheinungen  rOhren  von  elektrischen  Strömen  her,  mit  Recht 
immer  mehr  Boden  gewinnt.  8omit  ist  das  Reich  der  Imposdc- 
rabilien  in  der  Naturlehre  seinem  Ende  nahe  und  die  Zeit  vorSbcr, 
wo  unwägbare  Stoffe  als  eben  so  viele  wissenschaftliche  Kobolde 
in  jedem  Zweige  der  Naturwissenschaft  Ihren  nnbeimlichen  Spik 
getrieben  haben. 

Auch  die  chemischen  Kräfte  folgen  den  Gesetzen  der  Ob- 
set^üng  der  Kräfte  nach  bestimmten  AequivalentenverhältoicüB- 
Es  ist  nämlich  erwiesen,  dass  bei  jeder  chemischen  Vereinigiig 
aweier  Stoffe  zu  einem  stabilen  Producte  Wärme  entwickelt  wM 
und  zwar  in  derselben  Menge,  die  Verbindung  mag  schnell  oder 
langsam,  auf  einnifal  oder  successive  aus  ihren  Bestandthcilei 
gebildet  werden.  Bei  einigen  solchen  Bildungen,  z.  B.  bei  der 
Vereinigung  von  Sauerstoff  und  Wasserstoff  zu  Wasser,  ist  n- 
gleich,  wie  schon  erwähnt  worden,  experimentell  nachgewieseab 
dass  das  bei  der  Vereinigung  der  Stoffe  gewonnene  Wärmeqnai- 
tum  genau  dem  Aequivalente  der  bei  der  chemischen  Zerlegaog 
dieser  Verbindung  verbrauchten  Arbeitskraft  entspreche.  Man  kue 
daher  annehmen ,  -dass  die  durch  eine  chemische  Wirkung  erzeugte 
Wärmemenge  ein  Mass  für  die  bei  dem  Processe  in  Wirksamkeit 
getretene  chemische  Kraft  ist.  Unter  solchen  Umständen  kann  die 
Behauptung,  dass  durch  chemische  Kräfte  Arbeit  erzeugt  werd^ 
nicht  befremden.  Doch  kennen  wir  keinen  bestimmt  nachgewie- 
senen Fall,  durch  welchen  unwidersprechlich  dargethan  wäre,  du« 
aus  chemischen  Kräften  unmittelbar  Arbeitskraft  hervorgehet  b 
allen  bisher  zur  genOgenden  Klarheit  gediehenen  Vorkommniciee 
erfolgt  die  Umsetzung  der  chemischen  Kräfte  in  Arbeitskraft  ent- 
weder mittelst  der  Wärme  oder  der  Elektricität.  Ein  Beiepid 
des  ersteren  Vorganges  liefern  die  Dampf-  und  LuftmasehioeOt 
•inen  Beleg  fSr  letzteren  die  elektro  -  magnetischen  Beweganp" 
apparate. 

• 

Der  Vorgang  bei  der  Dampfmaschine  und  diesem  analog  aoek 
bei  der  Luftmaschine  ist  schon  frfiber  berOhrt  worden.  Jeder 
Gran  Kohle,  der  unter  dem  Kessel  der  Maschine  voUkomis^ 
verbrennt  y  liefert  in  Folge  des  chemischen  Processes  der  Ver^ 
brennung  0*906  Wärmetinheiten  oder  1241  Fusspfund  Arbeit,  we«i> 
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aBe  Winne  sor  Eneogung  Ton  Dampf  oder  lur  ErbShung  der 
Spunkraft  der  Luft  verwendet  nnd  volUtändig  in  Arbeit  umge- 
«Ist  wird.  Id  dem  Masse  als  diese  VoraassetiaDgeo  nicbt  ein- 
tralra,  bleibt  aucb  der  Effect  der  Maschine  binter  dieser  GrSsse 
nrteL  Im  Allgemeinen  gescbieht  dieses  in  desto  bOberem  Masse» 
ji  weniger  die  Temperatur  des  Condensators  von  der  des  Kessels 
dbiveicbt  Der  wirklicbe  Effect  beträgt  oft  kaom  20  pCt  des  nach 
im  froheren  Voranssetanog  berechneten. 

Eine  andere  Vorrichtung,  welche  auf  der  aas  chemischen  KrSf- 
tai  entspringenden  y  durch  Wärme  vermittelten  Arbeitskraft  beruht, 
bt  das  Schiessgewehr.  Bei  jedem  Schusse  soll  die  Wärme, 
wikhe  ans  der  Vereinigung  der  Kohle  mit  Sauerstoff  lu.  Kohlen« 
«Inre  und  des  Kali  aus  dem  Salpeter  mit  Schwefel  su  Sehwe- 
falkalium  entsteht,  vermindert  um  die  Vereinigungswärme  des 
Stickstoffes  und  des  Kaliums  mit  Sauerstoff,  vollständig  in  Ar- 
Mttkraft  umgesetzt  werden.  Ein  Gran  Schiesspulver  sollte  so- 
Mck  beim  Abbrennen  0*291  Wärmeeinheiten  oder  308  Fusspfund 
Arbeit  liefern.  Allein  niqht  alle  Wärme  wird  in  Arbeitskraft  um- 
{Bietst,  wie  schon  die  Erhitzung  des  Gewehrlaufes  ersehen  lässt, 
and  nicht  die  ganze  Arbeitskraft  wird  zum  Forttreiben  der  Kugel 
nnrendet,  indem  ein  Tbeil  davon  den  Knall  erzeugt,  der  den 
Sckoss  begleitet. 

Wird  eine  elektro- magnetische  Maschine,  s.  B.  ein  Barlow- 
•cbei  Rad,  in  Bewegung  gesetzt,  so  gebt  in  der  Regel  die  bewe- 
gwrfe  Kraft  ursprünglich  von  der  Oxydation  des  Zinkes  einer 
plnoiscben  Batterie  aus,  und  zwar  in  der  Art,  dass  zuerst  die 
Verbindungs wärme  des  Sauerstoffes  mit  Zink  als  elektrischer  Strom 
iQftritt,  der  in  Folge  des  im  Stromleiter  herrschenden  Leitungs* 
Widerstandes  wieder  in  Wärme  und  dann  in  Arbeitskraft  umgesetzt 
■rird.  Je  mehr  Kraft  die  Maschine  zu  ihrer  Bewegung  in  An- 
bruch nimmt,  desto  weniger  Wärme  bleibt  übrig.  Es  ist  schon 
Hiher  gezeigt  worden,  dass  dieser  Abfall  an  Wärme  gerade  so 
[roas  sei,  als  dem  mechanischen  Aequivalente  der  verwendeten 
Arbeit  gemäss  ist.  Die  Wärmemenge,  welche  aus  der  Oxydation 
OQ  einem  Gran  Zink  einer  D an ie  11 'sehen  Batterie  hervorgeht 
i^d  vom  elektrischen  Strom  in  den  Leitungsdrath  überführt  wird, 
eträgt,  wenn  keine  mechanische  Arbeit  zu  verrichten  ist,  0*157 
^Urmeeinheiten,  und  diese  entspricht,  ganz  in  Arbeit  umgesetzt. 
Her  Leistung  von  2l4i  Fusspfund.  Da  auch  hier  nur  ein  Tbeil 
^  Wärme  zu  Arbeitskraft  wird,  so  muss  in  demselben  Verbält- 
i%s  das  Ergebniss  f&r  die  Maschine  geringer  ausfallen. 

Wir  wissen  wohl,  dass  jene  bewunderungswürdigen  Blascbi* 
^,  die  wir  lebende  KSrper  nennen,  ans  chemischen  Kräften  ibi^ 
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Arbeitskraft  schnpfen.  Ob  aber  Wffmie  oder  Elektricitit  die  Ver- 
mittler seien  y  oder  ob  die  chemischen  Processe  nnroittelbar  ans 
sich  Arbeitskraft  hervorbringen,  hat  bisher  noch  nicht  ln*s  Klare 
gebracht  werden  kennen.  Vor  der  Hand  wird  die  Vermittlung 
eines  elektrischen  Stroms  f&r  das  Wahrscheinlichere  gehaltcfl. 
Dass  bei  dieser  Cnentschledenheit  der  Sache  Berechnungen  über 
den  mechanischen  Effect  dieser  organischen  Triebwerke  nnr  auf 
sehr  ansicherer  Grundlage  beruhen,  ist  filr  sich  klar.  Dessnnge- 
achtet  aber  unterliegt  es  keinem  Zweifel»  dass  der  thierische 
Organismus,  abgesehen  -  von  den  sahireichen  Zwecken  eigener 
Art,  die  lu  realiniren  er  bestimmt  ist,  schon  in  blosser  Rdcksteht 
auf  die  ukonomische  Verwendung  von  Arbeitskraft  eine  Maschine 
von  viel  grösserer  VoUkoromenheit  sei ,  als  bis  jetzt  die  meosch- 
liehe  Erfindungskraft  su  liefern  im  Stande  war. 

Den  chemischen  Kräften  ist  sowohl  in  der  Weltukonorole  als 
im  Haushalte  der  Menschen  eine  sehr  bedeutende  Rolle  angewie- 
sen. Sie  sind  wirksam  beim  Keimen  und  Wachsen  der  Pflanzen, 
bei  der  Ausbildung  und  beim  Reifen  der  Früchte,  die  Leiber  der 
Thiere  werden  durch  solche  Kräfte  fortgebildet,  ihre  Kraft  wächst 
und  sehwindet  mit  diesen.  Die  Macht  eines  Staates  beruht  gros- 
sen Theils  auf  der  Menge  und  Stärke  der  chemischen  Kräfte« 
über  die  er  zu  disponiren  hat,  und  die  materielle  Macht  Im  Kriege 
Int  die,  welche  die  chemische  Kraft  des  Schiesspulvers  und  der 
Nahrungsmittel  fdr  Mann  und  Pferd  liefert. 

Die  (lesetze,  zu  deren  Kenntnis»  man  zumeist  durch  den 
Kräftenwechsel  nach  bestimmten  Aequivalenten  gelangt  ist,  lassen 
uns  die  Natur  als  einen  wohlgeordneten  Haushalt  mit  einer  gege- 
benen Summe  von  unzerstürbaren  Kräften  erkennen,  von  Kräften, 
die  in  verschiedenen  Formen  ihre  Wirksamkeit  äussern  und  von 
denen  eine  ihre  Macht  von  der  andern  borgt.  Wenn  beim  Wech- 
sel der  Kräfte  von  einer  etwas  verloren  zu  gehen  scheint,  so 
können  wir  das  Aequivalent  des  Abgängigen  sicher  in  einer  andern 
Form  zu  Gnden  hoffen.  Stossen  zwei  Korper  zusammen,  und 
scheint  nach  dem  Stosse  eine  geringere  Summe  von  Arbeitskräften 
vorhanden  zu  sein,  als  vor  demselben;  so  ist  ein  Theil  der  Be- 
w^egung  dazu  verwendet  worden,  den  Stoss  hürbar  zu  machen, 
die  Korpertheile  einander  bleibend  näher  zu  bringen  oder  Wärme 
SU  erzeugen.  Wenn  die  Zugthiere  an  unseren  Fuhrwerken,  die 
Locomotive  an  den  EisenbahnzOgen  ungeachtet  ihrer  steten  Wirk- 
samkeit doch  nicht  eine  stets  wachsende  Geschwindigkeit  der 
Last  hervorbringen,  so  findet  sich  das,  was  an  fortschreitender 
Bewegung  verloren  gegangen  ist,  in  der  oft  nur  zitternden  Bewe- 
gung der  Equipage,  in  dem  Geräusche,    das  der  Zug  vemrsacht« 
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wi  ab  Wime  an  den  erbitsten  ^eo  and  Zapfenlagern  wieder. 
N9  Reiban^  Termindert  awar  die  Bewegang  der  Masaen,  fiber- 
4gt  aie  aber  an  ihre  Molecale.  Davon  machen  aelbat  tropfbare 
LSrper  keine  AoanahBe,  nnd  jedes  Wasserrad ,  jeder  auf  ateini- 
in  Boden  dahin  rieselnde  Bacb  ist  in  so  ferne  der  Sita  ron  Um- 
abrangt  wenn  ancb  nur  eines  kleinen  Tbeils  der  bewegenden 
baft  in  Wftrme.  ^Der  Widerstand,  den  die  Bewegung  des  Bhi- 
••  im'  thierischen  KSrper,  besonders  beim  Uebergange  in  die 
iiigen  Anastomosen  und  endlich  in  die  buchst  fein  verzweigten 
Viademetse»  erfahren  mnss»  beeinträchtigt  wohl  die  Circulation, 
nan  aber  nicht  ermangeln ,  etwas  zur  Erbfihung  der  Temperatur 
hl  Kdrpers  beizutragen. 

So  lange  eine  Bewegung  im  luftleeren  Räume  vor  sieb  geht» 
Ueibt  die  ganze  Arbeitskraft  auf  die  bewegte  Masse  übertragen, 
ier  Eintritt  in  ein  widerstehendes  Mittel  hat  aber  alsobald  einen 
idieinbaren  Verlust  an  Arbeitskraft  zur  Folge ,  die  jedoch  in  der 
Ire!  gewordenen  Wärme  den  entsprechenden  Ersatz  findet  Ein 
|maer  Widerstand»  wie  er  bei  sehr  schnellen  Bewegungen  ein- 
tritt, kann  selbst  eine  Erhitzung  der  bewegten  Masse  bis  zum 
BiQhendwerden  zur  Folge  haben.  Das  Erglühen  der  aus  dem 
ffdtranm  in  die  Erdatmosphäre  eintretenden  Meteormassen  erklärt 
Mk  hieraus  genügend.  Der  Rechnung  gemäss  reicht  schon  eine 
Beschwindigkeit  von  1000  F.  in  der^Secuiide  hin,  um  eine  Tem« 
peratarerhohung  bis  zu  1000^  C,  also  bis  zum  starken  Glühen, 
kerrorzubringen.  Massen,  die  wie  die  Sternschnuppen  gar  eine 
Beschwindigkeit  von  18 — 36000  Kl.  besitzen,  kOnnen  leicht  bis 
■am  Schmelzen  erhitzt  und  in  unsichtbare  Partikelchen  zerstiebt 
(Verden.  Daher  mag  es  auch  kommen,  dass  Meteorsteinftlle  oft 
M  trockenem  Meteorstaub  oder  gar  von  einem  ausgedehnten 
i^aaerschein  wie  von  einer  glühenden  Wolke  begleitet  sind.  Die 
Sn»Me  Häufigkeit  von  Stemschnuppenfällen ,  deren  zu  gewissen 
EtiteD  nach  J.  Schmidt  13  —  15  in  einer  Stunde  innerhalb  des 
Baaichtskreises  einer  einzigen  Person  vorkommen,  würde  sogar 
■a  Behauptung  nicht  als  widersinnig  erscheinen  lassen,  dass  die 
Uai  entwickelte  Wärme  den  thermischen  Zustand  der  Atmo- 
Vbäre  merklieh  afBciren  kann. 

.  .  Nach  diesen  Betrachtungen  zeigen  aich  uns  die  sogenannten 
Bndernlsse  der  Bewegung,  Reibung  und  Widerstand  des  Mittels, 
^^  einer  andern  Seite,  als  man  sie  anzusehen  gewohnt  ist  Sie 
'klebten  keine  Kraft,  sondern  setzen  sie  nur  in  einander  um. 
'Sonders  werden  durch  ihren  Einfluss  Bewegungskräfte  in  Wärme 
>iB«vraadeli  Aber  gerade  diese  Wirkung  ist  Itir  das  Leben  In 
*'  Natur  nicht  ohne  grosse  Bedeatnng.     Die  WäroM  kann  nän- 
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Heb  nie  wieder  vollstiodig  lur  Arbeitskraft  werdeo,  wie  di 
ecboii  frflher  geseigt  worden  ist.  Daiu  kommt  noeb»  dsss  aneh 
die  cbemiscben  Kriifte  in  dem  Haasse,  als  sie  Verbindungen  be- 
werkstelligen, die  Form  der  Wirroe  annehmen,  die  wieder  m 
snm  Theiie  in  Arbeitskraft  umgewandelt  werden  kann,  und  somit 
mflsste  der  Vorratb  an  Arbeitskraft  immer  geringer  werden  ul 
der  Quell  des  Lebens  mCIsste  nacb  und  nacb  gyz  versiegen,  wenn 
nicbt  von  anderer  Seite  f&r  Abhilfe  gesorgt  wäre.  Diese 'achaS 
die  Natur  selbst  hauptsächlich  dadurch ,  erstens  dass  uns  von  dei 
Sonne  fortwährend  Strahlen  zugesendet  werden,  welche  bewegende 
Kraft  und  die  Bedingungen  des  Lebens  mit  sich  führen,  und  swet 
tens  durch  die  dem  Erdkurper  und  den  Planeten  vom  AnbegiBa 
her  eingepflanzten  Bewegungen.  Versuche,  welche  schon  \m 
Jahre  1838  von  Pouillet  in  Paris  angestellt  wurden ,  lehren,  dass 
in  der  Voraussetzung  einer  gleichförmigen  Vertheilung  des  Ebi* 
flusses  der  Sonne  auf  die  ganze  Erdoberfläche  in  einer  Hinnte 
einer  Fläche  von  1  Quadratcentiroeter  0'4408  Wärmeeinheiten  si- 
strDmen ,  wonach  auf  I  Wiener  Quadratzoll  in  1  Hinute  5i  Wä^ 
meeinheiten  oder  an  Arbeitskraft  7518  Fosspfund  entfallen«  In 
einem  Jahre  belauft  sich  dieser  Zufluss  auf  2*871804  Wärmeeia- 
heiten  oder  3926  Uillionen  Einheiten  von  Arbeitskräften.  Er  wäre 
im  Stande ,  eine  die  ganze  Erde  umhüllende  Eisrinde  von  97j  Fms 
Dicke  zu  schmelzen.  Man  kSnnte  mit  Sonnenstrahlen  an  etnea 
heiteren  Sommertage  einen  Dampfkessel  heizen  und,  wenn  die 
der  erwärmenden  Einwirkung  ausgesetzte  Kesselfläche  gross  genug 
wäre,  die  Kraft  mehrerer  Pferdekrüfte  erzielen.  Thomson  be- 
rechnet, dass  fiir  eine  Pferdekraft  eine  solche  Fläche  von  1800 
Quadratfuss  erforderlich  wäre. 

Die  Sonne  bewirkt  nicht  blos  eine  Anhäufung  der  Wärme  auf 
der  Erde,  sondern  vermittelt  selbst  die  Umsetzung  derselben  ta 
Arbeitskraft.  Indem  sie  die  Federkraft  der  Luft  stärkt,  enengt 
sie  die  Luftbewegungen,  welche  unsere  Windmühlen  treiben,  die 
Segel  der  Schiffe  schwellen  und  schwimmende  Lasten  in  ferse 
Länder  tragen;  indem'* sie  den  Fluthen  des  Meeres  Federkraft 
▼erleibt,  bewirkt  sie  ihr  Emporsteigen  in  die  Regionen  der  Wol- 
ken, wo  sie  LuftstrGme  fassen  und  in  entfernte  Gegenden  der 
Erde  treiben,  damit  sie  daselbst  als  Regen  herabfallen,  die  Qod* 
len  und  FIfisse  nähren  und  an  diesen  ein  reiches  Magazin  von 
mechanischer  Kraft  eröffnen,  aus  welchen  der  Mensch  entnimmt, 
was  er  zur  Bewegung  von  Wasserrädern  und  zum  FortschaSm 
von  Lasten  aus  höheren  Gegenden  in  tiefer  gelegene  benOthigt 

Endlich  Rihrt  uns  die  Sonne  einen  reichen  Segen  rhemisolier 
Kräfte  B«,  denen  wir  das  Entstehen  der  ftlr  unsere  Zwecke  wich- 
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tf/ttm  Prodncte  verdanken.  Durch  den  Einflose  ihrer  Strahlen 
Mf  die  grttnen  Pflansentheile  wird  die  Kohlensäure  sereetat«  der 
Smiraloff  als  Gas  aosgescbieden  und  der  KohlenstoiF  angesam- 
MÜ  Dieser  Stoff  ist  nun  selbst  wieder  die  Quelle  von  Licht  und 
Winne,  wie  die  Sonne,  and  zugleich  der  mSchtigste  Motor  für 
■aaichliche  Zwecke.  Nach  Lieb  ig  wachsen  in  einer  der  frncht- 
krareo  Gegenden  Deutschlands  auf  einer  BodenflSche  von  2600 
Qndratmeter  oder  nicht  gans  einem  halben  Osterr.  Joch  in  einem 
Jihr,  wenn  es  Waldboden  ist  2650  Pfund  lufttrockenes  Brennhols, 
wm  es  Wiesengrund  ist  2500  Ct.  Heu  und  wenn  es  Ackerland 
kt  800  PT.  Roggen  und  1780  Pf.  Stroh.  Das  besagte  Quantum 
Brennstoff  enthalt  1007  Pf.,  das  Heu  1018  Pf.,  der  Roggen  und 
im  Stroh  1044  Pf.  Kohlenstoff,  demnach  im  Durchschnitte  ans 
deo  drei  Erzeugnissen  1023  Pf.  oder  ftir  1  osterr.  Quadratklafter 
h  rander  Zahl  i;  Pf.  Da  l  Pf.  Kohle  beim  Verbrennen  6230 
Vkrmeeinheiten  liefert,  so  entfallen  fflr  die  Kraft  erzeugende 
Vkknng  des  Sonnenlichtes  für  1  osterr.  Quadratklafter  des  mit 
Tagetation  bedeckten  Bodens  in  einem  Jahre  7845  WSrmeeinhei« 
kn  oder  eine  Arbeitskraft  von  10}  Millionen  Fusspfund. 

Alle  diese  mächtigen  Wirkungen  sind  aber  nur  ein  höchst 
Wner  Theil  des  gesammten  Kraftausflusses  der  Sonne»  denn 
iise  bestrahlt  einen  kugelförmigen  Raum ,  der  weit  Ob^  die  Erde 
khusreicht,  und  in  welchem  der  Erdkörper  nur  als  kleinem 
Stmehen  erscheint  Die  erwärmende  Kraft  der  Sonne,  die  Mos 
IM  einem  Qnadratzoll  ihrer  Oberfläche  in  1  Minute  ausgeht,  ba- 
fedlsidi  nach  Pouillet  auf  1-052257  Wärmeeinheiten,  ist  also 
Mr  im  Verhältniss  von  10:27  kleiner  als  die  Erwärmung,  die 
thim  gleichen  Stfick  der  Erdoberfläche  in  einem  ganzen  Jahre 
von  der  Sonne  zu  Theil  wird. 

Naefa  diesen  Ergebnissen  ist  die  Sonne  nicht  mehr  blos  die 
Btirin  des  Tages,  ihr  Strahl  nicht  blos  der  Herold  von  Millionen 
Sloiaen  und  ihrer  tausendjährigen  Geschichte;  «^ie  hat  ihre  hohe 
Biilimmnng  nicht  schon  erreicht,  indem  sie  dem  Krystall  seinen 
Ghss,  dem  Diamant  sein  Feuer  verleiht,  das  GrGn  der  Blätter 
ichift  «od  den  bunten  Schmelz  der  Blumen.  Nebst  Licht  'mxiX 
Wime  auch  Kraft  auszu»penden,  ist  ihre  grosse  Aufgabe.  Jede 
Uiit,  die  wir  von  der  Erde  nach  irgend  einem  Punkte  der  Sonne 
liihsn  können ,  bezeichnet  die  Strasse ,  auf  welcher  Segen  zu  uns 
b«mt«  der  auf  der  Erde  angeUngt  in  StoflTen  eigener  Art  depo- 
■ktwirdy  um  daraus  entnommen  werden  zu  können»  wenn  es  ftUr 
Is  grosse  Welt-Oekononiie  oder  fiir  menschliche  Zwecke  nolh- 
*tidig  ist  Aber  wird  denn  die  Sonne  stets  mit  derselben  Kraft 
*iAsn  können  und  wird  sie  immerfort  im  Stande  *icin,  zu  ersetaeut 
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was  dorch  den  Bteten  Wechsel  der  Kräfte  Rlr  die  BriMÜtmg  dMj 
Lebens  Terloren  geht  oder  wird  durch  ilireft  Bialhise  der  2M^al{l 
nor  weiter  hinaasgerficlcty  wo  das  grosse  Uhrwerk  ie  8(illita| 
geräthy  weil  das  Gewicht,  durch  das  es  im  Gange  ethalteo  «fa^ 
abgelaufen  ist?  Nach  unserer  gegenwärtigen  Einsicht  dQrfte  woH 
letxteres  fSr  das  Wahrscheinlichere  gelten,  da  alle  Mittet,  dnoh 
welche  der  ^^^i^d®  f^^  ihren  steten  Verlust  Ersatz  werden  sdl 
selbst  als  der  Erschöpfung  unterliegend  angesehen  werden  mästUi 

Eine,  jedoch  verhältnissmässig  nur  geringe  Unterstützung  ii 
dem  Geschäfte,  der  ßrde  Kraft  zuzufahren,  6ndet  die  Sonne  Ib 
dem  Kraftvorrathe,  welchen  der  Erdkurper  in  Folge  seiner  Axoh 
drehung  und  der  Bewegung  des  Mondes  um  ihn  besitzt.  Di«f 
Kraft  ist  reine  Arbeitskraft  und  ihre  Verrichtungen  bestehen  n- 
näcbst  in  der  Unterhaltung  jener  Bewegung  des  Meeres,  dieuotac 
dem  Namen  Ebbe  und  Fluth  bekannt  ist,  aus  der  aber  mehrfach 
grosse  Str5mungei{  im  Weltmeere  und  in  der  AtmosphärOi  benrcwt 
gehen,  die  selbst  zu  menschlichen  Zwecken  vielfach  angeweodtl 
werden.  Sie  erscheint  klein  gegen  die  Macht  der  Sonne,  jedock 
sehr  bedeutend  gegen  das,  was  menschliche  Kräfte  zu  leistoi 
▼erm5gen,  klein  in  ersterer  Beziehung,  da  sie  nach  Tbomiti 
nur  ein  Aequivalent  bietet  ftir  eine  dreistfindige  Bestrablung  M 
Erde  durch  die  Sonne,  bedeutend  in  der  letztem',  well  sie  üdl 
Bessel  eine  Wassermenge  von  900  Kubikmeilen  in  6|  Stmki 
feö  einem  Quadranten  der  Erde  ziiin  andern  fiberfiBhrt,  eine  MaM 
die  einen  grösseren  Raum  einnimmt,  als  200  Millionen  BavweiH 
deren  jedes  der  grössten  der  egyptischen  Pyramiden  gleiebkiat 
und  gewiss  200  Mal  grCsser  ist  als  alles,  was  die  Kräfte  (kr 
Menschen  und  die  ihnen  zu  Gebote  stehenden  Mittel  von  der  SfliM^ 
fluth  an  bis  jetzt  beträchtlich  von  der  Stelle  gebracht  haben. 

Nimmt  man  die  Kräfte,  welche  wir  vom  irdischen  Standpunkte 
aus  mit  menschlichem  Erkenntnissvermögen  zu  erforschen  vt^ 
mochten,  als  allgemein  im  Weltall  herrschend  an;  so  erachcnl 
die  Behauptung  gerechtfertigt,  dass  die  Auslagen  zur  ErhallM| 
der  grossen  Welt-Oekonomie  in  dem  Ertrage  der  cbemisdMii 
Kräfte  der  Nahrungsmittel  und  Brennstoffe,  der  Gravitation  dir 
Materie  und  der  natfirlicben  Wärme  die  Bedeckung  finden.  Ali 
diese  Kräfte  sind  zu  einem  einheitlichen  Ganzen  verbunden«  m' 
erscheinen  nur  als  verschiedene  Wirkungsformen  einer  und  du* 
selben  Potenz.  Was  die  Naturphilosophen  lange  gesucht  aber  niell 
gefunden  haben,  hat  uns  das  Princip  des  Kräftewechsels  aiA 
äquivalenten  Verhältnissen  aufgedeckt  und  uns  dadurch  In  dtt 
Bau  der  Welten  und  in  den  Plan  der  Vorsehung  einen  Blick  M 
thon  gestattet,    wie  man  seit  Newton^s  Zeiten   keinen 


IMmMML  Et  kabn  nfoht  verfehlen,  den  NatimHefteiiiielMilen  lil 
Mht''  Birfefcmg  eine  neue  Gestalt  m  geben  «n<l  i\Wk.  AkaHie« 
ItStiß^  "Wkasemidiaften  wird  nieht  ermaiigelfi,  so  düraer'llefeirni 
1^  SctaMehi  beisutragen. 
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ildber  zwei  besondere  Methoden  der  Ansziehang  der 
{udratwiunel,  mit  besonderer  Rucksicht  auf  dieVerr. 
BAntte  des  italienischen  Mathematikers  Pietro  An- 
•Bi«  Cataldi,  wahrscheinlich  des  ersten  Erfinders 

der  Kettenbrfiche. 

Von  ' 

dem    Heransgeber. 


In    seiner   Histoire    den    sciences    math^roatique»  es 
iaile.  T.  iV.  p.  87.  macht  Herr  Libri  auf  einen  wenig  belcann- 
sn  ttalienischen  Mathematilcer  aufmerksam,  der  selbst  weder  vmi 
ftostn^lSy    noch  von  Chasles  in  ihren  bekannten  Werken  er«, 
lihnt  wird.    Dieser  durch  scharfsinnige  Erfindungen  aiisgeaeich-. 
lels  Mann 9  welcher  in  würdigster  Weise  sich  den  vielen  treflichen. 
Ulenischen  Mathematikern  anschiiesst,   welche  durch  die  haupt-: 
lehlieh  von  ihnen  ausgegangene  weitere  Ausbildung  der  Algebra* 
Iren  Namen  eine  so  grosse  Berühmtheit  auf  ewige  Zeiten  ge-»f 
chert  haben,    ist  Pietro  Antonio  Cataldi,    schon  im  Jahre 
163  Professor  zu  Florenz,   1572  Professor  zu  Perugia,   und  seit 
wahrscheinlich  ohne  Unterbrechung  drei  und  vieriilg  Jkb* 


170  Crumeri:   Oebtr  %mei  beifmdere  9Mkodem 

lang  bi«  m  Miaeni:  Tode»  Professor  an  der  Dnivereitit  iv  Bblog«f| 
Unter  'Terseliledeoeii  anderen  bemerkenawertben  Arbeiteo  dieaü 
jedenfalla  aebr  aoageseichneten  Mathenatikera  macht  Libri  bai^d 
aSchlicb  auf  zwei  von  demselben  angegebene  eigentbfimUche  lltr 
tboden  der  Ausziehung  der  Quadratwurzel  aufmerksam»  fiber  dii 
er  sich  in  folgender  Weise  ausspricht:  „Son  Tratte  de  la  ma- 
Bi^re  exp^ditive  de  trouver  la  racine  carr^e  des  nom« 
bres  renferme  deux  id^es  fondamentales,  qui  auraient  du  M 
aaaurer  une  place  distingu^c  dans  Thistoire  des  math^matiqnes: 
ee  aont  l*emploi  des  suites  indi^nies  pour  approcher  ind^finimeil 
des  racines  carröes»  k  Taide  d'un  proced^  uniforme  qui  donne 
soccessivement  tous  les  termes  de  la  s^rie »  et  I'emploi  des  fractioM; 
eontinues  quo  Ton  attribue  commun^raent  k  Brouncker.  II  est 
Trai  que  les  num^rateurs  des  diverses  fractions  ne  sont  pas  too-, 
Jours  Tunitöy  mais  cela  est  sans  importance:  Tid^e  est  la  mAmib 
et  l'on  ne  peut  refuser  k  Cataldi  le  merite  de  cette  deconvertei 
qui  a  jou^  plus  tard  un  si  grand  r6le  dans  la  th^orie  des  nombref« 
n  faut  mdme  ajouter  que  dans  I'emploi  des  s^ries  ind^finies»  il  a 
eo  sein  de  däterminer  les  limites  des  erreurs  et  les  restes  dct 
aöries.  II  a  recopnu,  dans  certains  cas»  quen  prenant  succesfi* 
wement  un  terme  de  plus  dans  la  s^rie»  on  avait  toujonrs  alteh 
oativement  des  rdsultatsplus  graoda  oa  plus  petita  qae  la  vaiw 
dc^pia^d^^'.  C®*  rechercbes  soi^t  fort  interressantes/ et  tous  la^ 
g^omötres  y  reconnaitront  les  premiers  germes  des  plus  renar- 
qiAiblea  ddcouvertes  analytiques.  On  reconnait  \k  certaineneot 
Temploi  des  s^ries  d^s  i'annöe  1613«  c*est  k  dire  avant  möme  la 
aaissance  de  Wallis,  k  qui  on  attribue  ordinairement  cette  d^oo- 
▼erte.  " 

Herr  Libri  hat  Cataldi's  zwei  Methoden  der  Ausziebniif 
der  Quadratwurzel  in  einer  Note  kurz  angegeben ^  ohne  alle  Er- 
läuterung der  Gründe,  auf  denen  dieselben  beruhen ;  die  erste 
Jedoch»  wie  es  mir  scheint,  nicht  ganz  richtig,  wenigstens  nicht 
•Ih^emein  genug,  und  die  zweite,  welche  den  Gebrauch  der  Ket- 
tenbrffche  in  Anspruch  nimmt,  nur  durch  ein  numerisches  Beispiel 
anachaulicb  gemacht.  Da  mir  beide  Methoden  sehr  bemerkeor 
werth  scheinen,  und  dieselben  einige  Berücksichtigung  bei  des 
mathematischen  Unterrichte  wohl  verdienen  dOrften,  ho  wil  kb 
mir  erlauben,  in  dem  vorliegenden  Aufsätze  eine  vollständige  thsa* 
retlscfae  Erläuterung  derselben  zu  geben»  in  der  Weise»  wiaiÜi 
selbst  mir  wenigstens  vorstelle,  dass  ihr  Erfinder  sie  gebrandl 
and  dargeatellt  hat. 

'ladam  ich  ein  für  alle  Mai  bemerke»   dass  alle  im  Foigead« 
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Bachstabeo  positive  ganzo  Zahleo  betelehMB,  Ml 
t  G^  eine  beliebige  Grusse«   welche  grueeer  ab  VN  ict,    eo  daee 


' 


«       > 


•/ 


u 

Hau  setse: 

C,-Ci  =  4C,+5^  =  6;.; 

G,*=  Gl«— 2C,Ci  +  ci«=i\r+ Ci«. 

1I»B  ««tie  ferner: 

:  wiet 

Gg«=  G,«-2C?tCi+ C,«  =  2V+ Ci« 

Auf  ihnlicbe  Art  setze  man  weiter: 

2C,     ™*^*     2G,""*^' 

Gj  — Pi  =  4Gs  + j^  =  C4» 
'  «eist  ' 

G4«  =  G,«-2G,Ci  +  Ci«=Ä+Ci«. 

Wie  nao  auf  diese  Art  weiter  gehen  Icann»  ist  Idar. 

Wenn  also 

leCf  eo  setse  man: 

2|jgi —  =  A>    Gl  — (i=Gi;        2<Sr3i    ~  ^*    ^"ft"*^» 

^^ — =A/ ..<?•— <i= ^4»        2G4    ^^^>    C4— Q«Ga; 

V.    s.    w.; 
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dttDQiM^  iBd«n  «ui  jsa  des  obigm.  GieicbuiigeD  diie  Crleidu 

wo  C  weiter  au  bestimmeo  i«t,  hhizaBimmt: 

1        ,   ,'  u.  s.  w. 

Nun  bt  nach  dem  Vorhergehenden: 


2CiCi^G,»-iV=kC*,    Qä: 


2Ci* 


2C,Ci*iG,«-iV=;Ci«,    Ci=-^ 


alao: 


.  »  u.  e.  w.i. 


•  •  I  «1       ■  • 


^-2»G,*G, 


*^-4'G,<Ö,»G, 


2»Gi«G.«G,*G4' 
•^  V         .        X  n.*  ».  w, 

nnd  weil  nun  nach  dem  Obigen 
'"^     (ii>VN.    G^>i^N.    G^^VN\    O^^VN,....,. 

aiso 


■> 


. .  •' 


4ar  AmU<Aun0  der  Qua(traiwur%€l,  etc. 


S7t 


G,«G,*6;,>iVViV. 
G,«G,*G,«G4>iVVÄ. 
Gl "  G,«  G,«  G««  G,  >  iV»  V^, 

U.     0.      w. 

ist;    so  ist  nach  dem  Vorhergehendeo : 


(C  \*'-> 


Q< 


2»iVViV' 


c» 


C  \**-i 


^  ^  2^ivviv '       ^  <  ^-  vj^y 


C4< 


c»« 


2»  WviV ' 


a.    0.    w. 


^'4<C.(2^ 


U.      0.      W. 


^    ...  :c 


wo  das  Gesetz  deutlich  vor  Augen  liegt.     Quadrirt  man,   so 
det  man : 


Ci«<C« 


•cl 


Ci»<0« 


c.«<c.Q" 


U.      8.      W. 

■  n 

BIsB  .denke. «ich  Jettt  a  so  bestimmt,  das« 

,    o«<iV<(a  +  l)«       .  • 


U.      8.      W. 


I    • 


f     ". 


iiit. 


Wenn  aon  A-ra*<e,    JV<a*-f  o  ist,  <•  aetM  man 

^  =  o«  +  6;  , 
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danil  ist  offenbar 

6       , 

6<tt,      -<I. 
« 

Weno  A— a*>fl,    2V>a*  +  a  ist,   so  setse  man 


daDQ  bt 


*.<«  +  !.    «Tl<*- 


Wäro  nämlich   6|  ^  a  4- 1 ,    so  wäre 


(a+l)«-6i;^(a+l)«-(«-fl) 

< 

also  N'Za^-^-a,   da  doch  nach  dem  Obigen  N^äß+a  ist 

Wenn   N — i^sso,    iV^=a*-f  a  ist»   so   kann   man 

2V  =  a«  +  6=(a+l)«— 6i 

=  a*+a  +  (a+l)-6i 

setzen,    wo  offenbar  im  ersten  Falle  6  =  0,    im   aweiteo  F 
^  z=s  a+lp  also 

a  ""a  +  l~* 
Ist 

Wenn  N — a^'<a  ist,   so  setze  man 

)     iV  =  ««  +  6.    ©,=«+*; 
dann  ist 

ö|*=«H*+(4)'=JV+(4y.   C«^.  C<4. 
Wenn  JV— a*>a  ist,  so  setie  man 

dann  ist 


\' 


•'    ■  .6 

Y/tnm  iV--a*=o  ist,  so  setse  ma» 

iV  =  a*4^6<=(a-|-l)'— ^> 

■  t 

Gl =«+2^    oder    G.rro  +  l-g^^jJ 

« 

daao  i«t  respective 

oder 

fik.«(«+l).-6,  +  j^A-j. j-=,^+  jg^j  •.  'C=3(^4. 

Hieraas  sieht  man^dass  mao  die  V^  übtrateigende  GrOasa 
Gx  inimar  ao  beatimmen  kann,  dasa 


.1  -  •     • 


unter  dieser  Vorsussetzaog  bt 

C    =     1         C^=     1 

■od  folglich  nach  dem  Obigen: 

(I    vii-a>  /  1  \a>-i 


.:;i, 


Q.     '8.     W.  '  «»:    a.-    We'    -' li 


odof 


•     I  • 


■♦ 
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wn)    '       ^'<i{m)    » 

(1    \**-*  /  I  \«*-> 

wn)    '       ^*<^\m)    • 

U.      8.      W.  ■.      S.      w. 

Mit  Rflcksidit  anf  A\%  a«s  dem  Obigen  bekannten  Gleichongeo 
C?,«=/V+C«,    G^^^N^C,^,    GB•=^^+Ci^    G/=/V+QV.. 


M^liife  fMli  bi^raus,  daaa  die  mittelst  der  im  Obt|[^ii  gegebetieii 
Formein  zu  beipcbnenden  Grusaen 

Ol,    G%9    G^ß    64,    G$9.,.. 

^  ... 

sieb  der  VN  Immer  mebr  and  mebr  nftbern,  je  weiter  man  m 

dieser  Reibe  fortscbreitet/and»  wenn -man  nur  weitgenog  io  der- 
selben fortscbreitety  der  yiV  aucb  beliebig  nabe  gebracht  werden 
können»  wobei  nacb  dem  Obigen  die  in  Rede  stebendeü  Grösse« 
sngleicb  immer  grösser  als  VN  sind* 

Im  Allgemeinen  ist  nach  .dem  Obigen : 
folglich 


I    .f.    • 


(vW 


Nnn  ist  bekaontlick 


:^^^  m^M^y^-'- 


Nach  dem  binonischen.Xiebrsatse,  desse»/A|iweiidmig  hier  ofen- 
bar verstattet  Ist,  ist  aber : 


niJ.u 


.  äm'\MiniekuM0  Oer  (fuadrßiwur»ei,  Hc.  SSä 


c.=v»r..i+4.(%f)"-Ä(^) 


.    1.3     /Ok-iV 
1.3.6     /Ct-1  \* 


oder 

c?»=viv+iv^.(^)' 


I  ■ 


-  vir.  j^.(^y-27i^.  (^y  j 

_  t    1.3.8.7.9      /Ct-i\"       1.3.8.7.9.11    /Ct-A»** 
~"^^*  12.4.6.8.10.12"  V"»?^/     "*  2.4.6.8.10.12.14  V  VA/     | 

MUl  «teh"  tilMdtt  einer  gans  einfachen  Betracbfong  auf  Ser 
Stelle  ergiebt,  daas  de?  Ftbief ,  welchen  man  begebt,  wenn  man 

•etst»  jedeneit  kleiner  ale 

»viv.(^)-. 

also  oacb  dem  Obigen  Jederzeit  UeiDer  als 

1     /  1  v*~ -» 

folglMi-WiCJfldB»  Fan  inntr  klriuer  ale      '•  «      i  ■  .      /.' 

f  -11  I 

/      I       \«  -» 


W)' 


-' .   .  '••[  •! J  o«bi 
Am  einfachsten  berechnet  man»  nachdem  Gi  mittelst  dar  obee 

engegebenen  Regeln  beatinunt  vordem  iat,  die  Gröasen 
MlMliliAHriMgflBaie  l^iOUgm  bewMwntdi'  Bmn# 
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ZV  iV 

O.      8.      W.      i  ^  * 

V 
Uro  eto  Beispiel  zu  gelten,  vrolIeD  wir  /V=19  ^etseo*    Weil 
in  diesem  Falle  a=:4  and  Yolglicb  iV-^#Ssjl9--]9«si3>    abo 
N — a*  <  4  ist,  so  muss  niaii  ' 

i  ^=:a•f6  =  16f3,   >=3;  ^ 

folgliob 

•etsen.    Rachnet  mftn  nun  nor  bis  anf  siebea  DedmalsteltMl  ge- 
ma.  and  gtht  hlou  bia  G^-  so  «rhilt  man  fi>Ig|^pde.|l«c|iBing: 

Gi  =4,3780000  • 

i(?i  =2,1875000 
^:2C;,=:2,17liS86 

<  Gt=43S8»386 

iG,=2,17S464a 
iV:2G.=:2.1794346 


*        fc 


(;,:s4.3688960 

Wenn  man  Vl9=C^  setit,  so  ist  nadb  desiOMgte  d6lr*Vdb* 
ler  kleiner  als  ,   ^ 

also  kleiner  als 

wonn«  sich  ctg^bt,   dasa  der  obige  Werdi  tob  G,  dl«  Vl9 
Bindest«««  Mif  di«  «b««  b«ndhi«t«B  «i«b«D  rmüiiildlalw 
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ricbtig  liefert;  und  darch  die  gewKhDlicIie  Methode  der  Aoesieh- 
ng  der  Qiiadratwarzel  «rhält  man  auch  in  der  That 

,     V19  =  4,3588989. 

Wire  man  bis  64  gegangee  nnd  bitte  Vl9=:Cr4  gesetzt ,  ao 
wire  nach  dem  .Obigen  der  Fehler  jedenfalls  kleiner  als 


i 


•(i6.i9y     ""*(i6.i9y  • 


vrorans  nae  sieht,  eine  wie  ungemein  schnelle  Näherung  die  Ton 
Cataldi  angegebene  Methode  in  der  That  gewährt ,  und  es  ist  daher 
aBS«r  obiges  Urtheil  Aber  dieselbe,  dass  sie  die  Aufnahme  in  den 
mathematischen  Unterricht  wohl  verdiene,  gewiss  gerechtfertigt. 
Der  Logarithmus  der  obigen  Fehlergränze  ffir  64  =  Vl9  ist 

0.7167948—19, 

^roraus  man  sieht,  auf  eine  wie  grosse  Anzahl  von  Decimalstel* 
len  achen  G4  die  Vl9  richtig  liefert,  weshalb  die  Methode  des 
genannten,  bisher  fast  gar  nicht  bekannten  italienischen  Mathema- 
tikers gewiss  alle  Beachtung  verdient,  und  von  Neuem  einen  sehr 
ewfteMBchea  Beweis  von  den  grossen  Fortschritten  liefert,  Vielehe 
die  Algebra  in  Italien  schon  im  16ten  Jahrhunderte  gemacht  hatte. 


Ich  will  jetzt  zuerst  eine  streng  theoretische  BegrOndong  der 
gewQhnlichen  Methode  der  Ausziebung  der  Quadratwurzel  geben, 
%reil  in  den  Lehrbflchern  darüber  häuflg  nur  wenig  GenögenHes 
beigebracht  wird,  und  weil  damit  die  Anwendung  der  Ketten- 
brdche  auf  die  Quadratwurzel- Ausziehung  in  der  Weise,  wie  irh 
dieselbe  nachher  machen  werde,  nahe  zusammenhängt. 

Wir  wollen  annehmen ,  dass  man  mittelst  ir^^end  einer  Methode 
eine  ganze  Zahl  G  von  solcher  Beschaffenheit  gefunden  habe, 
das«,  indem  k  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet, 

G«.  W*  ^  iV^<  (G  + 1)«. lOi* 
oder 

G.10*^V^A^<(Gtl).IO* 

iet.     Setzt  man  dann 

ViV=G.10*, 


i88  ertntri:  üHer  wmei  ^^tmden  MäawOm 

M  bt;  weil  VAT^wbcbM  - 


G.IO»  und  (€?+l).10» 

liegt,  der  Fehler,  welchen  man  begebt,  offenbar  kleiner  als 

(C;^l).  10»^C;.10»as  10». 

Unter  dieser  Vöraiissetznngy  dass  roaii  lilmltcb  Gf'anf  !die  angc 
gebene  Weiee  bestimmt  bat^  tcomint'^»  fmn  ferner  darauf  ao,  di 
ganxe  Zahl  6|  ao'x^  beaäninien,  dato 

'     (G.IO*+Ci.lO»-i)*^2f<|6f.IO»  +  (Ci  +  l).10^-»J» 

oder  :.•:,,.:.:. 

ist,   indem  dann»   wenn  man 

setst»  der  Febler,  weichen  man  begebt,  oflTeobar  Ueisfr  «Li 

|C.10»+(G,+l).10*-M-(G.10»+C?i.lO*-*)  =  W»^» 

ist  Zaerat  erfiellet  nuoi  dass  immer  Gi  <  10  ist  Danaivii 
Gl  ^  I&»   so  w8re 

G.10*  +  Gi.lO*-i^(G  +  l).10», 

ond  folglich,  wegen  der  ülier  die  Bestimmong  von  G  oben  gc 
machten  Voranssetsong, 

G.IO*+Gi.lO»-»>  ViV, 
da  doeh 

G.W+Gi.W-^^VN 
sein  soll.    Weil  nnn  ferner  ans  der  Bedingung 

(G.10*  +  G,.W-»)«^2V<tGJO*  +  (G|  +  l).10*-M' 

sich  unmittelbar  die  Bedingung 

2GGi.lO»-»  +  Gi«.I0^-* 

^iV^G^.lO»*  ■ 

<2G(Gi  +  l).10»*-»  +  (Gi  +  l)«.10a*-« 

ergiebt,  so  hat  man  sur  Bestimmung  von  Gi  offenbar  die  folgendi 
allgemeine  Regel : 


Jtmm§k9m§  d9r  09uutrmimmr%ei,  €tc.  S87 

Man  setee  flir  Gi  die  ganze  Zahl  anter  10»  fOr  vrekke  ««• 
Bichst 

DaM  dies  in  der  Tbat  ganz  dieselbe  Regel  ist»  welche  man 
bei  der  gewöhnlichen  Methode  der  Aoszlehimg  der  Qnadratwiir- 
xel  stets  in  Anwendung  bringt ,  erhellet  auf  der  Stelle.  Die  Feh- 
ler» welche  man  bei  Anwendung  dieser  Methode  nach  nnd  nach 
beigebt,  slnd*nach  dem  Obigen  kleiner  als 

10*,    10*-S    10*-*,    K)»-»,.... 

ODd  werden  also  Immer  kleiner  nnd  kleiner,  k5nnen  auch  beliebig 
klelo  gemacht  werden,  da  ja  die  Exponenten  der  vorstehenden 
Potenzen  auch  negativ  werden  und,  absolut  genommen ,  ia's  Un- 
endliche wachsen  können. 

Eine  andere,  als  eine  zur  Abkürzung  der  Rechnung  dienende 
Hfllfsregel,  welche  bei  der  gewohnlichen  Ausziehung  der  Qua- 
dratwurzel in  Anwendung  gebracht  wird,  kann  auf  folgende  Art 
bewiesae  werden. 

Wir  wollen  annehmen,   dass 

0ei»  wo  a,  6,  c,  d,....  sfimmtlicb  kleiner  als  10  sein  sollen. 
Dann  ist  nach  dem  Obigen 

2C7C,.10»*-»+Gi«.10»*-« 

^C5.10**-i  +  aJ0»*-*  +  6.l0**-»  +  c.l0»*-*  + 

and   Ich  behaupte  nun,   dass  immer 

«GCi^C^,   also  Gl  ^5^ 

ist.      Ueno    wire   dies   nicht  der  Fall,    so   mflsste   mimlestens 
2C?G|  =  <9f  +  l>  also 

26Cr, .  10»-»  =  <B .  10»*-»  +  10«-» . 

nnd  folglich  nach  dem  Obigen  offenbar 

10»-»  +  C,».  10»»-«  ^  o. lO»*-«  +  6. 10»*-»  +  c.  10»*-*+^.      , 


388  Gruneri:   iMer  mei  äeMtmäere  MHMtm 

seio.    N«n  ist  aber  •.  ' 

0.10«-*  + 6.10«-»  +  c.lO"-«  +  .... 

^  9.(10«-*  +  10»-»+  lO«-«  +  IO«-«  + . . ..) 
^  9 .  (|0«»-«  + 10»-»  + 10»-*  + . . . . + 10  + 1) 

-  Vi     1.1     1.1.    ^ 

+ ^  •  Viö  +  lö«  ■*■  lö»  +  lö*  "•■  lü»  ■'^  • "  7 
_   io«fc-»— i      /i    JL   _L    _L    JL       ^ 

^«•— np.T~  +  *AlÖ+I^+10»  +  10«"*'10»+**7 

.  '»vi     .■  ■  I 

"io«-»-i+9.(jg+ j(^+ jöi  + iö»  +  iö»+ •  ••) ' 

* 

und  folglich,  weil  ffir  jedes  positive  ganze  n 

11 

L.A.A.  '  j.     .  1  _io~i^'_iO"-i_  1       1 

10"'"I0»"*'1Ü»'''''+10»~    .      1    ~TIF7ir"~9~10".ö' 


•  • 


'-ro 


also 


I4.-L4.    '4.  4.JL      1 

^' VTO"*"  ro^  ^  10»  ^  iö*  ■'■  lö*+' ' V  ^ '  • 

Ut: 

ö.lO**-«+6.10**-Hc.lO»*-^+....<10«-»-l  +  l<IO»-». 

Daher  wäre  nach  dem  Obigen 

10«*-i  +  Gi«.lü«*-«  <  10»*-», 

also  &|*.  lO»*"»  <  0,  was  offenbar  ungereimt  ist.  Folglich  ka« 
nicht  2Cr6\  >  (S  sein,   und  es  muss  also 

sein,  eine  Hfiifsregel,  durch  welche,  wie  Jeder  aus  den  erste 
Elementen  weiss,  die  Rechnung  bei  der  gewöhnlichen  Method 
der  Aosziebang  der  Quadratwurzel  abgekiBrzt  wird. 


..^^ndm^ifff^jffit^.Quiutfmß^v 


\\j 


3W 


Es  kommt  oon  bloss  sooli  darauf  ao,  zu  seieen«  nie  man  G» 
▼•B'wofeber  Giteie 'khan  M»i  oer  Ueehbotii^  aosgehi*!!  luu^»,  so 

.^  M»!  II        tviif,'!*»'/     n: ' 

*4itJ ''ZH'^^eA*  fttid«  »Ol" '-''v'  •»'•■'  "''^ '     ""     ■'•  •'■•":.  w'  in--.': 

w«  m',  Vt  ^9  et'»..-  aimmtlich  kleioer  als  lO-soio  sollen.    Dana 
kraaeht  bmo  G  bloss  so  sa  bmimroon«  dass 


!'     •*;!»;;  'ifi»  f»*\  i 


M,   Wokbos  wieder  eine  iri&('de'n-'lJI^Meofäi^affge!ihd^^ 
Raehnongsr^el  globt^^^op.IÜpbiigMt  auf  folgende  Art  bowle- 
mmu  trorden  kann.    Wenn 

M.   so  ist 

G«.  io»:^,p',aa«»^  ((;+ 1)« .  10", 

«ad  folgitch  nacb  dem  Oliigeh''öffeiibar  auch 


:'•  •:L*N»t    tnlli 


g:iv*tn. 


Weil 


ana.  aber .  feMbr- ^^>  -  -  M        ^..,  .,..      i   -v.   .*• 


I 


Ist,  «»Ist 


(C  + 1)«  >  G' 


...    ;    «»|.;\L    •        (C  +  1)«.10»^G'.IÜ»*-|-I0». 

riiii;  I    .'II'»  -oJIp    i:i   ■  .:>.  :     .  .-    ^  ..  .       .^ 

10»»  >  a' .  10»*-»  +  6' .  10»-«  +  c» .  10»-«  + . . . . , 

l!*.  >l..  .(r  ■(»«--<',:  :;;.M:J. :••.-.*. 


C.M»+ 10»*>  G'.10»»+aMO^*-H*^IO«-«+c'.10*-•^-••. 


«  I 


fblgUcb  aacb  dm.  Vorstokenden 


•  .   i-    .•.•*'.    .  •■    I..     t  liliit 


Tlioil  XXX. 


9Jtti«*««M:  JMtoMfr" 


Note 

sar: 

I'üte^ 

1.  ^(. 

-Uid^-'Ü! 

n. 

ni. 

•^ 

IV. 

.T«V- 

iMJoarMl^  'el-^Wg 
Qualq««  ^  jwrcliv.si 

k  uicHac.obwrratl|>n, 

gr*lef,de,,CTfl  .*|i^t^' 
pitu  dlrecU  qu«  eevz 
d«  citer.  On  v«  votr 
ncfaercber  prMablen« 
r^qualioD  propoaöe. 
not« ,  oä  je  triit»rai  « 
laivknte. 

•)  T«ir  Tmm.  Xirii 


ITSSOtS  gwbt  dl*  gewSboIielM  AouisIlDng  d«r  (Jiui- 
nn  nan  diMelbe  bU  znr  dritten  Ziffer  der  Wurxel 


V3|47|8»{«=:iaii.. 


9196 
"nSr" 


C»M0^  A^l'aatxMv  < 


e*.  lO»^  UTSgeS  -  3459600  =  1031» . 

't6.io>=an.ia-3:tO;  m 

=  1860+  S     19366 

bt  CS  in  blatoriMhar  Beslehaag  Mhr  benarkend' 
wte  Librl  fibenengeiHl  nacbgewiesep  ra  bibeii 
ixta  der  K«tte«brflehe,  deren  Erflndnns  aonat  all- 
Hnd  ßronnclier,  Mg41(^  iMHr,  tbA  't:R'{«ti)i 
i'tob  diesem  jii  Anweiidiitij^  gAftracht  wtirdtiA'ini 
iiUn  jedenfalls  sebr  inagneTcUete  HancMteM 
da  etgenälcber  'Erfinder  der  In  Rede  sUJberideA 
Üacben  GräsM*fsnn  an  aenaeo  kela  dOrfie."  Üein 
rBsoBn  iii)d  Üim  die  veMlentit 
itt  ein  ZW«dc'  diebea  ^Ütlabw 


C  et  C  6tnnt  deut  ooiMäfaiM  arbHrairM  :<Si  lU^n  6ctH  nudnlt- 


lV>.  .*.   -  *\^  I     '«^  I-  •  *», 


Oll  bien 

r^8ultat  qui,   apres  y  ävoir  cbangö  la  constante  C  cd  C'^I^ 
GoiDcide   ezactoment   av^.,  ^1^    obtena  par  Mr.  le  ProreaaaJ 
Wolfer«.  -'^ 

•  ■ 

0:   iDt^grijtioii  a^'r^qaftLon 

m 

Eu  öcrivant  la  propos^  aous  la  forme 

.  1- j  ■    :    I  .  »'■Uli     I      » '  j ■'    -  ■   .    ■         •«  !.'ii 

d^  +  y(d  log  x)^=0, 

on  eat  eondoit  k  introdaire  uoe  nouvelle  TariaUe  z^^logx,  et 
'  vei^t^nf  <  ;ft  ftüre  jf -==«*.    ChaDgeons  en  itKAtne  tetii|M;P^^attotf 
'^h  Urne  «iftri6;  du  rfk  aa  llea  da'*^  aoH  la  ^ff^^renllelie 
fjifpjßpfanpif.   Ppor  op^rer  ce  chai^genient  de  Tariable  ind^peodaal 
il  faiidrä»  comme  Ton  sait,  remplacer  d'abord  iPg  par 

■^'.    ■     ÜX 

Or,   on  a  dxzs^dx,  d^x^€^z\   doii€  r^ualbii  (1)  se 
gera  par  cea  aubatitntiofia  ta 


:iii 


-t+i'-'»- 


/-:. 


Itest  ^Vldeflit  mälntenant,  qtt'en  poaanC  ff^A^;  »M 

ufte  itit4$gfale  parfictiH^re  de  r^oatlonpr^^MMite»  peW««  ^' 

co^fücleot  a  aatiafiEwae  k  Ti^joatiott  du  aeeoiid  iHigrk < 

,^   ,      y-d  +  lsO, 

llv— 3     1— V— 3 

d'oü  Ton  tire  pour  a  le«  deuz  valeof«         .4 — r*    jfT^ijV.I 

On  en  condal  qp^  ai  ^i^a*  dMgnent  cea  deuz  racinwi 
(dgfale  eonplete  de  la  propoa^  pourra  a'ezpriner  par 


AfkJl  ffjpr^Mnteiit  ^deoz  constante«  arbitrairM. 

Aprte  avofr  ral^stitdi^  i  a  et  a*^  leara  TaTeort  nomtfriquea,  on 
abtfandia  aacoeaatvemeot 

•i','  '■  I    •  i»"*-  ■  ■■  .  ■  ■    ■ 


»V-«       .  -=-»v-» 


.1  •     '( 


.   .     j„...r      8f!f4*t48   *.  +-4'a     *^)  .  .»  ..  .,1 

=  ^  M(C«^+  v:=tsin'-^)+^'(Co.i^-\rrTsta!^;; 

:'■■..  .       . 

^«ation  doDt  le  ae€ond  meinbre.  poorra  facilement,  &  Talda  d*uo 
duuigmiieiit  da  conatantea  arbitrairea,  Atre  r^duit  ä  la  forme       ^ 

■  .     -4/3  » 

et  d'oö  Tod  tire  fioalemeot«   an  ayant  ^gard  \  la  valeur  de  s: 

y  =:  c  V^  Sin  (a -I- 4  VS  log  or). 

III.    lut^gratfinr'de  r^quation 

SoH  —  ^  z>  I«  propos^  ae  chaogera  en 

<|^_2^^+*^rf,.  =  0.  (I) 

li'^öu'V'^idi  ibta  db'  «  i>oitr  VaAiÜe^'  IftiMiMlditr.  tr  Ihddii 
alora  remplaoer  iPy  par  a"y-^  ^^''^'  ^^*  puiaqu'oii  a  <iT=— -jj^» 

€ftr=--f-,  la  noavelle  valenr  decPy  deviendra  iPy+2— ^,  ce 
qol  rdduit  r^quatios  (1)  &  celle  cf: 

*.        '  .        .     •  r      I  r 

•  ■  ^  :       .  ■■  *   .        ■ .        •     •■  I  I ".  :-•   ■  •      .  . 

^dept  rjattgiale  eoippl^te  %  pour  Talenr       ,        ,  -7 

-...'.,.■    •'     yUX3intA+?)=<«S'"(st«)'.    .  ......,: 

id  et  a  jn^quant  iTeux  .cönatänfea  aiiUrhlrei. "^ ! i    .  ,  .  i*« 


jjjl^.*-/.v..ux-  -\yg^ji^^j,  ^äm;iVi^-i  OMiiMiMA«''  '-^^^^  •■- 

IV.  liiUgr'aVi<Jiiä'4l^«4'oatioii 

i  i'*<i!'»/if^*t-j-.)|fiit    j^ibi 

En   faisant  ff^^_  flu  '^=;«.  99  a  iijk  vu  ci  d6Miia(l 

le  preiiiier  nembre  de  la  pHtp^m^e  ei^Hifli^  prtfdseaieBt  Im  i 
da-produit  x^iPz,  M^ani  r^duit  ^ette  ^qoation  ä. 

ir'rf*r  =  —^ —  od"  Wen   -7-i  =  ^at 


dquatinn  «lofit  Pilit^gndfc '^^pl^ l«  poor^ilcteri  *      '>  -^ 

(      ff      .  ..  '  •'f 

■ 

? :; "J  ;:  *♦  )  ii  I        '!] 


*':i\5    ,,         \»\m.\i 


•' ■  ,,  •>•■•  i  •     •-■  1  .:■■■■; 

,  I    . 


•^''-  .       ■  Von  ,,  ,     *     •'• 

dem  Herausgeber. 

"~  \\^^ 

Herr  Lamarle  in  Brflsael  bat  In  einer  kürzlich  i 
Bulletins  de  rAcad^tiiW  1i6\,ri\e''''H^i'''hA*kin'hW, 
lettre»  et  dea/be.aax-a|[ta  de  Bei^i.aue.  1857.  No.  5. 
erscbienenen  Abbandlangr,»Th^ori^|(^dnil^trr)|ae  des  ra 
et  centrea  de  ceurb.uret  .pac  M«  E.  Laaiarla,  aa^^e 
lAcadömie*^  eine  neue  geonemaebe  Theorie  deif  KrooMl 
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n  lABkwy  iir^rda  ich.  inj4jW  vnri}eg«B4w.:4^GH^  vocli  db.fi 
4i0se|n..aiiiB«^icbiiei9o  Ifathj^matiker  gefnndeM.CfoliyitniicI^oii  4 
Krf|iiiiiHii^«kr|yii98  der  Ktgdachnttta.nittebt  dejr  mUgm^Deo 
c^pieo  der  analy tiec^ea  6eoi|ietrie  «bMteo  aed  jentfrick;^ la^ 
«oyail  f ine, Her  btnifrkeiiifwj^beatm  der  voa  Bf^rm  Iipi|i%f 
erMteem  Rfsnltafte  d^nLeserp  des  ArohWaiiiUotbeUeifs,  tnßmmmdi^ 
aqf  ganx  anderem  Wege,  als  Herr  Lamarle  xo  demaelbeii  B^n- 
fangt  ist,  wobei  ich  xag^eich  einige,  bisher  noch  nicht  bekan.e=r3ts 
Ausdrdclce  f&r  den  Halbmesser  des  Krdmmangskreises  der 
schnitte  entwickeln  werde,  die  dem  Wesentlichen  nach  auch  He" 
Lamarle  angehören.  Elinige  Constmctiooen  der  Krfimaraii 
kreise  anderer  Carven  bofe  Ich  diesca  MitlheilaiigeB  Aber  ^Sß 
Kegelschnitte  noch  folgen  ev  lassen. 

Die  Glelchnng  der  Ellipse  und  Hyperbel  ist 


(f)'+(f)'-' 


wenn  man  für  die  Hyperbel  In   dieser  Glelchang  6  V--1 
setzt. 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  leicht  durch  DMerentiatYei: 


«Vr      d%f  t^ 


^=^ 


Bx^^ä^'    S^"      «V 


Sind  nun  x»fß  die  Coordinaten  eines  beliebigen ,  aber  bestlnim- 
teil. Punktes  der  durch  die  obige  Gleichung  charakterisirten  Cüv 
veot  und  lieseichnen  wir  die  veränderlichen  oder  laufenden  C«H>r« 
dinaten  durch  X,  Y;   so  ist 

die  Gleichung  der  Normale  in  dem  Punkte  (jry).    Setsen  wir   «^^ 
gewöhnlich 


wo  immer  bei  der  Uyperliel  bST — 1  flir  ö  gesetst  werden  mu^^* 
so  sind 

oder 

die  GIsichsiigen  der  beiden  dem  Punkte  (j:y)  entsprecbendeii  VfNitei^^ 


4km  JMkmwmB§$MtHm9  4m  Kt^mlmßlU*  JW9 

Nm  0d  (jr^)  eio  bellabiger  Punkt  der  Normale,  so  dies  aleo 
MAdem  OblgiAi    "  F         iv 

M.  FlUt  BMD  Ton  dieeem  Pnnkte  Perpendikel  anf  die  beMin 
Vecforen,  ee  sind  die  GleiditngeD  dieser  beiden  Perpendikel  necb 
dem  Torbergehenden : 

9 

-     •  ■  .  •  ■    i    '  •  i  • . 

Fflr  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sollen  die  Coordinaten  der 
DvMbichnVtstMhiltte  der  Perpendikel  mit  den  Tedor^n ,  auf  welche 
ske  gefUlt  worden,  respective  «^  e  und  tfi«  ei  sein,  tind  die  ent- 
fprecbenden  Vectqren  selbst  wollen  wir  im  Folgenden  durch  r  und 
f^  bes|Bichnhu  Zqr  Bestimmiing  von  »,  e  und  »i».  t^  haben  wir 
nach  dem  Obigen  die  Gleichungen: 

und 

Legen  wir  durch  die  Punkte  («9)  und  («iVi)  eine  Gerade,  so 
Ist  deren  Gleiehiing :  ' 

K-„=?:iii(jr-«)   »der    F-.ri=:^=^(;r-.«i). 

Der  Durebschaittspvnkt  dieser  Geraden  mit  der  Häuptaze  der 
Ellipse  oder  Hyperbel  sei  («lOs),  so  hat  man  aar  Bestimmung  der 
Coordinaten  dieses  Durchschnittspunktes  die  Gleichungen: 

woraus 

^^Ä    '  ...1» 

folgti  , 

Es  kommt  nun  zunSchst  darauf  an,  die  Coordinaten  tr,  p  und 
tfi«  «1  SU  l>estimnten.    Aus  den   obigen,   zur   Bestimp  ^«r 

Coordinaten  gefundenen  Gleichungen  erbfilt  Aiian  durel 


■  ■  I  *  ff         ff  ■ 


n 


f        r. 


ffWft^H     9t!»     Irt«     N.'.il.-'lp  »••     <!>!i.'.«|     1.;  ....... 

und  hieraqs  ferner: 

*  _'    f  I  i  t :      '.  .    I  ■  ■     i  ■' 

—  e)(*-r) 


*         {x—e)ii     ^         '^ 


y 


I 

fnlglii'b,   weil 

if«t : 

r«    i,         ■        (ar*-#0(ir--ar) 
ti.^y/tt, —(«  — jr) ^ ^ — -9 


•■•■-■        ■    •'      ■"...•.■!      .     ■..».. 


woraiiM  80«{leich 

^  -  ^^r^ ^ -% —  * 

und  daher  ferner  nach  dem  OUgen' 


'■■i 


m 

|t.    Noa  ist  ab«r  b«k«utlicli   .  ^::./ 


ar(» 


-y)  +  (x-e)(r-»^*y^i:!<"-*>(r-.). 


wie  man'  sogleieh  llbersleftt,  weil 


X 
'\   . 


.(•-- -)0r-«) 

3'(9-3r)+(*-«)(r-*)= ^ 

•  .  ••  •  .  •    •  ■ 

.-VI-  .     •  ..  .   •^^     -    :" 


f 


'^l"      I 


..  I 


..;i 


lileh  mck  dem  Obiges  t 


«(«— 7^  («— i)  (r— «) 


I  ■  I      ■  Mm»  **  V      < 


•4: 


V. 

Ml— JP= 5 — 

*      ■  i    •• 


Nao  ist:  .  »1  •■'»*!I't:  J'»«^   "••'•    **''  «»»'-^      •■'•^ 


,•=(«_«)«  f  ^=.?t*li^+  ««+  g(a«  -  *^ 


«I 


.-I. 


6» 


.1^« 


{.< 


«  ».  -  ■  1  • ;       -  ^  M\ 


Es  Ist  aber  ^ ».  ,.  ^  v .-. .    -». .  |  üt  -  -  n'sv 

Bei  der  Ellipse  Ist  , 


a« 


■    '.     • .     ■      ■    '     ■     .  • «  - 

■  ■  ■  J    I  •    ^■. 


und  £*  positlT,  also  aaeh  a*-^^  pos^jv,  folglicb  oieobar 
also,  wie  sogleidi  eribfU#t:  ^  • 

■    a  •  nr*u 

Bei  der  Hyperbel  ist,  weBa  wir  k1^^  (ür  b  setsen: 

also  üß^afl  negatfv^nbi^lil%  ik^^dem  Obigen,   wenn  wiedei 
*V31  lur  A  gesetit  whrdr,^  v.     i' 


!■!  mm  «  positiT,  to  l#t ,  )  . 


w 


'■■■•' 


Nttch  d«ii  Obigen  ist  folglich  M  in  EOipse  ima^er 

_         «X         ex  - 

BA  der  Hyperbel  dagegen  ist 

.>=— (a  — — ),    rt=a+^. 

oder  .  !'*Si'il    ,n:'l!l'»11     1 'J'.!''    ^"['.ii'.l-.:    j-     .•    «jifi     ,  i  i?!!. 

jenaabdem  x  podtiT  oder  negatiT  iet    Also  ist  bei  der  Ellipee 
*'«^^  ex  .  ex 

bei  der  Hyperbel  d^bgeä^t     * 

wenn  man  die  obi^ea  «fOder  unteren  Zetehen  nimmty  jenacbdem 
X  poeitir  oder  negativ  iet  Alao  ist  nach  dem  Vorbergebeq^eii 
bei  der  Ellipse: 

ll|*-"XSS  — — — — — 

rNl>fifl  aiiMiTiUf»-'   »H?»*^'*«*  UlOliiir  ruiii.iifl  iiftiii  ^•i'M    ,i*bo 


SM  v4!««M^<A   <>WH<W^<(ftlt  COlK^WflffcWw 

bei  der  Hyperbel  dagegen  ist:  ^^\  o^.  j^; 


rdT 


.  a(dr  +  «)^-^ilr)-  '«1«»">'!  x  nun   **J 
«1  — jr=db ■ 

ynd:  "^^    •  "    •»  ^    , 


...    ^^ 


wenn  mnii  die  oberev^oJlef)  iktbrelr  'iefpbeaf  nimmt»  jenacMem  »  ; 


positiv  oder  negativ  ist. 
Ffir  die  Ellipse  ist 


•  _  I 


».'»  '\.'\ 


«-*+ iiS •  »4-«+ jrj . 

*^.;  ipjv»  '«•.h  lMrf)i|/il   lob  WA 


!   «  r 

Vi 


abo»  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 


■1  '\  't.'» 


tri«" 


folglich,   weil  nach  dem  Obigen 

. , ;  i  -  •  r  \»     .  •»   1  '^ 


•\ 


;:»?'.i|ilIJ    ijf»   i  t(i 

£--e     «  +  e 


oder»  wie  man  hieraus  mittelst  leichter  Rechnuag  Indal: 


hau 


J 


-.1.       ..*^'!**4n''^<'^(fi-^r)a\^'  "»="• 


Ist  nun  der  in  der  Normale  bis  jetzt  beliebig  aDgenommeee 
ikt  (r9)  der  Mittelpunkt  des  dem  Punkte  (m)  der  Ellipse  ent- 
eehenden  Krflmmnngskreiaee»  so  Ist*  wie  man  mittelst  der  ans 

allgemeinen  Theorie  des  KrflmmoDgskreises  bek^ttten  For^. 
B  leicht  findet : 

^~*=' —  o^    /  ?r»-":; — ^^wr^'      , 

Mglieh,  wenn  |^  den  Krflmmangsha|hmesser  beseichnet,  weil 

'  I  ••»  ' ■  ■  ■■"''' 

•   '.  .  •    ■  .»  .    I.      1         ■ 

h:daHi  Ofa%ett  ist  also  t  .. 

■eh.  well 


«r'        •    '  .  e* 
a         *         ■   a 


Sex 
ri-f-r  =  2ii,    r|-.r=— - 


il  man  nun  hierin 

■ 


Mbkit 


(<i«-y)jF  _  <%  - 


F  GIricIiliiig  der  Normale  ihl  nnch  dem  Oliif^cr»:' 
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iincl  8iii(i  also  v^' ,  r,'  die  Coordinateo '  ^tf  Dorcbschnittspinkli 
derselben  mit  der  Hauptexe  der  (IJip^e,  ^o  liftt  nian  zn  derai 
Be«itininiung  die  Gleichangen: 


•  •    •,  .i 
woriiii0  ektli 


•V-y=S(V-^>  «^'=0; 


I 


,  _  (g* — 6*)a?       g*jr         ,^_^ 


•«t  = 


.s 


1       V    « 


ergiebt.    Also  let  nach  dem  Obigen: 


-■  .r    . 


I     I 


■.T 


und  die  beiden  Punkte  {ü^t^  ond  X^'i'aO  Mlen  also  zusaromea. 


,-? 


Aus  allem  Vorhergebenden  ergiebt  aicb  der  folgende  merk* 
.urfirdige  Satz :  *      :  ~  . 

Wenn  man  von  dem  Mittelpunkte  des  einem  geiria« 
aen  Punkte  der  Ellipse  entapreoUertilee»&a^iBiid«ii9Ptl 
kreise«  auf  die  beiden.  demselbeo.Puokte  entsprechen- 
den  Vectoren'Seakreefrte  fSllt,  udd  V|»efth  .deren  Foss- 
punkte  eine  (gerade  zieht;  so  schneiden  diese  Gerade, 
die  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  entsprecheodeiNe^u 
male  und  die  Hauptaze  der  Ellipse  sich  in  einem  asd 
demselben  Punkte. 

Fiir  die  Hyperbel  ist: 

u  —  ar^ -^ ;     fi|=x±  — ' — -— ^; 


rx 


ivenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimnit*  jenachd^m.  4; 
positiv  oder  necjativ  i«t.     AUo  ist:  '^'*-' 


U  r.T,.- 


9*      .. 
»I 


ftnX^ 


-.==rn^(!+i): 


folglich,   H-eil  nach  dem  Obigen 


«M  it§mmtm§9krHU9  der  Jfefei$ekiim9.  SOT' 


tct= * *,    ««  =  0 


*•=* — m 


f  +  rl  ^^{r+rV' 


r,  wie  man  hieraiis  mittelst  leichter  RechDoog  findet: 

bt  noD  wieder  der  in  der  Normale  bie  jetzt  beliebig  aogeaem- 
le  Pimkt  (xij)  der  Mittelpunkt  des  d^m  Punkte  (a?y)  der  Hyper- 
•Dtsprechenden  Krflmmungskreises»  so  ist,  wie  man  mittelst 
ans  der  allgemeinen  Theoriii  dee  KrQmmangskreises  bekann- 
ForoMln  leicht  findet: 

I  folglich,  wenn  q  den  Krfimmiingehalbmessev  beMidinet»  weil 

» 

dh  dem  Obigen  ist  also: 

«•=^?;-+i^±;r-rr-    a*A*    ^ 

{Beb,  weil.  Immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vet- 
ehea  wie  oben, 

r=T(a--),    n=±(a  +  ^) 
Ididiw 

n— rÄ±2«,    r, +r=±  — 


««   fi</#a  I  (ci V  +  'z*-^) 


21* 


-s<-'^ 


-»): 


oordhiaten  des  Durchschnitte 
er  Hyperbel ,   so  hat  man  ■■ 

■(V-i).    e,'=0; 


and  (VcW)  '»■^  einander  xme 
gaiden  Satie  ßhrt: 

itfelpankle  den  einem  gi 
eDtspreehenden  KrOmnii 
>maelben  Ponkte  entspre« 
>  rsill.  und  durch  deren  i 
I;  so  Hchn^iden  dieae  G«i 
tn  Punktecntaprechende 
!r  Uyperliel  «ich  in  einef 


i'*orfaent«henden  den  bekannten 
ipae  den  vnn  den  Vectormi'j 
Hyperbel  den  Nebenirinkel  d« 

Wink«)«  halbirl;  an  fiberzeafi 
[■erade,  «reiche  die  Fn»iiponfcl 
;to  auf  die  beiden  Vectoren  ( 

TerbWet,  anr  der  Normale 
lUndang  mit  äed  Vorhet^eki 


dm  tHImmmt^ikreiie»  4er  K9§etetlMUe.  SOi^ 

vmittelbar  so  der  folgenden.  SoMerst  merkwardigen  und  einfachen, 
VHi  Herrn  Lamarle  auf  ganz  anderem  Wege  gefundenen  Con- 
■Iraction  des  Krfimmungainittelpunkte  bei  der  Ellipse  und  Hyper- 
bel nihrt: 


In  TaT.  Vr.  Fig.  1.  sei  P  ein  beliebiger  Punkt  der  ElHpäe  oder 
Hyperbel,  und  F,  Fi  seien  die  beiden  Brennpunkte,  so  dass  «lao 
FFx  ^^  Hauptaxe  ist  Bei  der  Ellipse  halbire  man  den  Winkel 
FPFx ,  hei  der  Hyperbel  den  Nebenwinkel  von  FPF^  durch  die 
Linie  PZV,  welche  die  Hauptaxe  FF|  in  dem  Punkte  TV  schnei- 
det Dnrch  den  Punkt  iV  errichte  man  anf  PH  ein  Perpendikel; 
irelehes  die  beiden  Vectoren  PF  und  PFi  oder  deren  Verlänge- 
llP^gtn  respective  In  M  und  M^  schneidet.  In  M  und  My  errichte 
jpnn  auf  die  Vectoren  PF  und  PF|  Perpendikel ,  welche  die  ge- 
Hrig  Terlingerte  Linie  PiV  in  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  O 
schneiden.  Dieser  Punkt  ist  der  Mittelpunkt  des  dem  Punkte  P 
der  Ellipse  oder  Hyperbel  entsprechenden  Krümmungskreises  der 
bttrafenden  Curve,  und  also  OP  der  KrfimäinngilHidbmesBer. 

Dass  man,  um  den  Uittelpunkt  O  des  Kriimmungskreises  su 
•rhmlten,  eigentlich '  In  i¥  auf  PiV  bloss  das  Perpendikel  JfiY,  und 
bi  M  auf  PF  das  Perpendikel  MO  zu  errichten  braucht,  versteht 
sieb" Ton  selbst;  das  obige  Verfahren  bei  AusfOhrung  d«r 'Con- 
stmction  bietet  aber  in  dem  genauen  Zusammentreffen  der  beiden 
hl  M  und  üfi  auf  die  Vectoren  errichteten  Perpendikel  in  dem- 
selben Punkte  O  der  Linie  PN  zugleich  ein  Kriterium  fCir  die 
Rlcbtigkeit  und  Genauigkeit  der  ausgeführten  Zeichnung  dar. 

Dass  diese  Constrüction  auch  ein  leichtes  Mittel  an  die  Hand 
l^nbt,  den  geometrischen  Ort  aller  Krünimungsmittelpunkte  mit 
bsHebiger  Genauigkeit  zu  zeichnen,  versteht  sich  von  selbst;        ' 

Aus  den  von  mir  im  Obigen  entwickelten  Formeln  und  Glei- 
Aongen,  welche  zu  der  vorstehenden  einfachen  Constrüction  des 
Ktflmmnngsmittelpunkts  gefiQhrt  haben,  lassen  sich  noch  verschie- 
iene  bemerkenswerthe  Folgerungen  ziehen;  um  jedoch  diesem 
Anfantze  nicht  eine  zu  grosse  Ausdehnung  zu  geben,  will  ich  aus 
denselben  nur  noch  einige  Ausdrücke  für  den  Krümmungshalb- 
Beeeer  ^  ableiten,  die  zum  Theil  auch  schon  von  Herrn  Lamarle 
gtffmiden  worden  sind. 

Bekanntlich  ist  bei  der  Ellipse  und  Hyperbel: 


^  -^  o»6« 


Ninrot  man  aber  im  Folgenden'  die  oberen  Zeiclien  für  die  EHi|»6e, 
lie  unteren  für  die  Hyperbel;  ;Sp  if t, .  ,.  ,  ^  |  .. 
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also,   wie  mao  leicht  findet: 
oder 

F^  die  Ellipse  Ist  nacb  dem  Obigeo: 


also 


ex 

-                           m 

a 

=r,    a 

+ 

er 

n; 

«* 

s 

rr»; 

und  fifar  die  UyperM  ist: 

ex     ^  ^  ex      ^ 

wenn  man  die  oberen  oder  anteren  Zeichen  niaunt,  jenacbdM 
poeltiT  oder  negativ  ist,  aleo  allgemein : 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen  für  die  EJlipse  und  Hyperbel: 
und  daher 

s— !^V  ^Ö2äl' 

oder 

_  (tti)^  __  rti  Vrti 
^         ab         '■     ö5      ' 

Bei  der  Ellip«ie  ist: 

2a  =  r+ri,    a«— 6«  =  e"; 
also 

4*«  =:  4a*— 4««=(r.+ri  +2e)  (r +  ri  — 2e), 

und  folglich : 

4rf  ,  V^iTi 


P= 


it-^-T^)  V^(r+r|+2«)(f  +  ri-ii) 


Bei  der  ii3rp€rb6l  ist: 

2a  =  ±(r,-i')i    a*  +  6«  =  ««. 

WMD  BM  das  obere  oder  antere  Zeieh««  BiiMit,  .ferischdedi  t» 
pttilir  oder  negativ  ist;   also  ist: 

4A>  =  4e*— 4a«  a=  |2e  J:(r,  -r)|  t2«T(»'i--»')l 

=  C8«Trd:ri)(2ei:rTr,). 
■4  folgUcb: 

4iT|  yrr^ 

'~     (r,  -r)V(2eTr±r,)(2e±rTn)' 

Immt  die  obereooder  entereii  Zeichen  geBommeo,  jenaebdem 
X  ptaitiT  oder  negativ  i4t,  wobei  man  sich  stet«  zu  «rinnera 
kt,  dass  olieB  dem  Breonpuokte  F  die  positive  AiMcisse  e  bei- 
filtgt  worden  ist 

Beseichnen  wir  den  von  der  Normale  mit  den  beiden  Vecto- 
na  eingeschlossenen  spitsen  Winkel  durch  6,  so  ist  Aach 
QMna  C&r  die  Ellipse: 


tan«»« 


t(a»-6«)jrTa«er      ^   | 


Ilse 


s>  • 


tangfl^' 


4*' 


""d  Ueraos 


''•isBck,   weil 


i^. 


COSfl»=j-^^^-jj«^-,. 


^=5i(«»-«*) 


l'l     » 


*• + «V=^  -I-  S  (a»-»»)(o«-««)  =  *«(««-  ^y. 


;)ri 


I        ■»..     a«»f'  1«      •  ti  '-l  '•: 


» 


a^  ««;iK(fi#i'.fc  •  ^0Jf^4^Kt^'ß^^fiommmmlh^ 


1% 


odei^' -irQll.:kei.dcr  ElUpäeiA    ^  '.      « 


ij,,    •  -  :/.      .        •      .V''  I 


^    «. 


bt: 


< 


t     • 


cos^=:  — ,    co8Ö= -7=,    6  =  co«dVrr|. 
Weil  orni  nach  dem  Obigen   '  •  *  *'  ?  :::^  .. 

weldie  Fprm^l  schon  Ifcffr  L^j^a^f  l<^  g#AHiden„b«t   . 

Bezeichnen  wir  die  Normale,  d.  h.  das  sfitscfaen'  dem  PüilUaf 
(oy)  und  der  Hauptaxe  liegende  Stück  der  al||.  eine  Linie  tod  ob- 
bestimmter  Länge   gedachten  Normale',  dor^'iV;    so  ist«    weil 

nach  dett'  Obigen,  -t|-,  0  die  Coo^inaten  des  pipdiscbnifispankts 

•  ".     '   *   ' 

der  Normale  mit  der  Hauptaxe  sind: 

aleo,    wie  man  leicht  findet: 
oder: 

r 

a         * 


-  I .  -•  1 


♦TU 


und  weil  nun  nach  dem  Obigen:  "''      "     ' 

a  =  - — *-2,     0=:COSdVlTif     -  :a  \r — 
^COSÖ  *         a  ^TTi 

ist;  so  ist  ! 

Aehnliche  Relationen  wfirden  sich  noch  mehrere  finden  lasaeiii. 


Pflr  die  4lype^bel  ist  eben  so  wie  vorher: 

«nd  folglicb,   weil 
ist: 

alao: 

l-t.ii.'l  «••«^ss-«: ^1^, 

oder,  weil  bei  der  Hyperbel,  -ffenn  maDji  jenechdem  «  poeltiv  oder 
negaÜF  iet,  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt. 


«od  folglich  Imm^ 

■ 


e*a:* 


ist: 


C08Ö*= — f     C08d^77r=,    6=:cos9  V"lTt. 
"1  Vrr, 


ITVeil  noD  nach  dem  Obigen 

V, 


I  • 


•  ~  *  (r — ri)  CO»  «  ~"  *  (fi  — r)  CO»  9  * 

inuBer  mK  denetbea  Beettamimig  wegen  der  Yoneiehen  wie  verher. 
GfttB  wie  yorhtf  bei  der  EUlpee  erhtlt  man 


I  • 

well  nun  nach  vorateNendeAv.pemiMn  ' 


Sf4  ermn^re:   LmmnrJftemMh^tiM^ 


bt,  MO  ist  auch  M  der  Hyperbel: 

Wir  wollen  oan  zur  Betrachfong  der  Parabel  übergeben,  deren 
Gleicbung 

tat,   worana 

.  folgt    Also  ist  die  Gletebnog  der  dem  Punkte  (jry)  der  Parabel 
entsprechenden  Normale  d^rselb^n: 

und  die  Gleichung  des  demselben  Punkte. entsprechenden  Vectocs 
.   ist: 

Nun  sei  wieder  (r^)  ein  beliebiger  Punkt  der  Normale,   se 
dass  also 

r 

ist.    Fällt  man  von  diesem  Punkte  auf  den  Vector  ein  Perpea 
dikel,  so  ist  dessen  Gleichung: 

und  sind  also  u,  v  die  Coordiuaten  des  Dnrehschnittspwikts:  die» 
%9B  Perpendikels  mit  dem  Vector,  so  hat  man  zu  deren  Bestim- 
mung die  Gleichungen:  \  i    -   . 

' ■     ■  .      •       •       I  r 

■  •i.  .      •     ■>  -  : .  1   •■         'u      I   il>      »      .  .  ■■'     \; 

Die  Gleichung  des  von  dem' Punkte  (tce)  auf  die  Normale  ge- 
nUlten  Perpendikels  ist: 


F-^e=j^(Jf^ii); 


.  •■  .■        r  ■ 


■Bd  slDd  i%»  «^  die  Coerdinaten  da«  DordbtclioittspankU  dieses 
Ptepeadikels  mit  der  Aze  der  Parabel»  so  ist: 


woraus 

folgt. 

Es  kommt  Dan  zaDicIist  darauf  an»  mittelut  der  vorher  sa  dle- 
••m  Zweck  gefiindeoen  Glelchangen  die  Coordinaten  ti»  e  sn  be- 
atifluneii.    Darch  Sabtraction  der  obigen  Gleichungen  erhält  man: 

-  (    *!f     +  *5r±\u-  \  -^-  +  ^SfnäL'l 

^  (4»~y)*  •►  16y*        |    4ay         (4j;-p)y> 

-  4(4»-p)y      "      J4r-p+        4y       { 

(4ar-p)H16y*,.,       .      (4ar-p)»-x) 
*      4(4*-|»)y     t«-*>-  4, 

Nm  ist' aber,  wie  aian  leicht  fndet,  wenn  man  if*=px  setst: 

(4*  -p)* + 16y»  =  1«  (*  +  i,»)«  =  16r«, 

wenn  r  den,  dem  Punkte  (ay)  entsprechenden  Tector  der  Para- 
bel beseiehnet;    also: 

_4r«       ,         -      (4ar--p)»~j) 


_   (Ax-p)  \{4x^p)(jt-M)  +  4y(»-y) \ 


folgt    Nach  dem  Obigen  ist 

also,  wie  man  leicht  ladet: 
widMgIMit 


SlA  ürt^m^rir  Immurte^B  cmmttmHMi 


r  • 


^  .     r 

■ 

oder : 

(^-{j>)Cr-a;)  yfr-*> 

r  ^  r 

Also  ist,   wie  man  leicht  fiodet,   wenn  man  ^:=|Mr  setzt: 

•»•I   •■     ■■•'■■  i-  1'  .  1'       ■•   ■        ■    .  \  j".'  ^  \      ••■     " 

also : 

pu — ^S^=£j9(r^SLr)^ 

und  folglich  di^  dem  ObigeD:  .     ^ 

(  ■    ,. 

tfjSsT  — 2ir,    «9  =  0. 

Ist  Don  der  bis  jetat  wiltkQhrllth  In  der  Nortttale  angenon- 
roene  Punkt  (ir^)  der  Mittelpiunkt  des  dem  Poakte  (xy)  entspre- 
chenden Kriimmongskreises  der  Parabel«  so  ist,  tyle  man  mittelst 
der  allgemeinen  Formeln  der  Thoorie  des  .Krümmangskreises 
leicht  findet: 

also  nach  d^m  Obigen  unter  dieser  Voraussetiung: 

i«t  =  ^+ tp,    ©,  =  0. 

Sind  nun  uj ,  v%  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts 
der  Normale  mit  der  Aze  der  Parabel,  so  hat  man  nach  dem 
Obigen  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen: 


V^y«-.Ä(^'-^ar).    «,'«0; 


woraus  sich 

also  119=14^  9«  =  V  .ergi^bt«  so  dass  f^lso  die  beiden  Punkte 
(tf^et)  und  (u^f>%)  mit  einander  zusammenfallen,  und  sich  nun 
wieder  der  folgende  Satz  ergiebt:  ,  . 

Wenn,  man  von^dem  llit^elpunkte  deß  einem  gewis- 
sen Punkte  der  Parabel  entsprechenne'n  KrOmtnungs- 
kreises    auf  den,    demselben   Punkte    entspfid<tb^iidl«A 


ä$$  Krümmmi§9krii»e$  4er  MtgtlulmiUt.  S17 

Vector  eine,. Senkrechte  fftllt«  und  hierauf  von  dem 
Fvsspnnkte  dl^er  Senkrechten  auf  die,  dem  in  Rede 
stehenden  Punkte  der  Parabel  entsprechende  Normale 
ein  Perpendikel  fällt;  so  schneiden  dieses  Perpehdl- 
kel»  die  Normale  und  dieAze  der  Parabel  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte;' 

Dieser  Sats  fahrt  aber  unmittelbar  zur  folgenden  Con'struction 
des  Krfimmungsniltfelpunkts  der  Parabel     In  Taf.  VI.  Fig.2.  sei 
P  ein  beliebiger  Punkt  einer  Parabel»  deren  Brennpunkt  F  und 
deren  Aze  FA  ist.    Durch  P  ziehe  man  mit  der  Aze  die  Päisi« 
lels  PB  und  halbire  den  Winlj;el  FPB  durch  die  Linie  PS,  so 
ist  bekanntlich  PIf  die  Normale.    In  dem  Durchschnittspunkte  N 
der  Normale  mit  der  Aze  errichte  man  auf  die  Normale  das  P«err 
pendikel  Z^Jf ,  welches  den  gehurig  verlängerten  Vector  PF  in  M 
schneidet  j  und  errichte  hierauf  in  M  au|  den  Vector  PF  das  Per- 
pendikel  MO,    welches  die   gebSrig  verlängerte  Normale  in    O 
schneidet;   so  ist  O  der  Mittelpunkt  des  dem  Punkte  P  der  Pa*^ 
imbei    entsprechenden    Krfimmungskreises,    also    OP  der  KrQm- 
flSODgsiialbmesser. 

Bezeichnen  wir  den   Krammungsbalbmesser  durch  ^,   so  ist: 

^«=(jr-*)«+(i^-y)«, 

also  nach  dem  Obigen: 

«roraiu.  map  mitteist  leichter  Rechnung  erhält :  . 

i  ,     (4r  +  |>)»      16(x+i|>)»      I6r« 


alM 


.=T^'=''V1 


BM^hnen  wir  d^  von  der  Normäfe  mit  d^rn  Vccfnr  einge- 
«tUasseiiSB  spitzen  Winkel  durch  B,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

man  mittelst  leichter  Kecbnung 


UlSßrunert:  Lammrte't  Camtr.4»Kt«mmHitatmt.ä.ge§^am. 


tang|«»=^5s^,    t«ig»=8y:| 


e?Mlt;  und  wtii  nn» 


cosO^rs 


I 


l  +  t8Dg«* 


U>t,  w  tot: 


CM 


ö»=--£-.= 


-J» 


4r+j»-4(*+ip)->* 


t 


r«WMi 


eoe9 


'Vf 


AUo  ist 


v,^= 


r  _      1 


und  daher  nadb  dtn  Obige«: 

^        CO8  0 

folgiich 

pco80=2r» 

was  an  dem  folgenden  Satie  fährt: 

lo  der  Parabel  ist  die  Projection  des  Krffnmvngs- 
halbniessers  auf  dem  Vector  den  doppelten  Vecter 
gleich. 

Also  ist  in  Taf.  VI.  Fift.  2.  immer  MF=PF,  md  bei  der 
Construction  des  Krümmnngsmittelpnnkts  kann  man  sich  dilinr 
auch  auf  folgende  sehr  einfache  Weise  verhalten: 

Man  verlängere  den  Vector  PF  über  den  Brennpunkt  F  ki 
ans»    mache  die  Verlingerang  FM  gleich  dem  Veetor  PF 
errichte  in  ilf  auf  den  Vector  ein  Perpendikel  MO;    so  ist 
Darchschnittspnnkt  O  dieses  Perpendikels  mit  der  gekorig  t 
ten  Normale  PN  der  gesnchte  lÜittsipankt  des  Kriimmwi 

B^ieirhnrii  wir  die  Normale  wie  Mker  dorek  N,  »•  ist 
dem  Oliiseii : 


A«  =  :i.r  +  >)  -  j::«  f  5«  =  ,p*  +  ^  =p(jr+  ». 


al»o 


N^Tspr^    Ä'=\pr. 
Kack  dem  Ohtcen  ist  ■■■: 


iiAmß.:  Jf^n$mnt£kmi0  der  Ew^iuUH  ätr  CgMiden.         Utt 

rigBch:  N:=z(fiQOB0^t   ^ie  bei  der  Ellipse  und  Hyperbel. 

leb  balie  in  dieser  Abhandlung  die  vorhergehenden  merhirflr- 
Bgen  SStze  und  Construqtionen  sSmmtlich  auf  dem  Wege  der  Ana- 
fÜB  entwickelt;  die  eigentbümlicbe  Methode  des  Herrn  Lämarle 
ftrf  freilich  viel  einfacher,  ja  in  der  That  auf  fiberraschend  eh- 
Mhe  Weise,  zu  denselben,  was  mich  veranlasst,  nochmals  auf 
ie  oben  nlher  bezeichnete  Abhandlung  dieses  scharfeianigeh  Ma- 
beiaatikers  aufmerksam  zu  machen.  Freilich  Hihrt  die  analytische 
Kä&ode  —  und  das  ist  eben  das,  was  derselben  in  aMen  Fftllen 
Iqen  so  grossen  Werth  verleihet ,  —  zugleich  noch  zu  einer  gros- 
m  Anzfihl  anderer  merkwürdiger  Relationen  upd  Gleichqngen, 
B  zu  weiteren  Folgerungen  Veranlassung  geben  kHuneri,  was, 
e  ans  dem  Obigen  erffichtlich  ist»  namentlich  auch  bei  diesem 
anstände  der  Fall  ist.  Jedenfalls  hole  ich  noch  anf  denselben 
"flekzukommen. 


XXXIII. 

TJntersurhung  der  Evoluten   der  Cykloiden. 

(Ohne  Anwendung  der  Differential-Rechnung.) 

Vos 
Herrn  Rudolph  Lang, 

ftOrer   der    Technilr    in   Brann. 


•  •    t 


§.  I.    Die  Lage  der  Normallinie. 

Es  sei  CD  (Taf.  VI.  rig.3.)  die  Leitlinie,  OA  der  Halbmesser 
■  Wftizungs-,  OB  der  des  erseagenden  Kreisesi  Es  lege  der 
ttilifiiiiktsdeft  wendlieb  Usioen  Weg  OO^  soritek,  s»  iMthralMi 
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der  Punkt  B  den-  unendlich  kleinen»  gl«  ^rade  Linie  s«  betraeh- 
tenden  cykloidisehen  Bogen  \0i?i.  ZiebeÄ  wtr  Oi£||d:^  wd 
BG\\  OPi,  80  jst  BG=rOOi  und  O^G—OB;  somit  U^  dir 
Punkt  G  in  der  Peripherie  des  erzeugendem  Rrelsee  in  edner 
xvreileii  Stellung. 

We^n  der  uniendUchen  tUeinheit  ie»  Winkele  A^OiE 
man  setzen  Bx  G±  Ö|£,  alao  auch  Ü^GX  0,4}  C^rperist  JB^ÖX 
9iA0jCBi^Gb=^BÖF.  Ferner  findet  dteProportioq statt:  B^Gi^^^ 
=  b|Cr:Oi£.    Nun  ist  ab^r  df^  Bpgen  J|£,'..8jtajtt'^ 
auch  die  Sehne  setzen  ksinn,  ==EFi^BO;  als^  kann  man  schräg 
hmi  B^G:BG=  ÜB: OF,   woraus  die  Aehnliohkeit  der  M 
ecke  BGB  und  BÖF,    also  die  Gleichung  Z.BGP1—FÖB 
folgt.  Da  aber  die  einen  Scjienkel  diesier  Winkel,  nämlich  Bi^ 
und  BO9  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  müssen  auch  die  ai- 
dern  Schenkel  BBi  und  BFm(  einander  senkrecht  stehen.   Vd^ 
Ijch  liegt  BF  in  der  Normallinie,  welche  somit  immer  durch  im 
Fusspunkt  des  "Wfilzungskreises  geht'    Betrachten  wir  ; also- Ä 
Leitlinie   als  Abscissenaxe,    so  erhfilt   man   fSr  die  analytis« 
Normale  n  hei  dem  Wälzungswinkel  ^,  wenn  wir  den  Halbmesier 
des  erzeugenden  Kreises  mit  r,  den  des  Wälzungskreises  mit  i^ 
bezeichnen»  den  Werth: 


n  =  V  r^+rl"^  —  2rri  cos 


9>' 


Wenn  wir  blos  die  Werthe  von  tp  zwischen  0  und  n  in's  Ange 
fassen ,  so  lassen  sich  ferner  aus  diesem  Umstände  folgende  Regda 
ableiten : 

1.  Bei  der  verkürzten  Cykloide  liegt  die  Normale  Immer 
oberhalb  der  Abscissenaxe,  und  die  Normallinie  schliesst  mit  der 
positiven  Richtung  der  Abscissenaxe  immer  einen  stumpfen  Wia- 
kel  ein. 

2.  Ist  bei  der  verschlungenen  Cykloide  ^ 

9  <  arccos  —   (also  C0S9  >  — ), 

so  liegt  die  Normale  unterhalb  der  Abscissenaxe,  und  das  ober 
halb  der  Abscissenaxe  liegende  Stück  der  Normallinie  scldieflt 
mit  der  positiven  Richtung  der  Abscissenaxe  einen  spitzigen  Wli* 

mm 

kel  ein.    Ist  9 >  arccos-^,  so  gilt  das  Entgegengesetzte.    Da  mai 

jede«  unendlich  kleine  Stück  der  Leitlinie  als  Gerade  Hetrachtet 
kann,  so  gilt  dieses,  so  wie  alles  andere,  auch  dann,  wenn  Ht 
LaMull»  «irMBd  ^eine  andere  Omnm  UL^  ifier  BMbdibeir'MM/ 
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«•Neu  Mir  aber   im   Folgeiiilen  die  Leitlinie    iirnner   als   s«nid« 
Lilie  forau8«etzen. 

§   2.    Fortsetzung. 

}U  sei  B  (Tuf.  VI.  Fig.  3.)  derjeni<;e  Piinict  der  Cykloide,  wei- 
d^  dem  Wälzuiigswinlcel  ^^  ond  Bi  derjenige,  welcher  dem 
WUioDgswinkel  tp-k-t*)  entspricht ;  so  sind  BF  and  Bi  F|  die  zn 
JiiiMi  Punkten  gehörigen  Normalen,  welche  sich  verlängert  im 
Pnkte  T  schneiden. 

kB  Dreiecke  TFt\  ist: 

n 

-1«       1  ^/— s m  ,   m        '"i — rcos« 

A«=-  Vit*— r« sin*©  =  -* ^ , 

«  ^  n 

'<B  ]r  =  8iB  (a  -|-  /?)  =  sin  a  cos  ß  -f  cos  «r  sin  |3 

[r| — rco8(<p-f-g)]rsiny  —  (r|  —  rcosy)rsin(y +i) 
"  if.ÄiFi 

jc.y       _^  ^sln^^nri     [r,— rcos(y-f  g)]f ^ 

^*  siny       r   *  [ri  — rc*os(g> +f  )J«i«9— (r|  -rcos9)slB(9-f  •)* 

^_«tf^ [ri— rcos(y  +  0]g 

r  '  r  »in  £  +  r|  [sin  (p  -  sin  (tp  +  tj] ' 

Collen  wir   blos   noch  die  Glieder  mit  £*  als  Summanden  heibe- 
wtcn,  so  haben  %\ir  im  Zähler  zu  setzen: 

f « 

^®*  (9  "!'*)  =  cos  <p  cos  €  —  sin^sinf  =  co8g>.(l  —  |-a) — sin^.« 

cosy  ^ 

•J  im  Nenner: 

^  «•  «• 

«•(9^f)=r8ing>co«if -f  cosysinc=sin9).(l-— |--5)-|-cos9.(c~{^) 

« 
i  sinop   .      cosop  . 

=  sin9f  C0S9.C 5~* 1^*' 


*)  Dwchgehssd»  ▼sratoke  ich  «sltr  •  sise  soMHllick  kiriii«  CMss«. 

TktU 

I 
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f>adlfith  erhSH  man: 

—  ^        6(r|  —  rcosy)  -t  6rsiny.g -f  3rco8y.g* 
"~   r    *  6(r — Ti  cos <p)  +  3r|  sin  9 .  e  —  (r  —  ri  cos q>) £*' 

Entwickeln  wir  diesen  Quozienfer^  bis  zu  dem  Gliede  mit  e*, 
erhalten- wir : 

iiTi  tr|— rcosy     8f*  — rt^— fT|Cosy  . 


~ri(ri«+2r«)cosV+rri*co8»^Ji>|.  .  • 


Dabei  bedeutet  streng  nach  unserer  Figur  a  dasjenige  (onl 
halb  der  Abscissenaxe  liegende)  MOck  der  dem  Wsisungswioke 
entsprechenden  Normallinie,  wekhes  zwischen  dem  Durchscbnil 
punkte  F  derselben  mit  der  Abfüissenaze»  und  denr  T  mit  eh 
zweiten  P^ormallinie,  welche  einem  Punkte  £,  entspricht,  deti 
Wälzungswhikel  von  ^titn  de0  za  untersuchenden  (Ixen)  Puokl 
unendlich  wenig  verschieden,  aber  grösser  ist  als  dieser,  liegt  Dal 
wurde  die  oberhalb  der  Absclsseiiaxe  liegende  Normale  poit 
vorausgesetzt. 

Hezeichnen  wir  BT  mit  r,  so  ist  in  unserer  Figur  9=»-*; 
Da  V  unendlkh  wenig  vom  KrQiiimungshalbmesser  (q)  des  PbdI 
tes  B  ¥er«ehiedeu  ist  (und  fSr  £  =  0  in  p  selbst  übergeht),  so  ii 
klar,  dass  der  Krümmungsmittelpunkt  gleichzeitig  mit  dem  Punkt 
T  ober-  oder  unterhalb  der  Abscissenaxe  liegt. 

.,     Auf  das  Zeichen  von  (....)    übt  blos  das  erste  Glied  eine 
Einfluss  aus,  da  die  übrigen  unendlich  klein  sind.     Da  dieses  iH 

gativ  wird  für  ^<arccos— ,   welche  Bedingung  übrigens  nur  bc 

der  verkürzten  Cykloide  erfüllt  werden    kann   (ivo  nämlich   -< 

ist),  da  ferner,  wie  wir  unter  §.  1.  gesehen  haben,  bei  der  rer 
kürzten  Cykloide  die  Normale  immer  positiv  ist,  so  wird  in  4l 
sem  Falle  0  negativ.    Es  liegt  also  bei  der  verkürzten  CykloM 

für  (;p<arccos—  der  Krümmungsmittelpunkt  oberhalb  der  Abscii 
senaxe. 

Bei  der  verschlungenen  Cykloide  wird  I....J  für  9<arceot- 
negafiv.    Da  aber  in  diesem  FaMe  auch  n  negstir  ist»  90  bMI 
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poisitiv.    Soviit  lieg:t  die  Evolute  ihrer  i^ncen  Auadehiiung  nach 
iterhalb  der  Abseieseiiaxe. 


Fflr  f  =  0  w  ird 


;  J,  ■    •     1*1 


r|* — rriCo«<p 
<Ttt  =^  o  —  n  23  ft  -TT  -^  "~~ (3) 


irau8   folg^: 


n» 


0 ;-- ^4) 


Bei  der  verkGrzten  Cykloide  wird,  wie  wir  f^eseheD  haben,  <^ 

r 
h9<arccoB~    neeativ.-    Da  aber  dabei  o^  absolut  ß^Bommea 

*** 
E^b'tst  Q-^-n.  so  folgt: 


«__ 


araos  ergibt  sich : 


«» 


IkUuerselbe  absolute  %Ver1h  f&r  den  Krfiramungshalbmeaaefr  wie 
Nnn. 


fr       I   •  I  , 


r 
Ebsfiao  ist  i^r  9  <  «rccos  r- :    #  =  r—  (r  f  n). 

Der  Gleichuug  (3)  oder  (3*)  kaon  igan  aucb  die  Form  geben : 

—  Tt  COS  0? 

r         '      . 
"  r  — r|00s<p 

■Meht'  welcher  sich  leicht  der  KrCiiniiiungsbatbmePiMer  Mr  jeden 
MiAlgen  Pankt  der  Cykloide  konstruireii  lasset. 

■  ■•»        .      .  ■    : 

I 

§.  3.     Die  Gleichungen  der  Evolute. 

-.  Wir  bietr^whten  die  Leitlioie  AX  (Taf.  VI.  Fig.  4.)  aU  Abiscii»«, 
*Ml|Ke  aiül  i^eii  die  Ordbiatenaxe  A¥  durch  -denjeuigen  Punkte 
'er  CykloUki«  welcher  -dem  Wälzungswiukel  0  entspricht    Es  sf^j 
ft  ein  Punkt  der  Cykloide  und  BM  der  zu  demselben   gehörige 
Crihnnnnigshalbroesser.     Bezeichnen  wir  mit  tt  und  ß  die  Coordi- 
Isten  des  Punktes  M  der  Evolute,  so  ist:  ^a 

1 
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jWMtituiren  wir  diese  Werthe»  «o  erhalten  wir: 

«=ny+    r-~ncosy   ^'"y-      •         .    •    ff) 

ß=^!i.(rLz2:£üy!L\    .....  rt, 

^  r      r— riCo«9P  ^' 

Diese  beiden  Gleichungen  bilden  die  Gleichungen  der  Evohili» 
Wollte  man  daraus  den  Winkel  q)  eliminiren,  um  mo  eine  einx^ 
ülelehung  zwischen  den  laufenden  Coordinaten  der  Carre  su  i^ 
halten ,  so  w8rde  diese  sehr  komplizirt  ausfallen  und  wire  fl 
weiteren  Untersuchung  absolut  unbrauchbar. 


9.  4.    Ein  Stock   Theorie. 

Es  sei  ÜFCTaf.VI.  Fig.  5.,  6.»  7.,  8.)  ein  StQck  einer  steti|« 
Curre,  AM  der  KrOmmungshalbmesser  im  Punkte  A,  und  es  lä 
SU  untersuchen,  ob  die  Evolute  des  Curvenelementes ,  in  wekhü 
A  liegt,  auf  der  rechten  oder  linken  Seite  der  Normaiiinle  HK 
Heut.  Es  sei  A^  ein  zweiter  Punkt  der  (7F,  dessen  Abseint 
unendlich  wenig  von  der  des  Punktes  A  verschieden,  aber  grlf- 
ser  ist  als  diese«  und  T  der  Durchschoittspunkt  der  durch  ikm 
Punkt  gezogenen  Normallinie  mit  der  iV!/V|.  Setzen  wir  AT ^9 
nnd  AM=Q,  so  kann  man  aus  der  Anschauung  der  Figureo  M- 
gendt8  Gesetz  ableiten: 

Ist  v  —  Q  negativ»  so  ist  die  Evolute  auf  der  rechten  (Taf.Vf. 
Fig.6.,0.),  ist  V— 9  positiv,  auf  der  linken  Seite  der  Nomil' 
linic  (Taf.  VI.  Fig.  7.,  8.).  Ist  die  Abscisse  des  Nachbarpunklei  4 
kleiner  als  die  des  Punktes  Ay  so  gelten  hinsichtlich  des  Zeichaü 
der  Differenz  0 — q  die   entgegengesetzten  Regeln. 

Ist  das  Zeichen  von  v — q  unabhängig  vom  Zeichen  der  Aei- 
derung  der  Abscisse  de»  Punktes,  so  bat  die  Evolute  eIneSpitie 
(Taf  VI.  Fig.  9.,  10.),  welche  von  der  Evolvente  abgewendet  o*r 
ihr  zugekehrt  Ist,  je  nachdem  v-^q  negativ  oder  positiv  Ist 

Liegt  die  Evolute  rechts  von  der  Normallinie,  so  gelten  (er* 
»er  folgende  Regeln: 

I«t  der  Winkel  «,  de«  die  Normallinie  mit  der  positivem  Rick- 

tttog  der  Abscissenaxe  bildet,   kleiner  als  ^  (Taf  VI.F|g.IL»Ii), 
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M  ift  die  Evolate  conca?  oder  con?ez  gegen  die  Abc»ci«8euajLe, 
je  sadideni  sie  ober-  oder  unterhalb  d«?rselben  liegt.    Ist  blng«- 

gen  der  benagte  Winke»  grösser  als  ^  (Taf.  VI.  Fig.  13.,  14.),  so 

iit  die  Evolute  convex  oder   concav  gegen  die  Absclsaeiiaxe,  Je 
Baebdem  sie  ober-  oder  unterhalb  derselben  liegt. 

Liegt  die  Evolute  links  von  der  Normallinie,   so  gehen  die 
eitgegengesetzteu  Regeln. 


{.  6.    Die  EfoLute  der  verkOraten  Cykloide. 

Nach  (6)  ist  die  dem  Wftizungswinkel  q>  entsprechende  Ordi* 
■ate  d*r  Evolute : 

g^     ri   (rt-^reosy)« 
r      r — ficosy 

Wie  nan  sieht,  ist  diese  positiv  filr  cos9>>  — ,  also  für  tp  s*>^coii  — , 

«id  negativ  Rir  9>arcGos— .    FOr  9  =  arccos—  wird  /}=qc.    Da 

ftr  diesen  Werth  des  Wälzungswinkels  nach  (4*)  auch  pssoD  i^lrd« 
ibo  der  Kramroungsmittelpunkt,  in  welchem  die  Normallinie  der 
Evolvente  die  Evolute  berührt,  in  unendlicher  Entfemnng  Weffi, 
•o  Mosa  hier  nothwendig  die  Normallinie  eine  Asymptote  der 
Evohte  bilden.  Es  ist  dieses  nämlich  jener  Winkel,  welcher  dem 
W«adang8punkte  der  (Zykloide  entspricht.    Für  diesen  PoalU  wird 

•  ^V^ri*— r*,  woraus  ersichtlich  ist,  dass  die  Norroaliinie  auf 
d«iB  erieugenden  Halbmesser  nenkrecht  steht,  also  Tangente  Ist 
iQ  den  erzeugenden  Kreis. 

Wir  wollen  nun   die  C«estalt  der  Evolute  niher  unteraachen 
Uid  dabei  blos  die  Werthe  des  Wälzungswinkels  zwischen  0  und 

*  ia*s  Auge  fassen. 

Da  unter  dieser  Bfdingnng  bei  der  verkfirzten  Zykloide  die 
AliRciiiiien  ihrer  einzelnen  Punkte  mit  dem  Zu-  oder  Abnehmen  des 
^itanngsirinkels  gleirh%cltiir  zn*  oder  abnehmen,  so  gilt  das,  was 
">*>ter  §.  4.  vom  (grösser-  oder  Kleinerwerden  der  Absciase  gesagt 
**^^de,  in  unserm  Falle  auch  unbeschränkt  von  dem  des  Wäl- 
^ngawinkels. 

Demnach  haben  uir  ffir  9<arccos—  * 
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IT 

ÜU(I   für    <3P  >  arccos   -  : 


f  I 


»»  —  93=  (©—  iij  —  (o  — w;  =  « — tfo  =  w    0  /  • xar-  «Dcp.t 

•r..^  2r(r* — iTiCos»)*        .    .  . 

AUo,    wenn  wir  diese  beiden  Fälle  zusammenfassen: 

i  :     •■♦ji-i  ... 

ri(2r*--r.*— iTiCosg))  ,  ^  r 

—  w— ö~rä — ^z: — I — >^^-B\\\a.By  fiir  g)<arcco8-  ; 
2r(r* — rricos^))*         ^     '         ^^  ri 

9  —  9=  \  (*) 

!2r(r* — rricosg?)*  ^  Tx 


\  • 


Da  es  drei  Werthe  gibt,  welche,  statt  9  substitair^.  diese 

2r«— ri* 
Ausdrücke  auf  0  brineeo,  nimlick  0,  arccos und  n,  so 

kann   die   Evolute  drei   verschiedene   Arten    von  Spitzen   haben« 
Nvn  ist  aber 

^^- 1.^---«-.*-, —  ^(1    somit  arccos- ^^>iircc«(i-^»"' 

ri  »^1  ^1  iTi  Fl 


'  ,  I 


Es  wird  also  die  Spitae  .für  a>s=arcces *-,  welche  v^:ir  dto 

Mittelspitse*  nennen  wollen v  dort,  v*^  sie  vorkommt,  immer  mtei^ 

liafh  der  Abscissenaxe  liegen.     Ebenso  die   8pitse    Rlr   f^ds«i 

irilllteml  die  8pitze   für  9=0  oberhalb  der  Ab«eiBsen«x«  Higt, 

2^— r  * 
Demzoforge  ist  fiir  a>=: (arccos --,  js): 


nri 


und   Rir  9  =  0: 


i«««^» 


«•"*"9*»(»+«)--(p  +  «)^-<^  +  öo  =  -^ 


12r(r — ricosgy) 


^x.f*. 


IHübei  bedeutet  z  den  bei  (i)  in  der  eckigen  Klammer  eingescliios* 
saoen  Ausdruck,     üaratis  folgt: 

FiTr  g>  =  0  wird 

'"^^  i2r(?:=7:)*^^«'--*^»  +  ^r»)€«  =  ^(r.  +2r)  A 
Für  9= arccos wird 

ITi 
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Dabei  ist  die  Quadratwurzel  V^3(r,«— 1^) ,    weil  sie  Qir  n  steht, 
potiti?  SU  nehmen,  also: 


"-«  =  +  ß  V«(ir«-r,«).*«. 
Fflr   9^  =  7*   u'ird: 

Mao  sieht  hieraus,  dass  die  Spitse  fär  9  =  0  fOr  jede«  Wefih 
de»  Quoiienten  ~  der  Evolvente  zugekehrt  ist  Ebenso  if«t  die 
Mitfelspitze  dort,    wo  sie  ezistirt»  der  Evolvente  zugekehrt.    Soll 

am 

9>le  aber  wirklich  existiren,    so  muss  --  so  beschaffen  sein,   dass 

r 

1^ > — 1  ist;  da  nTirolicb  +1  und  — 1  die  Grenzen  »Ind, 

^  »eichen  der  Continus  eines  Winkels  ininer  eingeschlesee«  «ist. 

■ 

2r*  —  Ti  *  r  I  2r*— Ti  • 

PSf  =3l  erhalten  wir  aber  -=1,  und  Rlr *-=— 1 

rrj  r      *  rr^ 

^  ^a2.  Und  nur  innerhalb  dieser  IjUenzen  (I  und  2)  de«  Quosienlen 

"Z    kann  eine  Mitteli^piUe  vorkommen;   denn  i«(  a  «ine  ifCHritlve 
S  und  setzen  wir  -' =:  1  —  a ,  ee  erhaUeii  wir : 


\ 


wd   ffir   '*=2  +  «    wird 


r fir  cos  9  = ^    wird 

ii  =  V''3(r,«-.r«)   und    p  =  3  V^3'(r;«^'j^. 

J*  *«t  also  nir  die  Mittelspitze  der  KrOmmungshalbniesscr  gleich 
^^  'dieiiadieii  NorniaU. 
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Was  die  Spitze  Rir  ^  =  ff  anbelangt,    «o  iiieht  maD,  da» 
dieselbe  fflr  ^>2  der  Efolute  zugekehrt,  flir   -^  <  2    hingegen 

von  derselben  abgewendet  ist,  und  es  bleibt  noch  der  Fall  — =! 
XU  untersuchen. 

Setzen  wir  zu  diesem  Zvreeke  r|=£:2r  in  (6),  so  erhalten  wir: 


'  1  —  2cos9 


Ffir  9  =  TT  wird  ^|  =  —  6r.  Ffir  9  :=  n;  -f  f ,  wobei  wir  zu  setiei 
haben  cos^ts  — c(i«c  =  —  1  -t-r-;^  -^  1  a'6   if   ^^^^ 

Man  sieht  also,  dass  fQr  diesen  Punkt  die  Ordinate  der  Efsloti 
ein  Maximum  wird.  Da  aber  diese  Ordinate  negativ,  die  Icr 
Evolvente  hingegen  positiv  ist,  so  folgt,  dass  die  Spitze,  wekke 
die  Evolute  in  diesem •  Punkte  besitzt,  der  Evolvente  zugebbrt 
Ist  Dass  aber  Oberhaupt  die  Evolute  hier  eine  Spitze  haben  aiuii 
Ist  schon  daraus  klar,  dass  sonst,  wenn  ein  Maximum  der  OdB- 
nate  Statt  finden  soll,  die  Tangente  an  die  Evolute  im  betreftR* 
den  Punkte  parallel  zur  Abscissenaxe  sein  niQsste,  während  m 
doch;  wie  wir  wissen,  auf  derselben  senkrecht  steht. 

Es  bleibt  nun  noch  mittelst  der  Formeln  (7)  zu  untersHcbM 
librig,  wann  die  Curve  convex  oder  concav  gegen  die  Abscisses- 
axo  sein  wird.  Dabei  haben  wir  den  schon  unter  §.  1.  erwfitioteo 
Umstand  zu  berücksichtigen,  dass  In  unserm  Falle  die  Nonntl' 
liiiie  mit  der  positiv<*n  Richtung  der  Abscissenaxe  immer  eioM 
stumpfen  Winkel  bildet 

r  r 

Ist  <p  <  arc  cos  — ,  aUo  co8  <p  >  — ,  so  ist 

^  /"l  ^         Vi 

2r* — Fl*  — iTiCosy  <r* — r|*, 

also  negativ,  somit  r  —  q  positiv.  Es  liegt  also  die  Evolute  ßr 
q[><arccns  -  links  von  tler  Norniallinie.  Da  ferner  (nur)  in  di«' 
sem  Falle  die  Ordinaten  der  Evolute  positiv  sind,  so  folgt  darstf» 


Lmm§:    l/iuersnekun^  der  Ewohilem  ätr  Cpkitfiäem.  8£Q 

das  oberhalb  der  AbsciisaeiiHxe  liegende  Stfick  der   Kvolute 
ininer  coiicav  gegen   die   AbsciHvenaxe  ist. 

Int  arceo8  —  <9><arccoi« —,  so  ist  o«-^  nevaliv.     E» 

liegt  alKo  die  F.vnlute  rechts  von  der  Norniallinie,  und  da  sie  zu- 
gleich onterbalb  der  Ab^cissenuxe  liegt,  so  ist  sie  gegen  dieselbe 
ebenfalls  concav. 

2-1 ^  s 

Ist  ^  >  are  cos — ,  so  ist  r  —  ^  positiv ;    somit  liegt  die 

Curre  iiefcs  von  der  NormaUinie ,  und  ist  daher  aos  demselben 
Grunde  wie  Traber  gegen  diese  convex.  —  Ist  ~-^>2,  so  wird,  wie 

wir  gesehen  haben,  der  einzige  Werth,  den  man  aus  der  Glei- 
chung 2r^^r|*—rr|  cos  9>=0  für  cos 9  erhält,  kleiner  als  —  1. 
Daraus  folgt,  dass  das  Zeichen  des  Substitutions- Resultates, 
welches  man  erhält,  wenn  man  in  obigem  Ausdrucke  statt  cos 9 
Werthe  grosser  als  — I  setzt,  immer  dasselbe  ist.  Setzt  man  aber 
1.  B.  cos9=0,  so  geht  2r*-r|*—rr|  cos <p  in  &••  — ri*  Ober,  welcher 
iknsdrock  aber,  da  r,^>4r*>2r*  Ist,  immer  negativ  ist.    Daraus 

Mgt»  dass  aach  9—^  fiir  jeden  Werth  von  9>  arc  cos  —   negativ   Ut 

Sonit  ist  der  ganze  unterhalb  der  Abscissenaxe  liegende  Thell 

'•r  Evolute  gegen  dieselbe  coocav.    Dasselbe  gilt  ßr  -^  =  2. 


{•  8.    Die   Evolute   der   verschlungenen  Cyklolde. 
Bei   dieser  Untersuchung   wollen    wir   wieder  voransset^ea  1 

Für  <p  <  arc  cos  --  ist  0  absolat  genommen  ssn —  e.    Da  aber 
^^ei  n  negativ  ist,   so  ist 

<F=  — (p  +  n)    und    So=  — (P  +  w)» 

r  —  p  =  (0  f  n)  —  (9  4- 11)  =  So  —  tf- 

^^kei  ist  aber,  da  hier  mit  dem  Wachsen  des  Wftiznngswinkels 
^"^  Abscisse  abnimmt,  Dir  unsere  Untersuchung  —  c  statt  t  zu 
^en.     Ks  ist  also: 

^  r        2(r— ricosy)'      '  'r  \      / 
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För  <p>arcco8--     ist  a=zv^n  und  0^  =  ^  — ji,   also: 

r-ß=:(r-«)-(p-«)=<,-<To=-jl.-5^— ^^J^.M.v.«. 

Pör  <)9<afcco«—  Mrt  11  negativ. 

Ferner  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  der  Wertb*  den  man  tut 
cdisfp    Bufii    der   Gleichuog    2r^«>ri*  —  rr^  cos  9  tsO  erfcfilt,    iilr 

-<!  <W«8  eben  die  versdilntigene  Oykloide  charafcterioirt),  grto* 

8^r  als  i;  sonach  bleibt  das  Zeichen  des  SobstiCotioDS-ResoMa« 
tea  vowBr*— Fl*  — rrg  CO«  9,  wenn  man  för  cos  9  Werthe  >1  substi- 
tiirt,  ungeäfldert  Setzen  wir  wieder  cos<p=0,  so  übergebt 
tJr*— «'i*— iTiCOsy  in  2r* — fi*,  welcher  Ausdruck  ofFenbar  posi- 
tiv ist  Demnach  ist  obiger  Ausdruck  ftir  alle  Werthe  von  cos  9  <  I, 
also  filr  alle  mu glichen  Werthe  von  <p,  positiv,  und  daher  4a 
luiaerro  Falle  v  —  ^  negativ.  Die  Curve  liegt  also  rechts  von  der 
Normallinie.  Da  diese  ferner  oberhalb  der  Abscissenaxe  mit  der 
positiven  Richtung  derselben  einen  spitzigen  Winkel  eioschliesst 
imd  die  Ordinaten  der  Cnrve  negativ  sind,  so  tst  diese  ^egen  die 
Abactssenaxe  convex. 

Für  9>  arecos^  fst  t^g  posifiv.    DieCnrve  liegt  also  links 

von  der  Normallinie.  Da  diese  femer  mit  der  positiven  Richtung 
der  Absoiasßnaxe  einen  stumpfen  Winkel  bildet  upd^die  Ordinaten 
der  Curve  ebenfalls  negativ  sind,  so  ist  auch  dieser  Theil  der 
Otarve  eentei  g«|t«n  die  Abscissenaxe« ' 

Die  Figuren  I. ,  2.  und  3.  auf  Taf.  VII.  zeigen  die  beilfiufige  Form 
der  Evolute  fOr  verschiedene  Fülle. 
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Dantellang  des  unendlichen  Kettenbrucbes 

2^+  l  + ? — j 

2* +  3  + j 

in  geschtossener  Form. 

.     Von 

Herrn  Simon  Spiii^ery 

ProfBOor  «n  il«r  Haiidel«- Akademie  xu   Wien. 


Ich  habe  im  SSsten  Bande  dieses  Archivs  (8.  141.)  fiQr  den 
ooend  liehen  Kettenbruoh 

1+ — » 


2  + ^-j 


3  + 


4+.... 


d«n  Werth 


/' 


e*«<*««i2t£ 


7       t(mu.e*^*du 

n 

aai^ageben ;  im  SOsten  Bande  des  Areblirs  <8« 81.)  fade  Ich  Mr4en 
Ketteobmcb 

1 


'    !■   !i:iir 


or  +  I  + 1 

den  WertH-»-' ■     •      -i.."  ■■.'  t;i:i 


d* ,        P^ 

2j:j[Vr    /         C08<».«*Vre»««c|l»] 
'  jJFp  pn  * 

3^?+i  [ Vr  /       cos  o .  e*V' «~»  dui\ 

(vi'otfeihst  nach  verrichteter  Differentiation  r  =  I  gesetst  wm 
muss),  welcher  sich  auch,  wie  leicht  einzusehen,  so  darstellen  Ift 


^,[/%«—Vrrfu] 


dr*' 


*  rw       ■■    »1«    ■■■■«    I    *|i    »       1    «i> 


rfr* 

und  woselbst  ebenfalls  nach  verrichteter  Differentiation  r  dore 
ersetzt  werden  muss. 

Hier  will  ich  mir  erlaubep,    des  Werth  des  folgenden  i 
tebhrucbes : 

2j:  +  1  + ? r 

4r  +  3+ — ^1 

zu  bestimmen.    Sei  derselbe  ^{x)»  so  ist  offenbar 


und  setzt  man: 


\ 

SO  erhfilt  man  die  Gleichung: 

wiichd  ;geordB#t  ikh  so  at^llt:. 

/'(.T+2)+(2:r+l)A^  +  l)-A*)  =  0t  '        Ä 

and  deren  AufKteung  uns  jetzt  obliegt 

Ich  setze  9  geleitet  durch  die  Ergebnisse  meiner  frflbOTeo  I 
tersuchungen ,  f{x)  litKok  In  Form  eines  Differential •QaolitBl 
mit  variablem  Differentiations- Indexe;  ich  setze  nimlldit  .    *  d 


Spn%tr:  DmnUU  eHu»tinmäi.KeUeiibniekt»1mt«teU»i».piorm.im 


«ronelbst  fp{T)  eine»  einstn-eilen  ooch  vnlie«timint6  Function  von  r 
bf^dentet,  aod  X  eine  constante  Zahl  ist»  liie  nach  verrichteter 
^•r  Differentiation  von  fp{r)  in  dem  «o  erhaltenen  Resaltate 
ktt  r  gaeetit  werden  muss  *). 

Nan  hat  man: 

«od   werden  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (1)   eingef&hrt,    80 
•rhllt  man: 


Nan  ist: 


rTä|,=i^c(-«.v)]|,= 


denn»  differenzirt  man  das  Produkt  (r  — il)(p^(r)  ormal  beiflglich  r, 
nach  der  gewöhnlichen  Regel,  wie  man  ein  Produkt  differenzirt; 
•o  erhält  man : 

eicb  rar  r  =  A  auf  I  x  ■    .  ^    u  rediicirt,  wenn  nur        , 
für  r^=Z  nicht  unendlich  wird. 

Die  Gleichung  (2)  lässt  sich  nunmehr  so  schreiben: 

and  man  genflgt  derselben  für  jene  Werthe  von  ^(r),  welche  die 
Gleichung 


*)  Ich  habe  dieselbe  Methode  angewendet  lur  Integration  der  line- 
aren Differenzen -Glefchnngen,  deren  Coeffirienten  ganze  algebraiach« 
Fone^oaea  der  anabhängif^  Variablen  «ind  and  aie  in  einer  der  kaieerl« 
Akadrioie  der  Wiisentchafien  zu  Wien  Hin  4  Felirujir  d.  J  öberreicbtea 
Abhandlang  auneinandergeaetit. 


(1  +  2r  -  2X)i^(r)  +  >p'(r)  -  fp(r)  =  0 
identisch  machen. 

Dieselbe  vereinfmiiM  sichi Ar 

denn  nia^  fiat  dann:  '  ' 

2r9»  +  g>'(r)-g»(r)=0, 

'    '    ■     ' 
eine  Gleichung,    der  genfigt  wird  für 

Es  ist  somit  das  Integral  der  CUeichang  (1): 

und  zwar  ganz  unzweifelhaft,    weil  cp'^Cr),    jrmal  differeosirt»  Ik 
r=«  nicht  unendlich   wird.     Wir  haben  somit: 


.  k 


ein  Ausdruck,  welcher  als  mit  einer  willkithrlichen  Constantea 
7^  versehen  betrachtet  werden  katinl  Die  Bestimmung  dieser 
Constanten  ist  leicht;    denn  es  ist  für  jr=:0 


1  + 


1  ,     C^rfl^^+Qr-V"«^     )        f;,e+^+Cie-* 


Derselbe  Kettenbruch  ist  aber  (m.  s.  Qrwnert'a  Supplemente 
tu  KlQgel's  niatbeiiiatischem  WOrterbucbe-  !•  B^nd. 
Seite  ÖÖ5.)  gleich 

folglich  ist  (\==:C%,  «ad  daher: 

2x+  1  + ? 1 £[e+^+c-t"*]  ' 

ehi  Ausdruck  y  in  welchem  nach  terrichteter  Differentiation  >?=:'* 
gesetzt  werden  muss.  ^ 


imtegmUom  der  pmrtteUen  üfffermttniglefckun§  «"•rr-ssa^^-r— .  885 


•  • 


IntegniÜoii  der  partieUen  Differeotialgleichiiiig 


!•: 


Von 


Herrn  Simon  Spitzer^ 

Prot^Mf  Mh   der   HifiHleh- Alii^eiiif^  «ii    Wtem 


Ich  setze 
und  erhalte  hierdurch 

oder 

D*s  Integral  dieser  Gleichung  ife>t  aber  (siehe  Sitzungsberichte 
der  Wiener  Akademie  der  Wissenschaften.  26.  Band. 
Seite  480.): 

/(x)=a'^^{C\e     '  .+  tis      '    +....  +  0.«      '    », 

woselbst  Ct9  C^....Cm  willkülirliche  Constanten  sind  und  fi  eine 
primItiYe  Wurzel  der  Gleichung  f4"*=l  ist;    man  hat  daher: 

oder,    wie  leicht  einzusehen: 

Harter  9^9  9IS....9111  willkiihrliche  Functionen  verstanden. 


SSi  G run0  r t :  leieJkie  gam%  eUmeniare  Summirw^  Hnl§§t  MßUkn 


\:%. 


1. 


Leichte  gani  elementare  Sammirang  einiger  Reiimi 
und  daraas  abgeleiteter  einfacher  Beweis  des  binomi- 
schen Lehrsatzes  für  negative  ganze  Exponenten ,  znr 
Aufnahme  in  den  mathematischen  Schulunterricht,  oder 
wenigstens  zur  Benutzung  bei  demselben. 

(Hit  Rflcksicht  auf  Rtfsmn^s  analytiques  par  BL  A.  Caaeky. 

Torin  1833.*) 

Von 

dem  Herausgeber. 


Jedenfallff  i8t  «ehr  tu  wiln^chen,    dass  die  ganz  anwissan- 
schaftlichen  Reihen -Entwickelungen,  die  man  in  den  för  den  Sekd» 
Unterricht  bestimmten  Lehrbüchern    immer   leider  nur  zo  hinSg 
noch  antrifft,    namentlich  aber  die  der  strengen  Wiserenachaft  bei 
ihrem  jetzigen  Standpunicte  ganz  unwQrdige  sogenannte  Hetiiode 
der   anbestinimten  Coeflicienten ,    aus  dem  Schulunterrichte  giot 
verschwinden  und  aus  demselben  verbannt  werden«  und  dass  and 
dieser   Unterricht  sich  immer   mehr  und  mehr  der   wissenschaft- 
lichen   Strenge     nähere   und     befleissige,    welche   hauptsScUidi 
Cauchy   in   die  algebraische  und  in  die  transcendente    Analysii 
eingefiahrt,  und  dadurch,  wie  durch  so  vieles  Andere,  seinen  NaiBM 
unsterblich  gemacht  hat.     Denn  dass  von  dieser  volligen  Umge- 
staltung der  Analysis  der  Schulunterricht  sich  etwas  angeeignet 
ood  daraus  die  Früchte  gezogen  habe,   welche  er  daraus  gawiss 
zum  grossen  Vortheil  der  SchOler  hätte  ziehen  können»  lässt  sich 
wahrlich  nicht  sagen,  wenn  man  nur  einen  Blick  in  die  Masse  mäflia- 
matischer  LehrbOcher  thut,  mit  denen  naroeotlich  jetzt  der  Bfichcf- 


*)  Kur  Nr.  IV.  unten  Ul  V4NI  Gsuishy  entlehnt.     Die  Reih 
rungeii  gehören  gsn«  mir  an.  6. 


dmrmmM  mknUil.  einfMCherBiwHM  de»  äinmm»  LgMmUneM  «üc  SS7 

rkt  tib^ntchwenimt  wird ;  ja  es  erregt  wahrhaftes  Bedauern »  wenn 
n  sieht,  wie  ganz  spurlos  jene  grossartige  Umgestaltung  der  wis- 
ischafUicben  Darstellung  und  Eotwickelunp:  der  Analysis  bei  Wei- 
I  an  den  meisten  Verfassern  dieser  Lehrhfleher  vorflbergegangen 
Die  folgenden  elementaren  Betrachtungen  haben  den  Zweck. 
iiieines  Scherfleio  znr  Uerbeifilhrung  eines  besseren  Zustandes  in 
ser  Beziehung  beizutragen,  und  werden  hoffentlich  noch  einige 
ß«ätze  von  gleicher  Tendenz  in  ihrem  Gefolge  haben.  Mrisen 
»elben  das  warme  Interesse  von  Neuem  bethätigen,  welches  wir 
I  jeher  an  dem  Gedeihen  und  der  besseren  Gestaltung  des 
thematischen  Schulunterrichts  genommen  haben!  denn  nur  die- 
lt Interense  verdanken  sie  ihre  Entstehung. 


I. 

Die   fflr  viele  Untersuchungen   wichtige  Reihe   der  figurirten 
hlen»   niimllch  die  Reihe 

I .... k      2^...0fr+i)      3....(k+2)  n....(^  +  n  — I) 

ist  sich  wohl  am  Einfachsten  auf  folgende  Art  summiren. 
Offenbar  Ist: 

klso  ist: 

K....A  ■.•«•AT  l.«**A  K  *..•  n     K  "^  1 

—  ~TZ.k    ''"•"Ä+l' 

2....(A+1)   i6+2 

—  K..A     Ä+r 

Hierau»  ergiebt  »ich   fcraer: 
.... k     ^....(ifc-t-l)     3....(ife+2)  _ 3....(*-f2)      2....(ifc-|-l)  '^  -  - 

««••Ar  1  ••••  iK  A....AC  J**a»M  !••••» 

3....(*+2),-         9     , 


3....(A  +  2)  *+3 

1....*    *S+T 


Thcil  XXX. 


DIm  fahrt  ferner  tu: 

4....  (Ar  4- 3)       3....()t  +  2)  iH-3 

4..^(A-f''J)..  .      3 
-      I....4     '*  +  iTl' 

4....(ifc4-3)   *  +  4 

°°    TU    m* 

Also  Ict: 

1....*     2....(iH-l)     3....(442)     4....(*f3)     S....  (Jfe-l-4) 

1  9»m»tf  1*«*«A  J*«««M  JI***«M(  Aa**ailr 

'    _  5^»J[*+^     4^;^JA  +  3)  *+4 

6.„.(k  +  i)  .        4 

8....(*  +  4>  *  +  5 
""      1....A       Ä+T 

Wie  man  gani  in  derselben  Weive  immer  weiter  geben  Inum» 
nnterliegt  nicht  dem  geringsten  Zweifel,  und  man  ahstrahirt  mm 
dem  Vorhergehenden  auf  der  Stelle  das  folgende  allgemeine  Geseti: 

l...,k      2....(k+i)     3.^.(k  +  2)  n.,..(A-f  n-^1) 


n....(k  +  n  —  1)   k  +  n 


•der 


l...,k  .  2....(*+l)     3....(k  +  2)  n....(*4^n-l) 

n ....  {k  +  n) 

~    I....(iS!+l)   ' 

i\t  bekannt«  Summirang  der  figurirten  ZaUeo. 
Ffir  i^l  ist: 

14     3     4  n__m(n+l) 


"  _F«r  *»=•  ist:  !         ;:       «      | 


1^     2.3     JL4     4^         .  n(n+l)_n(n  +  l)(n42) 
1.2 +  0  +  1.2  + 1.2+*-+     1.2     —         1.2.3        ■   .,  I,, 

Ffir  i=i3  ist: 
.4-3,  .  2^  .  h^-^j.     . n(B-H)(n -l:2)_•t^(lt^-|Jtfp^■2XlH?)^ 


Wenn   man  die  Reihe 


WM,        -  • .  - 1 

;  '  1 


X- 


it  1  — je  moltiplicirt»  ae  erbält  man  als  Piyxloct  die  GrOsse  1 — a*; 
'M   ist  ■■■.-*•  j 

I ^ 

ler 

1)      .      .      l+:r  +  :r«f:r»  +  ....  +  *-»  =  j4^-r^. 

m  anch  aus  der  Lehre  von  den  geometrischen  Reihen  sogleich 

Ans  diesem  defchÜBfi  crgebeii  steh  nUPifHMPiMtiiih^,  4if(.;lq|l> 
Enden  Gleichungen: 


j: 


ta-«  +  ar«  +  ,...  +  a*k-»  = 


l-:r       l-;r' 


-  \. 


jr*+jr»  +  ....  +  ;t«^*:^' 


jj  ^  -^''''  ly* 


u.     fi.     w. 


j?«-«    '  '..  o:" 


+*^»^rr5,-i 


—  » 


«"-*  5=  I r 1" 


^MM*B*^^  Jalit:4ies»'Gleichiuigen  zu  eiiiiinder  aoi^  wendet.^ 
ci  wieder  dieCSMdbvttg  1)  m»  ••  erW.  maa:  '  '. 


» 

1.2    .'•.*^.^     ."1—1      1    M        «■  I    « 


also^ 


2) 


Aus  dieser  Gleicbang  ergiebt  sich ,  dass  die  Snmine  der  fd 
deD  Grossen: 

1.2     .3.4  ^r.       .  n 


. .   .  •  •  1         • 

gleich  der  Somme  der  folgenden  Grössen  ist,    welche  nid 
onnhsf  die  Sommen  der  vorstehenden  Reihen  sind : 

1  a^  n      a^ 


(T 

-*)•- 

-  (1  r-;r)« 

~i 

1 

X 

«• 

n 

—    1                   X" 

(T 

(1  -*)» 

1       l-^r 

«• 

«■ 

n- 

—2      ar" 

?I" 

-*)*  ■ 

"(!-«)• 

1       1-jr 

u.    s. 

w. 

J 

» 

«« 

2 

ar« 

(T 

-X)* 

(l-^)* 

l-^jr 

«—» 

ar" 

1 

a-* 

Bildet  mah  iidn  dlcf'  beiderseitigen  Gummen   »itleist  L-  «ii.4 
obigen  Gleichung  1).  so'ethältVnaifr  die  GMcbnkgi 


I   .'tt  '•  •/ 


Ml 


b  (,.. 


1.8  .  2.3    .3.4  ,.    ■  .«(N-f-l)       , 


1        J     1.  j"   /      N     ■  «•         n(n  + 1)  .  a*- 


-  (rr^  ~  (TTi)»  -  r  *  (r=ir*  ~   1.2  t^ 

Anp  dieser  GleieboDg  folgt  ferner,  dsM  die  SnisBe  der  folgen- 
Im  GrOeeen : 

1.9       2.3        3.4  ,n(ni-l) 

1.2        2.3  .  (it-Dn  


o*^+- •+ — o — 


v.    e.    w. 


1.2 
O 


4.?^*-» 
+  0*^ 


X** 
+  0 


Weh  der  Samme  der  folgenden  GrOesen  iet,  welche  oech  3) 
Inber  die  Sanmeo  der  rorstehendeii  ReibeA-eiDd: 


1 


(I- 

-*)»" 

(t-*)» 

X 

10^ 

(t- 

-«)»" 

(1-*)»" 

1 

«• 

«• 

(!-*)•" 

j^ 

(1- 

-*)*- 

(I-^J«~ 

<T 

-*)*  ■ 

(I^"^"" 

iij-1        jf  (m— l)n     «^ 

1     •/•_»« 


1.2     '\-~x 


N— 2  d^ 


(11-2)01-1)   ^ 

T~  •(!-*)•  i.2 


O.     B.      W. 

2       «• 

1      m^ 

i  •  (Hirijs 


2.3    «• 

Ol-* 

1.2     «• 


..  ■  '* 


Bildet   man  qud  (li*:  htiderseitigen  >  Stunmiki 'nitletot  L   und 
obigeo  Gleichung  l)».4o  efbSit  matt  die  Cn^chabg^.  • 

t:?)S  *^  170^+ EO*  +-*i — 0:5 — *^ 

—       *        I     1  J?"    I      n         j:»  fi(n  +  l)         jg«  '' 

-~(l-ar)»)l-«"7l— ^iT'd^^)»".    1.2.     *(l-x)« 

fK« -1^  IXi,  +  2) 


.    .  1 


also:    V       ■  '  1 

*^      1.2,3  +  1. 2.3-^^  1.2.3^+-"*       1.2.3    :  ^ 

1  j?*   .  i    n,  -.    a^         w(nH- !)  .     jf»        ! 

•  i  .ii(b  +  I)(n  +  2)      j^ 


'         .1       ■     •  ■'  1    1.2.3         '1-* 

Es  is(  g^z  unnuthig,  di^se.  Entniclcelangen  noch  weiter  fort» 
zufiilircn,  da  das  Gesetz  des  Fortgangs  und  der  Bildung  der  ba- 
treffenden Grossen  ^chon  hier  ganz  klar  vor  Augen  liegt.  Uebe^ 
haupt  gelangt  {uiftn  dadurch:  offenbar  zu  der  folgenden  allgeineai 
gültigen  Gleichungy  in  Vtelcber  die  Anzahl  der  Glieder  der  GruMt 
auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  n,  die  Anzahl  der 
Glieder  dbr  Grosse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszetcheot 
Ä  +  list: 

l....(A'— 1)  ,      2«*-i;i  .      .  %.*m(k+l)   ,_^    .  ^  »»#»«(nrf  jfc— 2) 

l....(ifc_l;  +  l....()t-.l)*  +  l....(A— 1)^  +-•+    l....(jfe-.l) 

1  jr"       i.  n  j:^ 

—  (l-o:)*""  (I -^  ""  l  •(l-a:)*-* 

..     «•      ..  .    nifi  +  l)       «• 


1.2      '(1— a:)'-« 
ii{n  +  l)(*i4-2)      i    ««» 


\. 


17273         '(!-«) 
a.    6.    w. 

»(ll  +  l)v...(«  +  *— 2)  >:r 


1 1 


1.2.3-..(Ä-1)        I— ** 

.  .  j  i 

Well  aber  olfenbar.^/,      «jj.      |     i      «t;. .   |i     ^  x,      i 


mUm-mii  a^eleO.  HrnftuA^r  S^we^  des  älmm.  Uhrimi%t9Hc.iAA 


!>>,.(*— 1) 

l....(ifc-l) 

l..^(A-l) 

3....(iH-l) 
!....(*— 1) 

4....(A  +  2) 


=1. 

*(A-H) 

=     i.ls — 


IL      8.       W, 

w,.>.(n  +  A~2)      i6:(ifc-fl)...,(A?-f-n-2) 
l...;(Ä-l)    ""      1.2.3....(n— 1) 

iit,  woTon  man  sich  am  leichtesten  sogleich  Qberzeogt,  wenn 
■an  Zähler  und  Nenner  der  Brüche  in  den  einzelnen  Gleichon- 
geo  flber's  Kreuz  rouKinlicirt,  was  augenscheinlich  dberall  zu 
Itkichen  Producten  fOhrt*  so  kann  man  die  obige  Gleichung  auch 
üf folgenden  Ausdruck  bringen: 


l+fx  + 


k{k^l)        k{k^\)(k^<X) 


1.2 


««f 


1.2.3 


x»  + 


J^(iH-l)..,.(A:  +  n— 2) 
^       1.2.3....(fi  — 1) 


1 


n         JT* 
r'(l-;r)»-> 

it(n-fl)(n+2)  j:* 

0.     s.     ff. 

w(it-hl)....(M+it-2)     X* 

l.ä.ä....(ife-l)     Tili' 


ID. 

Aos  der  Torhergehenden  Gleichung  iSsst  sich  ein  sehr  genfl- 
Kcnder  einfacher  Beweis  des  binomischen  Lehrsatzes  Kr  negative 
Kaose  Exponenten  ableiten ,  wozu  wir  aber  erst  noch  die  folgeo- 
deo  Betrachtungen  vorausschicken  mfissen. 

In  der  Grosse 


344* €lrun$rt:  Uiekü  §an%  wiememare-summirmni  4M)Nr MHäim 


1   »AmOm  ..  «fll 

•ollen  m  and  n  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen ,  n-elche  wir 
aus  einem  solchen  Gesichtspunkte  betrachten  wollen,  das«,  iodea 
m  völlig  ungeändert  oder  constant  bleibt,  man  it  in*8  Uaendlicbe 
wachsen  lässt.  Auch  soll  x  fflr's  Erste  als  positiv  angenomnies 
werden. 

Zuerst  erhellet  auf  der  Stelle,    dass  man  die  obige  Gritot 
unter  der  folgenden  Form  darstellen  kann: 


ii"»a?". 


(i^j)(i-f|)....(i-i-V) 

1.2.3....m 


Wichst  nun  n  in's  Unendliche «  so  uShert  das  Produict 

(i+^(if  |)....(i-W^). 

welches  aus  oiner  endlichen  völlig  bestimmten  Anzahl  von  Fm- 
toren  besteht,  weil  rn  eine  endliche  völlig  bestimmte  positive  gaaie 
Zahl  bezeithtjet,  sich  offenbar  immer  mehr  und  mehr  der  Einheit, 
uhd  kann  der  Einheit  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  maa 
■ur.n  gross  genug  annimmt,  was  sich  noch  bestimmter  auch  asf 
folgende  Art  übersehen  lässt    Offenbar  ist 


n 


n 


und  kann  man  nun  b'eweisen,  dass  die  Grösse 

(1  +  -r-)"-^ 

71 

der  Einheit  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  ow 
n  gross  genug  nimmt,  so  wird  dies  natürlich  um  so  mehr  Ton  der 
Grosse 

(1 +-)(!  +  *). ...(!  +  -—) 
^       n'^       n'        ^     ■      n    ' 

gelten,  wobei  man  nur  nicht  aus  den  Augen  zu  lassen  hat,  dass 
die  Grössen 

•        •  ■  ,  ■ 

(l  +  -)a+-)..-.(>t— — )  und  (l+-j^)— 1 

beide  stets  grosser  als  die  Einheit  sind,  und  nach  dem  Vorher- 
gehenden die  ersfere  immer  zwischen 


Mdt^ArlMr '*lf«M^.  eütfltcklgr  Beweis  de$  m&m.  Leüremites  i^.  il4& 

1    und  (1+--—)"--» 
Üagt.     Dm  nun  aber  zu  beweisen,  dai«8  die  GrSs^e 

VI  ^        / 

*  • 

■ 

dar  Einheit  beliebig  nabe  gebracht  werden  kann»  wenn  man  nur 
m  gross  genug  nimmt,  muisroan  zeigen,  dass,  wenn  ^  eine  he* 
liebige  positive  Groefie  bezeichnet,  die  positive  ganze  Zahl  n 
liBiner  so  gross  angenommen  werden  kann,   dass  die  Bedingung 

(1+     "^— r-l—    1   <    f4 

•rfflilt  wird.  Diese  Bedingung  wird  aber  erfüllt  sein,  wenn  die 
Bedingung 

(1+  --)—><»» +1 

•rfBUt  ist,  and  diese  Bedingung  wird  ferner  erffillt  sein,  wenn 
dl»  Bedingung 

also  9    wenn  die  Bedingung 

also  9   wenn  die  Bedingung 

m-l  ^  —1 


ViI+T-1 

o»  wenn  die  Bedingung 

^         m — 1 


erfüllt  ist;  und  da  der  Erf&llung  dieser  letzteren  Bedingung  offen- 
bar nichts  im  Wege  steht,  so  wird  sich  auch  die  erste  Bedingung 
immer  erfllllen  lassen,   und  daher  unser  Satz  l»e^iesep  sein. 

Weil  nun  .r 

(i+i-){i +!>.«.  (1+^). 


sich,   wenn  n  in's  Unendliche  wächst»  bb  sa  jedeoi  baUdUgen 
Grade  der  Einheit  nähert,   8o  nähert 

(i+-)(i  +  -)....a  +  '^^^) 

\,A  «O  ••••  Ift 

sicby  wenn  n  in's  UnendKche  wächst»  offenbar  bis  sa  jedem  be- 
fföbigen' Grade  dem  endlichen  Tulfig  bestimmten  Brache 

1        .         ,    .. 

,-.:  1.2. 3. •«•Hl 

In  Betreff  des  Products  n^x*  bemerken  wir  nun  ferner  Fol- 
gendes. Auf  der  Stelle  wird  man  sich  von  der  Richtigkeit  der 
folgenden  Gleichungen  überzeugen: 

(n  +  l)"»ar»+i=(J +-)">j;.ii»»a:«. 


11" 


(n  +  3)«  j:H-»=  (1  +  ;^^*ar.  (n  +  2ra:-+«, 

u.    s.    w. , 


also: 


1  . 

(fi  +  l)«"x«+>  =  (1  +  -)"•«  •  ww.r", 

{n  +  2)"j:"+«  =  (1  +  -)"•  (1  +  ;jjj)-x«.ii«-ar», 

' '  '    -   . 

(«  +  4)-:r^  =  (1  +  i)«a  +  ^)-(l  +  ^^^^^iT^-^^^ 

< •  •  •  II •  •  I : .  >  i    " ",  •  f  i  *- ■  •  •    »  .  •  O»      SU      ^•'f  '^'  * .  .    ■  . 

:  ■  ■  • 

und  folglich,  wie  sogleich  erhellet,  wenn  man  nor  flberiegt,  um 
die  Brflche 

11  1  1' 


.  ^-1 


1 

(»  +  3)-j?"+»  <  1(1  + -)-ar|».it"j?-. 

1  • 

(w  +  4)'» jr"-M  <  1(1  +  -)«ar !♦.«■•«•, 

I 

a.    8.     w. 

Wenn  aber  j;<l  ist,  so  kann  man  n  immer  so  gross  aDnehuen, 
da«s 

(l  +  l)ma  <  1 

ist  *);    denn  die  Erfüllung  dieser  Bedingung  erfordert  nacb'  äod 
nach  die  EfRUlung  der  folgenden  Bedingiugen: 

.     .  .  I 

(■+.-)-<;.  ■+s<VI.  1<VI-^: 

m 

I  » 

also  die'  ErRUlang  der  Bedingung 

m 

ii>^S-I odcrii> —l 

•  -  ■  I  _  ■ 

und  da  der '  Erfällung   dieser   Bedingung   offenbar  nie  etwas  Im 
Wege  steht»  so  Iftsst  sieh  auch  die  erste  Bedingung 

(l+-)-a><l 

immer  erfflll^n/  wenn  nur  or  <  1  ist    Noch  einracber  lämit  sich 
dies  sogleich  auf  folgende  Art  Obersehen.    Die  GrSsse  (J  +  •-)«, 

-A *-■■         .      •    '  •       ■ 

^WeaoX^I    !•!.    i«t   dies  naiärlirh    nicht  noglicbT   weil    4amm 

isiaier  n.iiniU  19  fi 

1. 


i«c. 


flieh,   vrenn  n  in'«  Unendliche  wSchst,  bis  lo  jeden  balieWgM 
Grade  der  Einheit  nähert,   so  nähert 

>  _ 

sichy  wenn  ft  in'a  Unendliche  wächst,   offenbar  bis  zu  jedem  l>e- 
R^bi^n' Grade  dem  endlichen  vullig  bestimmten  Brache 

1 


:   .' 


I : 


1  •2.3>*  .«in 


In  Betreff  des  Products  n"*a?"  bemerken  wir  nun  ferner  Fol- 
gendes. Auf  der  Stelle  wird  man  sich  von  der  Richtigkeit  der 
folgenden  Gleichungen  überzeugen: 


■t  ■  ■     I 


U" 


(n  +  l)"'ar»+i  =  (J  + -)"»a:.ii"«ar". 


also: 


u.    s.    w. , 


(n  +  !)"•  jr"+>  =  (1  +  -)"•  J? .  n«  j^. 


n 


(»  +  2)"j:"+«  =  (1  +  ^)*  (1  +  ;^)-x*.n«««, 

I '       .    >   I 

,  *  •  ■   .  '  • 

nnd  lo^glich,  wie  sogleich  erhellet,  wenn  man  nur  filieilegt,  üäm 
die  Brfiche 

II  1  1' 


'■  •      .'"i»'»:*    '"•'.«n         '    1.;*;    •■  . 

n 


»*'.'.    .:    <jH-i)»J-»+*  =  K^ +«)*"* l*-«*^' 


' : .     I    ■. 


•  1 

(n +  3)'"a?«+«  <  I (1  + -)«»ar|».n«ar», 

I 

(w  H:  4)"» jtH^  <  K*  +  -")"'^l*. «"»ar«, 

a.    6.     w. 

Wenn  aber  a:<l  ist,  so  kaun  man  n  immer  so  gross  aonehmen» 
dass 

ifit*);    denn  die  Erfüllung  dieser  Bedingung  erfordert  nach  und 
nach  die  Effuliang  der  folgenden  Bedingangen : 

•  #■  ■  ■  •  ■      • 

•  -  ■  '  *  ■  M 

<'4)-<i.  '+j<Vi-  ;<Vi-'^ 

I  I 

dfe*  ErffBllnng  der  Bedingung 

ni 

it>-- oder  ii>  " 


m  '^  m      ' 

:  ...    :^l_.^  l—V* 

■  ■  ■    •     ■ 

und  da  der '  Erfälluog   dieser   Bedingung   offenbar  nie  etwas  Im 
Wcga  «teht»  so  ISssi  sioh  auch  die  erste  Bedingang 

(i+ü)-»<i 

Immer  erfCdt^n,   Wenn  nur  o;  <  I  ist .  Noch  einfacher  läs«t  siob 

■•*•»■  •    .^  ■  •  '  ..-••'■ 

di^  sogleich  auf  folgende  Art  übersehen.    Die  Grosse  (J  +  — Vm, 

^  Weno  f  ^  1    ist.    i«l   dies   naiörlirh    nicht   ningUub' 7   weil    dann 
Inf.  ' 
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welche  immer  grOsser  als  die  Einheit  ist,  iiest  sieh 

Einheit  beliebig  nahe  bringen,   wenn  man  nar  n  gross  genug  ao- 

uimmt.    Also  l&sst  sich  n  immer  so  gross  annehmen,  dass 

(l  +  l)._I  <  Lzf  oder  (1+^)--*  <|-1 

ist,  immer  nnr  anter  der  Voraossetzang,  dass  :r<l  ist    Damm 
ist  aber 

(l  +  ^r<j*  also  (1  +  ^)"*<1. 

wie  verlangt  wurde. 

Hat  man  nun  aber  unter  der  Voraussetzung ,    dass  jr  <  1  i 
n  so  gross  angenommen,  dass 

ist^  so  nähern  sich  die  Potenzen 

also  offenbar  auch  die  Grössen 

l(l+-)*a:P.n«»j:»,    |(l+-)-apP.n'-aP«.    |(1 +--)••« |».w-j?", 
11  II  n 

folglich  nach  dem  Obigen  um  so  mehr  die  Grossen 

(ii  +  l)«««^»,    (ii+S)"»a:"l^«,    (n+3)"j*+*,    (n+4)«j:«-M,.... 

bis  SU  jedem  beliebigen  Grade  der  Null,  wenn  man  nur  weit  ge< 
nug   in  diesen  Reihen  fortschreitet;   woraus  sich  also  ganz  an* 
zweideutig  ergiebt»   dass,    unter  der  Voraussetzung  j;<l,  die 
Gr5sse  n"*;r«  der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann,  wetz 
man  nur  n  gross  genug  nimmt 

In  Verbindung  mit  dem  oben   Bewiesenen  ergiebt  sich  abo 
hieraus,  dass«  unter  der  Voraussetzung  j?<1,  die  6r5sse 

1»2*o**mIII  ].3«o*««.fii 

■  ■ 

der  Giinse 

0         t  ■ 

1  •  ^•o»*»*  m 


fi(fi-fl). ...(n-hm — 1)^        _   _  ^'  •  n^^'  ■  n 


ik  4er  Null»  beliebig  nahe  gebrecht  werden  kenn»  wenn  men 
MT  n  groee  genag  enoimmt 

Zwar  iet  bieher  x  als  positiv  angenommen  worden ;  daee  dae 
Vorstehende  aber  auch  gilt,  wenn  x  negativ,  und  nur  sein  abeo- 
hter  Werth  kleiner  als  die  Einheit  iet,  ftllt  auf  der  Stelle  in  die 
Angee. 

IV. 

Wenden  wir  nun  den  in  111.  bewiesenen  Sats  auf  die  in  II. 
gefandene  Gleichung,  nämlich  auf  die  Gleichung 

■ +r*+  1.2  ^^    ro    *  +••••+  i.2.3....(«-i)  ""^ 

1  Ä»  n  a:* 


—  (1 -«)*'' (T^)*'"!  '(1-^)*- 


1 


n(n-fl)         a^ 
"O     '(1-ar)*-« 

n(»-fl)(ii+2)         a« 
1.2.3        -(l— x)*-t 

U.      8.      W. 

ii(n+l)....(n+*— 2)     ar« 


1.2.3....(*— 1)        1— ;r 

^H,  indem  wir  in  dieser  Gleichung,  die  GrSsse  k  ganz  ungefin* 
^ert  lassend  oder  als  constant  voraussetzend,  die  Grosse  n  in*s 
^oendliche  wachsen  lassen;  so  nähern  nach  111.,  wenn  der  abso- 
We  Werth  von  x  kleiner  als  die  Einheit  ist,  alle  Glieder  der 
Qriisse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  obii^er 
Clleichung,  mit  Ausnahme  des  ersten,  deren  Anzahl  die  völlig 
bestimmte,  von  n  ganz  unabhängige  Zahl  k  ist,  sich  offenbar  bis 
^o  jedem  beliebigen  Grade  der  Null,  weil  nämlich  nach  111.  die 
CMssen 

^      « ^     11(2+1)^     ii(n+l)(it-|-2)  n(n+l)....(it-|.*->2)  . 

*^'    r*^'        1.2    ^'  075       ^* 1.2.3....(ifc-l)    ^ 

4icli  nnter  den  gemachten  Voraussetzungen  bis  zu  jedem  belie- 
bigen Grade  der  Null  nähern,   und  die  Nenner 

(I-JT)*.    (l-:r)*-^    (l-or)*-*,    (l-or)»-». l-;r 

■  '  *  ■ 

ganz  bestimmte  constante,   d.  h.  von  »  vDlIig  ^nnabUngige  OrftK 
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MD  md.  Also  hähcrl  nich  oloikar  Üw  G#5ümI  avf  der  iMMi 
8eite  des  (vieichheitszelchens  in  obiger .  Gleichung  Ibreni  ersten 
Gliede 

al8  Gränze  bis  zn  jedem  beliebigen  Grade»  wenn  n  \n*B  Unend- 
licbe  wächst,  natürlich  immer  nur  unter  der  Voraussetzung»  daes 
der  absolute  Werth  von  x  kleiner  als  die  Einheit  ist.  Folglick 
nähert  unter  derselben  Voraussetzung  auch  die  Grosse  aaf  der 
imkeii  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  bbiger  Gleichiltig,'nlmllch 
die  Grosse 

^^\^^     1.2   ^  +       1.2.3      *  *   •^T:2.3....(n— TT 

sich  der  GruMse  (I — x)"^  bis  zu  jedem  beliebigen  Gnde^  wenn 
n  in*s  Unendliche  wächst,  so  dass  also  auch  (l^x)-*  mittelst 
der  vorstehenden  Reibe  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauig* 
keit  berechnet  werden  kann,  wenn  man  in  derselben  nur  n  gross 
genug  annimmt,  oder  eine  hinreichende  Anzahl  von  Gliedern  die- 
ser Reihe,  vom  Anfange  an,  wenn  man  sich  dieselbe  in's  Unend- 
liche fortgesetzt  denkt,  zu  einander  addirt  oder  im  Allgemeinen 
mit  einander  vereinigt,  was  man  bekanntlich  in  der  Kürze  auf 
folgende  Art  zu  schreiben  pflegt: 

(1— j:)~*=1+  |-^+  — 772 — ^  ^ r72T3 ^^ 

;  -  1  <  o:  <  +  1 1 

Schreibt  man  —  a-  (ür  x,  so  stellt  sich  diese  Gleichung  mi^^r 
der  folgenden  Form  dar: 

oder  unter  der  Form: 

/ij.    .   i     ij.-*     .  -k(-k^l)         -k(-i-l)(-k~-2)  .^ 

(l  +«)-*=  1  +  -y-  ar  + j-2 a:*  +  "iTO "^ ' 

t-I<a-<  f  II 


in  welcher  Gleichung  der  binomische  Lehrsatz  für  negative  ga'KiM 
ÜJipODenten  MWgesprochen  ist. 


tmäUroHi  mäpeieit.  einfluker  Btweig  äe»  Mmm.  leärsai^et  tu,  S!^l 


Die  erste  Irlee  zu  diesem  Beweise  des  binomischen  Lehrsatzes  Rir 
Ngatl?e  ganze  Exponenten,  der  sich  hoffentlich  den  Lesern  durch 
leioe  grosse  Strenge  und  verhfiltnissmässige  Einfachheit  empfehlen 
wird,  habe  ich  den,  wie  es  scheint,  nursehr  wenig  bekannten  R^sum^s 
aoalytiques.    Par  M.  Augustin  Louis  Cauchy.     A  Turin. 
1833.  4.  p.  51.  entnommen,  wenn  Ich  auch  die  obige,  ganz  elementare 
AufSbruDg  durchaus    als   mein  Eigenthum  in  Anspruch  nehmen 
darf,  wie  man  bei  näherer  Vergleichung  linden  wird.    Der  raatbe« 
■atbche  Unterricht,   welchen  Cauchy  vom  Jahre  1832  bis  zum 
Jahre  1838  in  Prag  und  Gurz  dem  Grafen  von  Cbambord  ertbellte, 
gab  diesem  grossen  Mathematiker  die  nächste  Veranlassung,  seine 
Aufmerksamkeit  auch  der  Verbesserung  des  mathematischen  Ele- 
■entar- Unterrichts  zuzuwenden,  weshalb  auch  Moigno   in  der 
Vorrede  zu  seinen  Lebens  de  caicul  diff^rentiel  et  de  cal- 
eal  intögrai.   T.I.  p.  XIV.  von  ihm  sagt:    „M.  Cauchy  a  r^dig^ 
aar  des  bases  nouvelles,  et  Ton  sait  k  quelle  occasion ,  des  traitös 
diteentaires  d'Arithmetique  et  de  Geometrie;   on  ainie  ä  voir  uo 
griad  gönie,  inspire  par  un  noble  d^vouement,  suspendre  la  pour- 
•uite  de  ses  brillantes  d^couvertes  pour  rendre  k  un  jeune   et 
royal  exiU  les  importants  secrets  des  sciences."    Es  ist  sehr  zi| 
bedaoern,  dass  nur  sehr  wenige  dieser  elementaren  Arbeiten  Cau« 
ehy's  bis   jetzt  in  die  Oeffentlichkcit  gelangt  sind»    und  Herr 
Uoigno    wörde  seinen    mannigfaltigen    wissenschaftlichen    Ver- 
diensten gewiss  noch  ein  sehr  grosses  neues  hinzufdgen,   wenn 
•r  sidi  in  deren  Besitz  zu  setzen  sachte  und  dieselben  so  bald 
^\m  nii^(lich   publicirte.     Je  mehr  wir,    namentlich  bai'ni  Anblick 
'•r  jetzt  in  Deutschland  in  immer  grosserer  Fluth  erscheinenden 
Lf^brbfleher,   überzeugt  sind,    dass  der  mathematische  Elementar- 
unterricht noch  sehr  der  Verbesserong  bedarf,  weil  er  bis  jetzt, 
^ie  es  scheint,  leider  ganz  von  den  grossen  Fortschritten  unbe- 
>^ftrt  geblieben  ist,  deren  sich  die  höheren   Theile  der  Wissen- 
■ctaft  in  Rücksicht  auf  wahre  Strenge  und  Eleganz  so  sehr  er- 
frenen:   desto  mehr  vi  ansehen  wir  die  baldige  Publieation  der  nach 
'■•ser  Seite  hin  gerichteten  Arbeiten  des  jüngst  leider  durch  den 
Tod  ans  entrissenen  grossen  Mathematikers.    Das  Archiv  viinf  es 
^OB  jetzt  an  sich  zu  einer  besonderen  Aufgabe  machen.   Alles, 
^ta  in  dieser  Beziehung  uns  zu  Gesicht  kommt«  wenn  auch  Tifter 
'"^    veränderter,    uns    eigenthflmlicher    Darstellung,    zur    baldigen 
'^^notnlss  seiner   Leser  r.u   bringen. 
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lieber  das  grosste  in  und  das  kleinste  om  eine  ElHjMe 
beschriebene  Vieleck  von  gegebener  Seitenzahl 

Schreiben  des 

Herrn  Professor  Simon  Spitzer 

Ml  der  Handelt -Akademie  la  Wien 

an  den  Heransgeber. 


Ueber  das  grotste  in  und  dai  Icleinate  am  eine  Ellipte  betehriel^^ 
Vieleck  Ton  f^gebener  Seiteniahl  hat  Herr  ProfcMor  Spltaer  in  W  &** 
dae  nachstehende  Schreiben  an  mirh  an  richten  die  Güte  gehabt,  y^^" 
ches  natärlich  für  mich  selbst  Ton  dem  grössten  Interesse  gewesen  ^'^ 
und  es  wegen  seines  sehr  sinnreichen  Inhalts  gewiss  auch  für  alle  L^'^^' 
des  Archivs  sein  wird,  weshalb  ich  es,  Herrn  Professor  Spitser  ^^^' 
bindlichst  für  dasselbe  dankend ,  sogleich  unverändert  in  seiner  ursprüi^V 
liehen  Fassung  hier  abdrucken  lasse.  G< 

Wien,  2.  März  J868- 

In  Ihrer  interessanten  Abhandlunc; :  „Merkwürdige  C  ^^^' 
struction  des  gröbsten  in  und  des  kleinsten  um  ei  oe 
Ellipse  beschriebenen  Vieleckes  von  gegebener  S  ^'' 
tenzahl",  Archiv  Tbl.  XXX.  Nr.  X.  S.  84.,  sind  Sie  zu  meti^C" 
ren  srhunen  und  überraschenden  Resultaten  selani^t.  Ich  b^^^ 
versucht,  synthetische  Beweise  für  Ihre  merkwürdigen  Constructio* 
nen  zu  liefern,  und  erlaube  mir,  Ihnen  dieselben  hier  niifzntheiV^* 

Dreht  man  den  Kreis  um  den  Durchmesser  MN  (Taf.  '^'"' 
Fig.  4.)  über  oder  unter  der  Ebene  des  Papiers  um  den  Wini^^' 
(p,  und  projicirt  dann  diesen  Kreis  auf  die  Papierebene,  so  i*^ 
offenbar  die  Projection  desselben  eine  Ellipse,  ferner  sind  ^^^ 
Projectionen  der  Dreiecke  ABC,  Aß'C,  deren  Endpunkte  in   d*' 


iriphemdeiü  Kreises  liegen ,  die  Dreiecke  abc^  ab'e,  deren  End- 
nkte  in  der  Peripherie  der  Ellipse  sind ,  und  man  hat  l>elaaintlich 

\ab'c  =  ^AB'C.co8q>; 
»raus  folgt: 

it  Dan  ABC  das-grOsste  jdeii>  Kreis#' eiDgcsehiieliene»  aof  der 
leraden  AC  liegende  Dreieck,  so  ist  stets  ^ABC  >  ^ABC,  wie 
■aer  anch  der  Punkt  B'  swiscben  A  und  B  oder  xwischen  B 
Bd  C  liegt,  folglich  niuss  auch  /^abe  stets  grosser  als  £^ab'c  sein, 
reil  sonst  die  Gleichaog  (1)  nicht  l>e8tehen  kOnnte,  and  dies  ist 
lir  von  Ihnen  hewiesene  Satz. 

Ferner  ergeben  sich  ans  diesem  Satze  in  Verbindung  mit  der 
Ubre  von  den  Projectionen  noch  andere  Sätze,  die  meistentheils 
Mn  Ihnen  schon  gefunden  wurden. 

Wird  einem  Kreise  ein  reguläres  neck  eingeschrieben »  und 
vird  dieser  Kreis  um  einen  seiner  Durchmesser  um  den  Winkel  9 
pdreht  und  alsdann  auf  die  I^apierebene  projicirt,  so  entsteht 
iIm  Ellipse  und  ein  derselben  eingeschriebenes  neck,  welches 
nier  allen  der  Ellipse  eingeschriebenen  necken  ein  Grusstes  ist.  M 
l^die  Fläche  des  regulären  necks  und  /  die  Fläche  des  der  Ellipse 
Biiyeschriebenen ,  so  hat  man 

Ändert  sich  die  Drehungsaze  ((p  aber  bleibe  constant),  so  ändert 
■idb  auch  die  Gestalt  des  der  Ellipse  eingeschriebenen  fiecfks,  aller 
Ab  Fläche  f  bleibt  uogeändert,  denn  sie  ist  stets  gleich  Fcos^. 
£•  gibt  also  unendlich  viele  der  Ellipse  eingeschriebene  neck^ 
!«•  gf(isster  Fläche,  die  alle  verschiedene  Form  haben,  Aber  den- 
idjlben  Flächeninlialt.  (Unter  all^n  diesen  gibt  es  verrouthlich 
eines  von  kleinstem  Umfange.) 

,  Verbindet  man  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  mit  den  Endpunk- 
te eines  der  Ellipse  eingeschriebenen  grrissten  necks,  so  ent- 
Üeken  it  Dreiecke,  die  gleich  gross  sind,  und  auch  n  elliptische 
jt^oren  von  gleicher  GrlJsse.  '! 

Betrachtet   man  statt  „eingeschrieber''    umschriebene  Polf^ 
inn»^  so  ergeben  sich  offenbar  ganz  analoge  Sätze.  ..j 


ii  • 


Simon  Spitzer. 
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StoreographiMhe  ProjectioBi- . 


Herrn  ProfeW>r  tir.  JGTeiJ 

!    I    '        .  >ii 


in   M äntterw'  ,  ...i, 


TT^ 


Einer  der  wichtigsten  Sfttz^.fiber'Stereogri^hiiM^  PrejfBÜiV 
kt  der^  dass  die  Projectionen  iiveier  beliebiger  Kugelkreise  akb 
nnfer.  demselben  Winkel  schneiden ,  wie  diese  Kreise  selbit 
Aus  dieser  Eigenschaft  folgt  ja^  dass  die  Projectionen  derkleo- 
stell  fbeite  der  Kbgelflfiche  ihrem  Urbilde  auf  der  Kugel  ihnnd 
sind.'  Vergeblich  wird  man  sich  in.  den  verschiedenen  Schriftiea 
Aber  c^ereographiscbe  Projectionen  nach  einem  einfachen  Baweiw 
Ober  diesen  wichtigen  Satz  umsehen;  man  vergleiche  nur  u.  A.  dei 
weitläuGgen  und  schwierigen  Beweis  in  Kldgel's  matheroatl- 
schere  Wurterbuche  Band  IV.  8.  475^477.  Ich  fand  mich 
desshalb  veranlasst^  einen  einfachen  und  elementaren  Beweis  anf* 
»^suchen,  welcher  nachstehend  folgt  und  welcher  der  in  Küne 
erscheinenden  »^Stereometrie  von  Heis  und  Eschweller" 
einverleibt  ist 

Shit.'  Die  stereographlichen  Projeetlonen  swet^r 
beliebigen  Kugelkreise  schneiden  sieb  tant^r 
demselben  Winkel,  wie  diese  Kreise  selbiit 

Beweis.  A  (Taf.  VII.  Fig.ä.)  sei  ein  Punkt  der  KugelflScbe, 
in.  welchem  zwei  Kreise  derselben  (griisste  oder  kleine)  ^ch  schnei* 
den;  AB  und  AD  seien  die  Tangenten  dieser  Kreise  an  A,  bem 
bis  zur  Tafel  gezogen,  die  dieselbe  in  B  und  D  treffen.  Üet 
Winkel  BAD-'  ist*  also  derjenige,  unter  wekhMn  dib  dm^h  A 
gehenden  zwei  Rugelkrelse 'sich  *silhneldeii.  D«f  "Pttiikl  O '  dir 
Kugelfläche  sei  der  Ort  des  Auges;  die  Verbindangsllnle  OC die- 
ses Piiiikfos  mit  dem  Mittelpunkte  C  des  Kreises  steht  also  aaf 
der  durch  C  gehenden  TafeLüeiJucecht.     Die  durch   OC  and  CA 


»tagte  Ebene  OCA  schneide  die  TaCel  i^aeh  CK»  und  diese  l>urcb- 
Anittslinie  beffegne  BD  in  K.  Zieht  man  KA,  KO,  so  ist  K4 
^  Durehsehnitt  der  Ebene  »OCl^jr*  mit'  der  Ebene  BilA  OA 
efie  CK  and  also  auch  die  Tafel  in?  £«  .Zieht  man  EB^  ED. 
I  sind  diese  Linien  die  Projectionen  der  Tangenten  AB»  AD, 
id  der  Winkel  BED  ist  die  Pnrjection  des  Winkels  BAD.  Es 
I  so  beweisen,  dass  diese  Winkel  gleich  gross  sind. 

Da  OCauf  der  Ebene  \ffCZ>  (der  Tafel)  und  C^  auf  der  durch 
S  and.JjD  gefegten  Ebene  sfnktttht.^liheD,r  so\alAd^die.  Ehe- 
BD  B^D  ^  und  BCD  beide  senkrecht  auf  der  Ebene  ^  OCAK. 
fiier  hit  «uich  ihr  Durchschnitt  "BD  senkrecht  abf  dieser^  Ebebe 
sd  also  irZ> senkrecht «Kif  KO,  JrCnnil  A;^.  .  ^CC(A^^jfyC40» 
mer  j^COA^  j^OEC-R  md  ji^CAO  -t^  ^EAk=:  R.  da 
^A  senkrecht  auf  AK,  folglich' Ist  lai^b  jü  OBC^'J^^Jfk  oder 
:|UG^7^y^M£>"aiithin:    ,,        x.     ■         ... 

KE  =  KA. 

lerans  nun  und  da  KE  und  XJ  beide  senkrecht  auf  JB£>  stehen, 
i%t  die  Coogruena  der  beiden  Eh^Tecke  ABD  und  EBi>',  und 
ianuia: 

j^BEP=zj^BAD.  ^ 


^    ^     •  t«  ■     » 


»     k     .     ■  •     .  .- 

.  .  »  t  k  .  ■  .  -   -    1 

t . .  '  ■".  ■' '.  i 

Von    deio    Heraotg'eber. 

Geomeiriicher   Leknatz, 

Wenn    in    dem    Dreiecke  ,ABC  (Tfif.  III.  Fig.  &)    dl 
nie  AD  beliebig  gezogen  ist,    so  isf  immer 

AB^.CD+AC^.BJf-^AUk.BC^BC.BD.CD. 


•I I  ■  1 


Im  mteniti. 

■■■'■■    '•        •'  '  ■   'B'*'^  ti  *.:-''-'"^»  ■■.■••<»••• 

'     >  iUA  >(klle  TM  ^  4uf •  SCAUä ' Pcf periiükcl  AE^'tmit*: 

,    .  AB*.CD+,ACf.BD 

s=   ;  (ABß:t^ppß—^CD .  DEi.  €1X^(AD>+BD'+ iBD.  DE 

'^B€^^BiÖr€Ei€0-^'iBC\liE.BD 
?=^    AB^iBC  +  *C»  +.CÖ»  +vßl>» 

-2CI)«.  DE  +  2BD:  DE^2BC.  €E:CD-^Bt>:BElth 


f    k     .   •       — 


=     AD'.BC+Be»  +  CD»  +  BD» 
\,—WD»y{CD^ek)'i^'i8IJß!(BE^Bp) 
TiBC.CE.CD^iBC.BE.BD 

•      1 

SS    AD^.BC\^BC*—Cb*—BD* 

±  2Cfl».  C£ + 2»0».  BE 

T  2fiC.  Cfi.  CD—2BC.  BEj£ß_ 
=    ADß.BC^BC*—CD*-BD* 

^2BD.CE.CD—2CD.ßE.BD 
=    AD^.BC+BC>-CD*-BD*—2BC.CD.BD 
=    AD'.BC+(CD  +  BBlji^^CD'-BD»—2BC.CD.BD 
•  =    AD'.BC+WD»„BD<^CD,BDf-'2BC.CD.BD 
Ä    AD^.BC+3BC.CD.BD—2BC.CD.BD 
=    ADI».BC  +  BC.CD'BD,     . 


*)  In  4«fli  «weiteii  der  beideoln  dar  Fignr  dargectetlteii  FiV 
n4nilich ; 


w.  I.  b.  w. 

Fräse: ,  Wie  IftsHt  sich  dieKer  8atz  einfacher,  etwa  niittei«t 
ptöleniUtfcbeii  Lebrsatseai,   beweinen  f 


..       ■  .11. 

Iti  sdtien  K^sdiii^8  anälytlqoee.  A  Tarin.  1833.  p.'10., 
m  maocbe  'hfibscbe  Sachen  enthaltenden,  aber  «ehr  wenig 
innt  Bu  sein  scheinenden  Baclie,  hat  Cauchy  den  folgenden, 
sehr  einfachen  Gründen  beruhenden  Beweis  des  Fermat- 
en Theorems  von  den  Prlnut^Men  itegeben,  der  sich  wohl  zur 
imbnie  in  den  Schulunterricht  eignen  ddrfte. 

•K  •  SjtmAmnk  binomischen^  bebniatise  nir*|ieiiHli^gAtiiul  Eipo* 
ten,  den  man  fiir  Molohe  Eatpotwenten  wnhhiiäijberi|ii'*ileir8elwit 
^ch^  aufnehmen  wird»,  folgt  iinmitfelbar  und  eans  v^  selbst, 
M.Ukt  einen  positiren  ganzen. Exponenten  alle  plnpn)iäl-,Coe(B* 


ntei^  positivf9  ganze  ^i^len  sind. 
i.  -  Ffir  ein  positives  ganses^ii  bt  alsodiBrBfcionilarCöefBeient 

1    •  'ZmOtmt^H'  • 


'    ')-  .    r 


Pf ri  eiiie,  po^W^e  ganae  2ahlv    Wenn»  ni^o  it)»ef ,,  v^ie  wir  von 

et  an  stets  annelimen.  wollen,   n  .eine  Primzahl  nqdJfc.nicM 

,.'.1  •  I  ' '  .i-ii 

leb  n,  also  kleiner  als  n  ist,  so  kann  n  nicht  unter  den  Prim- 
teren  der'ZahleH  1,-2/3,  ...;A>  vnrir«irAii*eri,'iiiM'bs«niss^also, 
(A^^:  ehie-posiUve  ganae'^ZahTlst,  diris  Prodiiel«  lJ2;a...;  A 
mbar  in  (n — l)(n — 2)....(ii — k+l)  aufgehen,  oder  derBlno- 
il.CoefBcient  (H)k  rouss  ein  Vielfaches,  von  <«  sein.. 


t » 


3.    Nun  ist  nach  de'.a  binomischen.  l4ehrsatze 

"■  '".      •-        > 

(a  +  l)«=a-  +  («)ia«-*  +  (ii),a»-«  +  ....  +  (it)i._ia  +  l.     !„.. 
10  mass,  da  nach  2.  djic^iAiponimf^it^efficienten' 

■mtlich  Vielfache  von  n  sind,  offenbar  (a  4-  !)*>  durch  n  divi- 
t,  denselben  Rest  lassen,  wie.iir"-f  1,  durch  n  dividirt.  Folg- 
I  muss  offenbar  auch  (a-f  1)«  — (a-f-l),  darch  n  dividirt,  den- 
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selben  Reut  lassen »    wie  a*-f  1  —  (a-f-l)»   dardi  n  dividinl, 

wie  d" — Oy  durch  n  dividirt.    Und  weil  nun  a  jede  positive  gmn^« 

Zahl  sein  kann,  so  ist  klar,   dass  die  GrSssen 

1«-1,    2«— 2,    3«-3.    i-— 4,    6"— 5.....; 

durch  n  dividirt,  sfiromtlich  dieiielben  Reste  flbrig  lassen.  TV^if 
aber  n  in  dem  ersten  (vliede  vorstehender  Reihe  offenbar  aüljeekl; 
so  geht  diese  Primzahl  in  allen  Gliedern  dieser  Reihe»  also  flb^^ 
haupt  in  a*  —  a  auf. 

DasM  flbrigens  n  in  2"  — 2  aufgeht,  kann  auch  noch  auf  fVil- 
gsnde  Art  bewiesen  werden.    Nach  dem  binomischen  Lehrsatse    ^ 

also 

2''--2  =.(»),  +  (ii),  +  (ii)a  +  ... .  +  (fi)«-oi^ 

und  da  nun  nach  2.  alle  GIFeder  der  Reihe  auf  der  rechten  'S^site 
dos*  Gleiehheitszeichens  Vielfache  von:  n  sind»  •».gaht/n  in  ^er 
SHSMao  dieser  Aethe,  also  in  2*-^ 2  aut 

4«  Nach  3.  geht  also  die  Primzahl  n  in  o"  —  a,  folglicl^»  ia 
o(ii"— ^ — I)  auf,  wo  a  jede  positive  ganze  Zahl  bezeichnen  kW-  nn* 
Geht  nun  aber  die  Primzahl  m  in  a  nicKt  auf,  ist  also  'diese^lb« 
»•'a- nicht  als  Pf imfliotor  eiithaUeii,  so- .miiss- sie  o§enlNir-*  in 
a«-i  —  1  als  Primfactor  enthalten  sein  oder  in  dieser  GrHsse  ^Esuf- 
gehen,  weil  sie  in  a(h^^^  —  1)  aufgeht.  Dies  führt  also  unmit^  1el- 
bar  auf  den  folgenden  Satz : 

Wenn  n  eine  in  der  ganzen  Zahl  a  ni^ht  aoffirehe^^dc 
Primzahl  ist,   so  geht  n  immer  in  a"~*  —  l  auf. 

Bekanntlich  heisst  dieser  merkwürdige  Satz  nach  seinem  ^ 
rühmten  Erfinder  das  Fermat'sche  Theorem  von  den  Pr  im* 
zahlen. 

Ist  z.  B.   71=:  7  und   <i=!0,    so  ist 

«n-i  _  1  =  to«  - 1  =  1000000- 1  =  909999 
und 

^^^^  142857, 
eine  ganze  Zahl,   wie  es  sein  muss. 


mifi  eifiem.  Briefe   de«  fierni  Professor  Dp;  W<r»i^ 
fers  In  Berlin  an  den  Hernusgelier. 


Tage  habe  ich  mich  mit  einer  ganz  eingeben  Sache 
hetchliftigt»  worüber  ich  keine  be»tironite  Au>»kanft  in  den  nach- 
irschlagenen  Bflchem  finden  konnte^.  Man  pfli^gt  nflifilicb  ini 
Üdytiscben»  fiie  auch  numeriachen  Calcnl  hSdig  den  VHrikM 
atarlt' der  Tangente  ÜAd  des  Sinus  zn  setzen ,  wenn  Jener  kliätii 
btj  dabM  wird  abtsr  hidbi  gehCrig  untersucht,  wie  weif  jener 
«acbseh  darf,  ohne  däss  durch'  diese  Vertanschung  ein  PcMer 
Ui  ftssolfate  entsteht.  Bei  der  Anlaee  einer  Epheroerlde '  dits 
Uranus,  dessen  Breite  gerade  sehr  klein  ist  und  wo  man  bei  der 
Meileitnng  der  geoceMri^chen  A.  R.  und  Decl.  ans  der  beliocen» 
triachen  Länge  und  Breite  jene  Vertauschung  mit  Vortheil  an- 
ireuden  kann,  verfiel  ich  darauf,  dies  näher  zu  untersuchen.  Zu- 
nlchat  suchte  ich  aus  der  bekannten  Grieichung 

a;  =  tga;— ltga:'  +  4tg«* 
iNrdi'  Uibklahrnng 

tg  j:  =  i  f  Jj:»  f  f^a:^, 

*orau 

MgL  Weiter  als  die  fünfte  Potenz  von  a:  habe  Ich  nicht. herSdB- 
aiehtigt;  ferner  lässt  sich  deCi  Ausdruck  1 -f  ' o;* -f  A^  sehr  nabif 
darcli  eine  Potenz  des  cos j:  darstellen,  so  dass: nämlich 

cos**"' =  (l  -  U* tI- i^a^r' =  1 +4^:«  +  i^, 
iiitbin 

rird.    Demnach  hat  nmn  allgemein 

*      t2s             «  .    1    A            «V    sino?  i  .   1    A 

;'i.    ■^=— =sec-^*  +  4Vx*,  II. =  coaa:f -|-i^ia:*cos:r. 

^a  ferner. 


2Mda:  .^     .  .      .  MOx 


ni.  irf>togtgjr=r  .  ^    *  IV-.  rf.lAg«faia;  = 


■> 


tga? 
o    JH  den  Modulun  der  briggischen  Logarithmen  bezeichnet ,  so 


•'*)'M.'Vifrgl.  ein^n  Auf'««!!  den  H^ni'Prof«M«ir'l>r  •  Mntf  k'n  in-Phtg 
Thi.  XIII.  S.   138.  €. 
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iv4rd.'ftiao  »o  Janire  h#i  nomefiiicIiaA  R^cbnnngen  stmtt  hi^%JE  im4 
log  Kino:  einfach  log  or  nebmeii  dflrfen,  ala  eiD^rseits. 

1  'IMda         ^  .,  i  Mdx 

<  860 ori:  ■ .   -v-»    andeiierseito  coad;i:-7^ —  '  i 

^  ainzo?  tgo:  1 

nocb^nicbt  deo  Werth  erreicht»  bis  aaf'Weldbeii  geq^n  .mas.dii  < 
Rtffbvvng.  dorchzHÜDbre»  wfin^cbt.  .  Will  tmn  d\t»e  StßBÜmwmut  , 
4anclifiibrieii9 .6o  .wird  man  indirect  am  eiDfi^h^teo  xum  iZieie  k^mr. 
mfin^  4f^M  Aber  anch  die  jneiatea  .Zablenwerthie  aw.d^  vvrlMitr  , 
dauern  Logaritfaineiitafeln  eiitp^broeo  kOonefi.  \Vill  man.  elfi»  ,bii  | 
affCQÜfftpi  genaitirecboen»  »o  wird  filr  d^szl"  und.  ilf v3(M3tf9Mi  i 

'  ''    bel^=;=5'    ; log aeGx*=: 0,0000007   ^!ogtgj;=;  14476, 
;;.    ,  .    ;ii  =  40  „  12.  7238, 

.,».;» 16  ,»        ,  27  4826^ 

im  letztern  Falle  aUo  2095= 0,006....,  und  man  wird  daher  voa 

diesem  Werthe  von  x  an  nicht  mehr  0^,01  verbOrgent  k^on^o»  im 
Fall  man  logor  statt  log tgj;  ansetzt*.    Aehnlich  wiid 

bei  ar  =  6'  i  log  cos  0;=;— 0,0000002  AloKs'>n:r=14476j 

a?=10  „                          6  7238, 

«=15  „                          14  4825, 

j:  =  20  „                         24  361». 

M&n  wird  daher  hi^r  bis  ar=19'  «tatt  log^in^  einfach  logo:  sMÖi 
ktttiden,  ohne  einen  Fehler  von  0^,01  zu  begehen.  Bei  der/ibcpi 
erwähnten  Aufgabe  pflegt  man,  wenn  1  und  j3  die  Lfinge  und  BreKi 
des  Planeten,  £  die  Schiefe,  r  der  Radius  Vecior,  jr,  ^  und  i 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Bezug  auf  den  Aequator  siad, 
zur  Berechnung  der  Formeln 

^=reos/3sinilcose — rsinjSsidf , 

2  =  r  coi<  j3  sin  iL  sin  e  4- rsin  iScoN  €• 

einen  Hülfswinkel  iV  so   einzuführen,    dass  man  »siniV^sia^ 

tgÄ  Jfaitf 

itcosZV  =  co^/^sinil    setzt,     wonach    tgiV  =  -r^  und   ji  =  -r-& 

'^  "  sinA  sia/f 

cos  0  sin  A 
:=  —     «,    ,  sowie  ^=«rcos(iV+€)  und  2  =  nr  sin  (iV-j-*)  wirf. 

Wenn  nun  ß  längere  Zeit  innerhalb  ■  der  oben  gt Aiudtfieiil .  Crea» 

zen  bleibt,  wird  man  einfach  den  Winkel  iV  ausiY=-ir~i  iind.zwir 
,  ^        .  •      •  j         ■  smA-       .      " 

vollständig  genau  ableiten  kSnnen,  jedoch  muss  man  hier  danV 

sehen,    dass  der  au  bestimmende  Winkel  iV  nicht  jene- Ckvait 

von  15'  flberschreite. 


€  runer  i:  Neue  DarMieii.  d,  Theorie  d.  Berühr,  u.  Krümm,  d  rf/rr.äOl 


eae   Darstellong    der   Theorie   der   Berührung   und 

Krümmung  der  Curven. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Die  Damtellong  der  Theorie  der  Berührung  und  Kribrnnung 
•r  Cnrveo»  so  wie  dieselbe  in  den  gangbaren  Werken  über  ana«* 
^tische  Geometrie  meistens  gegeben  wird,  lässt  nach  meiner 
jUnnag  sowohl  rücksichtlich  der  Allgemeinheit  der  Formeln,  als 
nch  namentlich  rücksichtlich  der  Einfachheit  und  Bestimmtheit 
lei^BegriSe  Manches  zu  wünschen  übrig.  Besonders  In  letzterer 
Bsslehang  mnss  ich  zunächst  bemerken,  dass  es  nach  meiner 
Debenengung  bei  dieser  Theorie,  wie  überall  in  der  höheren 
ftaalysis,  lediglich  auf  die  Bestimmung  gewisser,  «bei  naturge- 
■lissr  Eatwlckelung  ganz  von  selbst  mit  völliger  Bestimmtheit 
b^fertretender  Gränzeo  ankommt,'  was  nicht  in  allen  üarstellun- 
IKfi  derselben  mit  gehöriger  Deutlichkeit  hervorgehoben  und  mit 
|eh5riger  Consequenz  festgehalten  wird.  Auf  diese  Gränzen,  deren 
Bui  bestimmte  Existenz  im  Räume  jedenfalls  auch  sehr  merkwürdig 
ist;  muss  daher  überall  zurückgegangen,  dieselben  müssen  lediglich  als 
Dtinitionen  benützt,  und  auf  deren  Bestimmung  muss  jederzeit  allein 
lis  Aigeomerk  gerichtet  werden.  Nur  auf  diesem  Wege  wird 
sich  den  gegenwärtig  in  der  Analysis,  gegenüber  den  vagen 
vGlIig  aoliquirteu  Darstellungs •  und  Entwickelungs «Methoden 
d«  liieren  Rtthen- Analysis,  nnr  noch  auf  Geltung  Ansprucl^ 
■üdieo  dürfenden  Ansichten  der  neueren  strengen  Wissenschaft 
■Mtgemftss  anschliessen.  Dann  muss  ich  ferner  bemerken,  dass 
^  es  für  völlig  verfehlt  halte,  wenn  man,  wie  gegenwärtig  überall 
^^  geschiebt,  die  Theorie  der  sogenannten  Curven  von  einfacher 
^■d  von  doppelter  Krümmung  von  einander  scheidet,  indem  man 
jene  f&r  sich  und   dann  anch  diese  für  sich   betrachtet. 
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Vielmehr  miiee  man  nach  meiner  Meinung  eoglekh  von  Tom  be^ 
ein  in  völliger  Allgemeinheit  die  sogenannten  Curren  von  doppel- 
ter Krümmung  einer  genauen  Untersuchung  unterwerfen,  und  an 
der  dadurch  gewonnenen  Theorie  dann  die  Theorie  der  eogenan- 
ten  Curven  von  einfacher  KrGmmung  als  einen  besonderen  Fal 
ahleiten.  Namentlich  ist  es  bei  dem  gegenwärtigen  Znstande  dtc 
Wissenschaft  ganz  unerifisslich,  bei  den  sogenannten  Curven  vw 
doppelter  Krümmung  ausser  der  ersten  Krümmung  auch  die  sS" 
genannte  zweite  Krümmung  einer  gleich  sorgftitigen  Betracktng 
zu  unterwerfen,  was  nur  zu  häufig  noch  unterlassen  wird;  diM 
Mrkd  sich  dann  zeigen,  dass  diese  zweite  Krümmung  bei  den  ••* 
genannten  einfach  gelcrümmten  Curven  versehwindet,  dass  db 
erste  und  zweite  Krümmung  in  der  That  nur  den  doppelt  gekrümm- 
ten Curven  zulsommen,  und  dass  nur  eben  erst  hierin  die  Beiies- 
nungen :  „  Curven  von  einfacher  und  von  doppelter  Krümmug" 
ihre  eigentliche  wissenschaftliche  Rechtfertigung  finden. 

Nach  diesen  allgemeinen  Grundsätzen  werde  ich  die  Theofb 
der  Berührung  und  Krümmung  der  Curven  in  der  vorliegend« 
Abhandlung  einer  neuen  Bearbeitung  unterwerfen,  und  tinigeBt- 
traditungen  über  die  Berührung  der  Flächen  hInsufSgefi,  so  dttf 
sicli  als  weitere  Ausführung  dieser  Abhandlung  die  in  dsr  Ak* 
handlung  Tbl.  XXVIII.  Nr.  VIII.  entwickelte  allgemeine  Themli 
der  Krümmung  der  Flächen  unmittelbar  anschliessen  liest,  «rf 
dann  mit  der  vorliegenden  Abhandlung  ein  Ganzes  bildet 


I. 

Den  geometrischen  Untersuchungen,  welche  den  eigenificbfi 
Gegenstand  dieser  Abhandlunt^  bilden  sollen,  schicken  wir  A 
folgende  allgemeine  analgetische  Betrachtung  voraus. 

AVenn  f{x)  eine  beliebige  Function  von  x  bezeicbnet,  und  SiM 
Functionen 

Kx).    fix),    fix),    r(x). fi^Kx) 

sirischen  den  Gränzen  x  und  x  +  ^x  stetig  sind,  wasfSrgewiiM 
bestimmte  Werthe  von  n  bei  allen  folgenden  Untersediungen  jedl^ 
zeit  vorausgesetzt  und  stets  festgehalten  werden  muss;  so  iit 
nach  d«m  Taylor'schen  Lehrsatze  bekanntlich ,  wenn  p  eine  gt* 
wisse  positive,  die  Einheit  nicht  übersteigende  GrSsse  bezelehoMi 

/Ix     ^^       ^x^ 
fix  +  Jx)  =f{x)  +f(x) .  -j-  +n*)  •  172  +  •  •  •  • 


d»  ^rüknm§  9md  Itrüwummg  der  Cmrwen,  301 

,  fr»i»  wir  Am  ILftnte  w«f)eD 

I  •  •  •«  IV 

I,   iml  diese  IMsee.   wie  gevröbnlicb»  dMi  <leif  CHiaiewIil 
■  etttsprecheodea  Rest  de?  Taylor'sebeo  Reih«  Debile«  s 

Der  Rest  91»  ist  in  Bezu^  aof  Jx  «ine  Gr^^sse  der  itten  Ord- 
g  oed  weDD  nao  die  positive  gaoae  Zahl  m  <  n  ist*  ee  Ist 


ii  Besag  saf  Jx  eine  Grosse  von  der.  Null  fibersteigeoden 
(■— fli)ten  Ordnung.  Lässt  man  nun  ^x  sich  der  Null  nihern» 
••  wird,  weil  q  eine  die  Einheit  nicht  fibersteigende  positive  Grosse 
Mi  /ts9(j- 4 ^zf jr)  sich  der  endliehen,  ?0llig  bestlMmteti  GrCsse 
f^ß)  eis  seiner  Grinse  n&hern,  tind  /l:i^*^  ttlhert  sfell,  well 
i^H  glteser  t\n  Null  Ist,  der  Nnfl ;  als/i  nlfaert  unter  denr  ge^ 
VörenssMsungen  nach  dem  Ohfgeo 


^  .ich  der  Grlnze  V^^ 

jX  A  •  •  •  •  ft 


Jx^ 
M|lkl  der  Orftnze  NoH,   so  dass  nntef  den  geftaehten  Voraus 

tKnageo  Immer 

lit   Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

C  M  •   •  •  • 

■(•bMinittelbarergiabt,  dM«,  «r«HK  J»  «Ich  derNMN  iilb«rt. 


91,  _/'(")(x-i-y^fj;) 


^  sich  der  Grinse  C^^ 


*ihirt,  oder  dass  anter  der  gemachten  Voranssetsong 

€Mjl,  1  .  .  •  •  fl 

ffieraae  ergiebt  sich  der  folgende  8atst 
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Wenn  f[x)  eine  beliebige  Faoctioo  von  je  beieichnel 
und  die  Functionen 

fi^).  n^).  rw.  rw /<•>(«) 

swiscben  den  Gränzen  a:  und  a+Jx  stetig  sind«  so  ist 
für  ein  der  Null  elcb  n&berndea  Jx  immer 

Lim-7-^i=0  oder  Lim-r:^  :=  « -t 

jenachdem  iit<n  oder  m:=n  ist 

Von  diesem  Satze  werden  wir  im  Folgenden  häufig  Anwendmg 
zu  machen  Gelegenheit  finden. 


II. 


Es  sei  jetzt  eine  beliebige»  durch  zwei  Gleichungen  swisdiM 
den  verfinderliclien  oder  laufenden  Coordinaten  jr»  9,  ?  eharaki»' 
risirte  Curve  im  Räume  gegeben  *).  In  dieser  Curve  denke  mi 
sich  einen  beliebigen,  aber  bestimmten,  durch  die  CoordinalM 
^9^»  <  gegebenen  Punkt  (x,  y^  z),  und  lasse  nun  or,  y,  2  die 
zusammen  bestehen  konnenden  Veränderungen  ^s,  Jy,  dt  erlei- 
den, so  dass  durch  die  Coordinaten  x-\-Jx^  y  +  ^y»  z-f^iete 
zweiter  Punkt  (x  +  ^x,  y  +  ^^y,  2+  /Iz)  unserer  Curre  bestimst 
wird.  Legen  wir  nun  durch  diese  beiden  Punkte  eine  Gerade, 
welche  wir  überhaupt  eine  Sekante  der  Curve  nennen  wolleOi  eo 
haben  deren  Gleichungen  bekanntlich  die  Form 

X  —  x      n  — y        j— z 

COS  6       cos  Sl       cos  n 

welche  Gleichungen  aber ,  weil  unsere  Sekante  zugleich  durch  den 
Punkt  (x  +  Jx,  y-{-Jy,  z  +  ^2)  geht,  auch  bestehen  mOssen, 
wenn  mfm  in  ihnen  fär  x,  t),  }  respective  x+Jx»  y-f  ^y»  s-fii 
sef r.t.  wodurch  man  die  Gleichungen 

/Ix   __    //y    dz 

cos  B       C09SI       cos  n 


*)  1d  der  Abhandlan^  über  die  Krnmmiing  der  Flachen  in  ThtO 
WV111.  Xr.  VITI.  flind  Hie  laufenden  Coordinaten  durch  grosse  lateinlsebt 
Buchstaben  bezeichnet  worden.  Ich  habe  hier  die  Besclchnong  dieser 
Coordinaten  durch  kleine  deutsche  Buchstaben  vorf^etogea,  was  ■■  sich 
natürlich  keinen  Unterschied  macht. 
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ifliit,  MS  denen  sich  die  Gleichungen 

COfi  B.dx  =  C08  S .  Jx , 

cosS.dz  =  cobTI.Jx 

«gebeo.     Qnadrirt  man  diese  Gleicbungen  und  addirt  sie  dann 
a  eiiiaDder»  so  erhält  man,  weil  bekanntlich 

cos  ö*  +  cos  Ä*  +  cos  72*  =  1 

iit,  die  Gleichung 

CO»«  a«  (Jx^  +  Jy*  +  Ji*)  =  Jx* , 

9m  welcher  sich 

//x 
cos  6  =  Jt 


mi  Mglicb,  weil  nach  dem  Obigen 

cos Ä  =  cos O  21^  ,      cos  JI=C08Ö— r- 

!   ht»  alt  Bexiehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 
Aeihaapt 

/Ix 
cos  O  =  i: 


cosÄ  =  ± 


co8n=i: 


Jz 


«Riebt. 


Well  fiberhaupt  xvrischen  den  Toordinnten  jr,  p,  },    und  folg- 
lich auch  «wischen  den  Coordinaten  x^y^i  des  gegebenen  Pnnk- 
^  der  Curre  zwei  Gleichungen  gegeben  sind ,  so  kann  man  immer 
tiae  dieser  drei  Coordinaten  als  unabbSngig  variabel ,  die  beiden 
Mderen  aU  davon  abhSngig  oder  als  Functionen  dieser  als  unab* 
kisgig  Tariabel  betrachteten  Coordinate  ansehen.    Man  kann  sich 
^her  auch»   was  allgemeiner  und  der  lüleganz  und  Sjrmmetrie  der 
^  entwickelnden    Formeln  OVrderlich   ist,   alle  drei  Coordinaten 
^»  jf»  s  aIs  Functionen  einer  anderen  beliebigen,  als  onmbhin« 
gig  ▼nriabel  betrachteten  Grosse,   die  %vir  im  Allgemeinen  durch 
f  bcieicbnen  wollen,    und  ihre  Veränderungen  durch  din..Vnria- 


derungeo  dieser  als  unabbiogif  variabel  bctiacJitatea  Gr8«M 
sänimtlicb  herbeigeführt  denicen.  Thut  man  das  Letztere,  i 
denkt  sich  also  die  Teräoderungen  Jx^  Ay^  Az  von  x,  3 
sämmtlich  durch  die  Verftnderang  //^  von  9  herbeigef&hrt» 
%vird  man  die  obigen  Formeln  besser  unter  der  Form 


cosO=Jb 


4^ 
Afp 


*        9  mm  m     '    "t  ■  '        ■  ■  I 


eo»Sl=±  ^^ 


Aq> 

A% 
_      -  A^ 

also,    wenn  auch  nicht  ohne  alle  Veränderung  der  vorstehet 
V#rveiebfii,  aber  dock  jedeoGilhf  immer  mH  Bexiebmg  4er 
ren  und  unteren  Vorzeichen  in  den  folgenden  Formeln  auf  aij 
der,  unter  der  Form 


cos9=± 


4x 
Aq> 


s{t)*m^i%)" 


coeJZ=J: 


A^ 

Afp 


da^iteMtffff 

iilwit  man  nun  A^  sich  der  Nitfl  nibern»  s*  werdfii» 

cos  6,    cosA»    cos  17 
«iMi  respeetive  de«  (tvincen 


der  BtrMrmnff  imä  Krimmtait  der  C^uvem. 


907 


dt    - 


V  0'*m'*(B 


89 


*  V"(i)-  *  (iF(S)- 


89) 


±'  ■  ^'    ' '         ■  ■  ■  ■»— »^  11»    I 


■iheni,  99  iamM  ako,  wenn  wir  diese  Grftlozen  von  cos  9»  cosA, 
i7  respective  durch  cosd,  coso»,  coso  beaeiehnen : 


cg«#^± 


ftr 


^m^mw 


1)  .  .  .    c  eo9ai=:db 


b 

H 


C08O=db 


dz 


ist;    und  nach  dem  Obigen  sind  dann 


% 


•    • 


CO8  0       eoso       cos  3* 


alaOy  nach  vorstehenden  Formeln, 


3) 


8a:  8y'  8« 

dq>  8^  89^ 

die  GrinagMehungen  der  Gleichungen 

«ea#      C0SÄ      cosil' 


dar«t«ll«n,    wob^i    m&a  sieb  nur  imm«  .»,  y,  t  kb  PaactioaM 
einer  gewissen   anderen    UD^bhänKigen   Terinderüchen   GrOsa«  m 

deoken  hat*).  '' ' '■  "■'     ■"''"■ 

Setst  m&n  ^=x,  w»«  MtOrlich  ventattet  iat,  so  hat  smu  Ib. 
den  obigen  Formeln 


■)  Dlew  Beraerkang  ftüt  allgep*iR  ftr  >ll«  'im  Falt(MfiBK,«^^ii|| 
nendeB  ähnlichen  Fille,  wo  die  elftentllch  immer  h iatuand «ak— de ,  wia 
UBshhiiigiit  lariab«!  in  bstracbtande  OtSm«  f  «n*  de>  Fomela  wegg*- 
iHorn  worden  i*t,  ««■  hier  rin  f^  alle  3Ial  bMoerhl.wiid. 


I 
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•et^09 .  SabsUtutioneo »  deren  wirkliche  AnaRlhruo^  nicht  der 
ymingaten  Schwierigkeit  unterliegt,  und  daher  hier  and  in  Fol- 
genden immer  dem  Leser  überlassen  bleiben  mag. 


IlT. 

Jed<  darch  den  Pnnkt  {x^  5»  2)  gehende,  auf  der  dlesetii 
Punkte  entsprechenden  Berührenden  der  Curve  senkrecht  stehende 
Gerade  heisst  eine  Normale  der  Turve  in  dem  Punkte  (x»y,2). 

Weil  jede  Normale  durch  den  Pnnkt  (ar,  y,  z)  geht,  so  haben 
ihre  Gleicliilogen  im  Allgemeinen  die  Forni 


tr-£.  —  Rzia  —  ?— 


z 

.  • 


cos^i        cosa>|        coscd| 

nnd  weil  sie  auf  der  Berührenden  in  dem  Punkte  (x,  y,  x)  senk- 
recht steht,  so  sind  die  Winkel  61 ,  lO] ,  0|  den  beiden  Bedin- 
l^ngsgleichungen 

COS^COS^  -f  COSflOCOSfOi  -f  COSQCOSQi  =0, 

cos  ö|*  +  cos  »1*  +  COS  öj*  =  1 ; 
also  nach  1)  den  beiden  Bedingungsgleichungen 

i     dx  dy  82        _        -^ 

6) ...  5  5^ ''***'''  +  $<^"«"«  +  ö^«^""*»» = 0. 

\  cos  öl*  +  cos  (»i*  +  cos  öl*  =  1 ; 

oder  de«   beiden  Bedingungsgleichungen 

Sdx .  cos  ßi+dy.  cos  lOi  4-82.  cos  c5i  =0, 
cos  öl*  +  cos  ß)i*  +  cos  öl*  =  1 

unterworfen.  Der  eine  der  drei  Winkel  ßi,  oi| ,  c5]  bleibt  immer 
der  willkührlichen  Annahme  anheim  gestellt,  und  die  beiden  an- 
deeen  Winkel  sind  dann  mittelst  der  awei  obigen  Bedingunga* 
gleichnngen  zu  bestimmen,  was  in  der  theilweisen  Unbestiarait» 
heit  der  yorliegenden  Aufgabe  seine  unmittelbare  Erklärung  findet. 

Aus  den  beiden  Gleichungen 

cos  6 cos  61  4*  coj>  n cos  (»1  -|-  cos  o  cos  61  =  0, 
cos  Öl*  -f  cos  (Ol*  4-  cos  öl*  sz  l 
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fedel  man  niittelat  leichter  Rechnung  mit  Bezlehnng    der  oberea 
■ed  unteren  Zeichen  «uf  einander: 


ea.»,=- -^^ ■ . 


\        ^       —  cesflcoBÖcosATcM«»  V^l— «oeö*— coeA* 

'  "«ä,  = ^^ '- : 

■  ««khe  Fonneln  man  nnn  leicht  noch  fdr  coad,  cosv,  coaü 
ibc  aM  S)  bekanDten  Auarirflcke  eiDltfhrfln  künnt«,  was  wir  jedoch 
A»  Eine  wegen  hier  untarlaasen. 


[K«  in  dem  Ponkte  {x,  y,  i)  auf  der  dleaem  Parkte  enbipre- 
.uaiJcn  Berahrenden  der  Corre  aenkrecht  stehende  Ebene  beiMt 
At  Normal-Ebene  der  Cnrve  in  dem  Punkte  (ae,  y,  i),  und 
«CS  itt  Lage  nach  durch  zwei  durch  den  Punkt  (x,  y,  t)  gdegte 
I  der  Curfe  heatinmt. 


CO801       coaoii       coso,  * 


COS  »B         COS  Us 


Bweler  durch  den  Punkt  (x,  y,  i)  gelegter  Kot- 


'  dar  demselben    Punkte    entsprechenden    Normal- 
T^^  ()■«•■  ■"  '■■'  ■■■■"t   weil  in  dieser  Ebene  di»  beides 
sn,   oCenbar  die  bddei 


da  rat« 
einer 
denke 


.=0, 
.=0; 
MMiige«  fWtor  W- 


•)  DJM«  Bt 

»enden  ähnlichei. 
uunbliii^iK  variali 
Iris.po  wordrn  Ut.  . 


'  CTlpichaagn   *•■    dw  Farw 
'iSaa  maa,  venn  C  ein« 


,>,    s  =  f («A,— Aa,). 


Air  B€fHknn9§  tnui  JMhiutnHg  ^€f  Oktmh«  871 

B=Z  G(g08Q|  cos  ^  —  G08^  cosSs)» 

C=  €r(cot  ^1  cos  iO|  -—cos  mi  cos  61b). 
Nun  ist  aber  v^h  II. 

COStfCQf^'f  CfS9Q08O|~l~<^^S^^^l=0> 

cos^cosAt -f  coso  cQsai||-|-COsScQ»iH^0; 
also,  waoD  wieder  O'  eisen  gewisses  Factor  hezelchoet: 

cosO  =?  C (cos  »1  cos 25t — cos8|CoscDt)» 

COSO  =  Cr'(C0sS|  COS^t  —  C089|  coscSt)» 
COSO  =  Cr'(C0S6|  COS<Ot  —  COS  (Of  COS 61^) ; 

wo  aar  weiteren  Bestimmoog  des  Faetora  &  die  Gleichung 

cos  6*  4- oos  (»^ -f  ^o^  S*  ^  1 
dienen  würde. 

Weil  nun  04|Ch  dem  Qbi^^n  der  Faqtor  G  ofenbar  eine  ganz 
wUlktbrliciK^  Grosse  ist,  so  kann  aqcb  G  =  G',  41I90  nach  dem 
Obigen 

A^sG'  (coa  (D|  coa  S^  —  cos  c5|  cos  a^ , 

iB=(>r'(cosQi  cos0t-^cos9i  coscSt)» 

C=  &  (coa/9^  coa  99%  — cos  wg  cos  6^) 

gponfit  werden,  welches,  mit  den  oben  stehenden  Aasdrflcken  von 

eos^,    CSS»,    coeS 
voffgHehen,  unmittelbar  su  den  folgenden  Gleichungen  flihrt: 

ilsaeos^,    Attseesoi,    C=cosc5; 

ao  daaa  also  die  gesuchte  Gleichung  der  Normal- Ebene  der  Curre 
Ib  dem  Punkte  (j;,  y,  2)  nach  dem  Obigen 

fl)  .  .  .  (r— d:)cosd  +  (9— 5f)cos©  +  (j— x)cosö=0, 

also  Meb  I)  oder  6): 

10) ^Ör-*)+^(»-y)  +  |^Öf"*)=0 

oder 
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11)  ...  .    8«.0f-«)  +  8y.rt— f)+Sx.(f— x).=0 
Ist 

V. 

Wenn  die  Gleichungen  der  Curve  unter  der  Form 

gegeben  sind»  8d  dans  folglicb  auch 

iet,   wo  also  die  Curve  eigentlich  als   der  Durchschnitt  sweier 
Fliehen  betrachtet  wird,  so  fsetze  man  der  Kflrze  wegen 


Dann  ist 


du    öo:      Ott  8|r       hu   dz  _^ 
^* ^      Bfjf' dg>       <5z  ' Bg>        ' 


Bx     du  ^.8ü  &^Q. 
'dq>      dy  '5^     Bz  'Bg>       ' 


3U  Bx  ,BÜ 
Bx 


wo  alle  Differentialquotienten  von  u  und  tJ  natürlich  partielle  Dif- 
ferentialquotienten sind;  und  wenn  nun  Cf  wieder  einen  gewis- 
sen Factor  bezeichnet,  so  Ist: 

Bx     ^,„/Bu  Bü     Bu  Bü\ 

»2)    .    •    •     <    8^-«'  \Bz'Bx     Bx'  Bz)' 

B(p  ""       \Bx '  By      &y '  Bx/ 

Also  sind  nach  3)  die  Gleichungen  der  Berührenden   der  ge- 

?sbepen  Curve   in  dem   Punkte   {x,  y,  z)    unter   der   gemachten 
oraussetzung :  , 

13) 

x—x ^— y  _  }—i 

du'  iü_Bu  Bü  ""  Bu  BU_Bu  djl  ■"  'BiT^^Bu  Bü* 
By'lz      Bz' By        Sx '^      ^' Bz        ^' By      Sy' Bx 

und  zur  Bestimmung  von  (9,  »,  o  hat  man  nach  1),    wenn  der 
Kurse  wegen 


J 


J» 
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14) 
_-      /ai»8C7     buW\.(^hü    dm9Vy,/dmdü    Bmdü\* 

oder 

18) 

/du  dU  .du  dU      du  Büy 

gesetit  wird,    die  folgenden  Formeln»  in  denen  die  oberen  und 
nnteren  Zeichen  eich  auf  einander  beziehen : 

du   dü^Bu   du 
GO80  =d:  — p ^  f 

du  dü^du   du 

16)    .    .    .     <  .dz'  ^     '  5J '  "ST 

eosa=± -p , 

Su   dü_du  dV 
C08O=J: ^  p • 

Die  Gleichung  der  Normal -Ebene  in  dem  Punkte  (.r,  ^,  i) 
ist  nach  10)  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

.  /du  dV     du  dü\^  [ 

(du  du     du  8Ü\, 

^Kdx'd^'^djf'dJ^J^^'^^ 

TM. 

Wenn  die  gegebene  Curve  ganz  in  einer  Ebene  liegt,  deren 
Gleichling 


^  ^«  Ift  nimlich  iiomer 


\bU  <m>  kanii  tba*  im  ForliergeheAdefl  ^ffenlNHr 

b  —  Äx^Byi^Ci^Ü, 
folglich 

8^_^     8^_»     3«^_^ 

ar-""'  "ijy—"'   ar-^ 

MtsM.    Also  sind  nach  13)  die  CrleietiaDg^ft  der  Btrflhrenden  ia 
dem  Punkte  («,  y,  z)  io  dIeSAtt  Fftlle; 

^  •  '  •  TR«     ^^      ^dm      jdu         du     g.Bu' 

^&""^^     ^S""^S     ''S^""^^ 

Weil  natfirliph 

^«+iB5y  +  ,Cir  +  D  =  0 

Ist,  80  Iftsst  alch  die  GleichuDg  der  Ebene,  in  welcher  die  Cnrve 
liegt»  aach  unter  der  Form 

darstellen;  and  weif  nun  offenbar 


Ist,  80  erhellet  leicht,  dasa  die  Berfihrende  jederaeit  gans  in  der 
Ebene  liegt,  in  welcher  die  Curve  liegt. 

Die  Gleichung  der  NoMial-Ebeae  in  dato  Punkte   (x,  if,  t) 
tat  nach  17): 

8k     ^fii 


19)    ...    .       (Ä^-C|J)Or-*) 


Daas  diese  Ebene  auf  der  Ebene,  in  welcher  die  gegebene 
Cnnre  li^t,  senkrecht  steht,  versteht  sich  nach  dem  Vorher- 
gehenden von  selbst. 


Die  in  der  Ebene,  in  welcher  die  Corvo  liegt,  liegende  Nor- 
Male  der  Oarm  in  •den  Papkte  (tc,  j|,  s>  ist  effeabaf  die  OokIk 


ihriltolluU  dieMr  Ebene  mit  der  NonMl-Ebene  b  dem  Punkte 
(ßt  y,  s),  and  wird  abo  durcb  die  beideo 

cbarakterbirt     Aus  diesen  beiden  Gleicbongeo  folgt»  wen»*  G* 
einen  gewieeen  Factor  bezeichnet : 

,-.  =  C-M(c|-4V/»(ß|-c|)l;. 
oder: 

folglich  sind  die  Gleichungen  der  in  Rede  stehenden  Normale: 

,j_JlZi________ 
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Nimmt  man  die  Ebene,  in  welcher  die  gegebene  Corve'Hegl^. 
ale  Ebene  der  irt^  an»  *80  iet  ihre  Gleichung  f  3:0»  «nd  muk  hift 
also  im  OlHgen  ^1  =  0,  i?=:0,  C=  1»  />  =  0  so  eetaen.  Daher 
erhfilt  man  in  diesem  Falle  naeb  18)  and  20)  ak  GldcbnngeB  der 
Berabrenden  and  der  Normale  fOr  den  Pankt  (^»y)  in  der  Ebeae 
der  r9  offenbar  reapective  die  Gleicbnngen - 

-"^  =  "Sir'""*  -ST  =  "155^ 


8y  da:  dar  ^ 

oder 

21) 

WO  natörlicb  u  nur  eine  Function  von  x  ond  y  ist«  da  allge* 
mein  j=:0  ist.  Nun  bt  aber  naeb  den  Lebren  der  Uifferential- 
recbnong  in  diesem  Falle: 


also: 


die. 8» ^        ,8a,8M hx  ^ 

dx '  dy  dx  % '  Si  by* 


folglicb  sind  nach  dem  Obigen  die  Gleicbangen  der  Berfihrendeo 
und  der  Normale  respective: 


-^(T-^)+(9-y)=0  ond  -.|?(r-ar)-(i>-y)=0 


oder: 


22).  .  ij  — y  =  gj(jr— x)    und    i^ -3^=  -  ~(y  — x). 


wie  binreiebend  belcannt  ist. 


TII. 


Zo  den  bis  jetzt  betrachteten  zwei,  durch  die  Coordinaten 
X,  yt  X  and  x-{-Jxy  y  +  ^y,  t-\-^t  bestimmten  Pnnkten  nnserer 
Corvo  wollen  wir  jetzt  einen  dritten  Punlit  derselben  hinzufUgeo, 
welcher  durch  die  Coordinaten  or— ^x,  y-\-l>yt  i-fDz*)  bestimmt 

*)  £ine  Terallg«nieioernDg  der  hi«r  abiichtlicb  tofrct  io  der  ~f»l- 
geades  Weise  aogetielUen  ßolracbtung  ■•  ra.  ooten  in  der  Aanethmigb 


MliJM|t,.;fvo  alM  U|y.«Bd  'D&dto*  VdrSndMwigta  der  Coordioa- 

lüf  and  s'baceiobnen,  die  durch. die  Verftnderung  —  ^«  ven  ^ 

hffbe%eRlbrt  werden,  so  wie  J^  und  dt  die  dtnrch  die  VerlDde- 

mg  ^dx  TOD  or  herbeigefiihrten  Verfinderongen  von  y  and  s  be- 

üichneD.    Dureh  dieee  drei  Punkte  wollen  wir,  eben  so  wie  wir 

rorber  durch  die  beiden  Punkte  (j;>  y»  2)  und  (x-^-dx,  y -{- dy^ 

M-i-Jz)  eine  Gerade  legten  und  dieselbe  einer  weiteren  Betraih- 

teog  unterwarfen,  jetzt  eine  Ebene  leg^n,   deren  jUleicbung,   da 

diese  Ebene  durch  den  Punkt  (x,  y,  i)  gebt,  im  Allgemeinen  die  Form 

haben  wifd.  Da  die  in  Rede  stehende  Ebene  aber  auch  dureh 
die  iieiden  anderen  Punkte  gehen  soll,  so  muss  diese  Gleichung 
ABcb  noch  bestehen,  wenn  man  Ar  X»  Vf  }  respective  :r -|-  ^x, 
jf-f^y,  2-i-Jx  und  ar— ^jp,  y-f  Dy»  x  +  Dt  setst,  wodurch  man 
ofleubar  die  beiden  folgenden  Gleicbuuf^en  erb&lt: 

AJx  +  ßJy-t  CJx  =0, 
-4^/jr  — BDy-C'D2=0; 

ans  denen  itieh  ferner  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

AJd(Jx  f  l>s)  +  B(JyDx^Jzüy)  ^  0, 
B(Jy+Dif)  +  C(^i+Di)  =  0. 
C(JyDz-JzDy)'-A/tx(Jy-{-Dg)^{)i 

oder,  wenn  wir  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Hoihe  mit  Ajfl, 
Ax,  Ax^  dividiren,  auch  die  drei  folgenden  Gleictiuti.i;riii 

'  «rgeben,  aus  denen  unmittelbar  ersichtlich  ist,  dass  c««  Tcr^lnttet  ist, 

.         ^   Dz        ^z    Dy  * 
^x  Jx       Jx   Jx 


Thril  X 


Wt9 


^fmmeri:   Mii^  IMmiMlMtf  tf^  TMe0N9 


NehiKM  wir  «M  s  ak  die  anabbiaglge  loliidwlkfce 
an  und   betrachtaii  jfi  %  aW  FaoctloiiMi  von  4P»    «o  fei 
Taylor-ncfi«!!  Lehraatae:  •' 


ax 


und 


^jr=^'^*  +  '^a»    2^2=2gj^«  +  SI, 


wobei  man,  waa  man  aach  im  Fnlgenden  nta  flberaehen  darf,  i 
brachten  hat»  da^ui  im  letzteren  Falle  r-^^  die  Verfinderuag  iiU 
welche  x  erlitten  hat.    Folglich  iat 


and 


X      ^x^x*     Jx       dx     Jx 


Jx         8x      Jx*    ^x         dx      ^x  ' 


also  nach  dem  Qbigen: 

^—     \bx^  ^x) V5i       dxj  +  V3*  +  /ix) \Si       /Ix) 

—    \tx^  W  \bx + —  W + Va*  ^  ^«/  vai  "*"  -ii?/ 

woraus  man  nach  leichter  Rechnung  flndet; 

cx\Ax     T-^xJ      dx\d^      —/Ix) 

Femer  Ist: 

V/lÄ'.        -^^Xj  Jx         — ^.T 

Weil  nun  nach  dem  in  I.  bewiesenen  »Satze»    wenn  Jx  JA 
der  Null  nfthert,  auch  die  GrOaaen 

^a:*    /ix^     — Jx*     — Jx 

eich  ffSmmtlich  der  Nnll  nftbern,  ao  nfihern  unter  der^bea  T«- 
anssetzung  auch  die  Grnssen  A^  By  C  sich  simmtlich  der  NAj 
und  wir  werflen  also  auf  diese  Weise  tu  keiner  dmrlr^M'  PmU 


4Bt  MerüMmmg  und  ärümMwn§  ä§t  Currfn.  K9 

p  3f»  s)  gelMiidMi,  der  Lag»  nacb  vOillg  bestimmten  Gränx-Ebene 
Rihrty  welcher  die  doreh  die  Toirher  betrechteten  drei  Punkte 
Icf^e  Ebene  sich  nähert»  wenn  Jx  sich  der  NaII  nähert«  wenn 
m  min«  die  beiden  durch  die  Goordlnaten  x+Jx,  y-f^jf,  z  +  idz 
i  ^r  —  Jx»  y +  DVf  ^  -t-  Ds  bestimmten  Paniite  dem  Paekle 
»  3f»  2)  immer  nSher  nod  näher  rüciceniäeet  Gans  andere  aber 
*lüllt   eich  die  Saclie,   wenn  man,  was  eSenliar  teretattet  lat» 

jdx  \Jx  Jx     Jx   JxJ  * 
"-~^x\Jx'*'  JxJ' 

xt;    «lenn  dann  wird  nach  d«in  Obigen  oSnibar 

^-dxlJx*^(—Jx)*\       SxtJx'*'{-Jx)*\ 
\Jx^ '  —  Jx      Ax* '  —  dxj 

1 

I  nncb  dem  in  I.  bewiesenen  Satze  nShern  aich  nun,  wenn  Ax 
b  öer  Nnll  nXbert,  die  GrSssen 

Rj  Stg  R.  atg 

Jx*'    Äx*'    (— ^i)»'    (-Jx)* 


;pective  den  GrSnzcn 


4.^.     4. 


^     1  üi    1  ^• 


I  Grn«Men 

3sL    J?sL 

—  Jx '    — Jx 
rr  beide  der  Nnll;  folglich  nXhern  nach  dem  Obi^ien  die  GrSasen 

A,    B.    C 
ih  »Senliar  respective  den  GrSnac« 
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hjf   Sh 


SS'Sfl?     3dr*ÖÄ* 


tMid  db  dorch  die  drei  oben  betrachteten  Pankte  gelegte 
nähert  eich  also,  wenn  man  ^j?  eich  der  Mull  niherD»  wenn 
aleo  die  durch  die  Coordinaten  x-i-Jx,  g  +  j^gf  x -f  i^z 
X  -*  Jw,  y  -f  Djf,  f  -f  Dx  beetimmten  Punlcte  dem  Punkte  (x,  y » s) 
immer  näher  und  näher  rflcken  läest,  einer  durch  den  Peakt 
(x»  y»  x)  gehenden,  der  Lage  nach  grillig  bestimmten  Gräai- 
Ebene  9   welche  durch  die  Gleichung 

23) 

^•S-l-^)<'-'>-S"-»)+^<'-')=» 

▼ollatändig   charakteriairt »    und    die   Oeculation^-Ebeiie   der] 
Cnrve  in  dem  Punkte  {x»  y»  x)  genannt  wird« 

Betrachtet  man  ar,  y>  s  eäromtlich  ala  von  der  veränderlichte, 
GrOase  9  abhängig,  so  ist 

ay_ajf    8£^    j^^    ?*— ^r*^*; 

S9       dx'  dfp*  Bx      ^'tlip* 

und  femer  iat: 


alao: 


8^ 


3'y      8y    S'jr 

S^  ""  Bx '  S^* 


• 


8g> 


( 


(; 


sp 


Gans  eben  so  iat: 


Bt  ^^  Bx   Bx      8h 
3  jr  "**  5^   8(p*    8^ 


3;r    3*x       Bx    3*jr 


Q" 


Hieraus  erhält  man  nun  leicht 


I 

der  Berührung  und  Krünmmni  der  Curwen. 
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S^  8H Bx   S^f 


(£)■ 


(I)" 


id  nach  23)  ist  also  offenbar  die  Gleichung  der  Osculation«- tbene: 


24) 


\\^ 


/du    a«z      dz    8V\,  V 

/dz    ff^x     dx    Vh\.         ^  f      .. 

+  Kd^'W^W'^r"^^^^  \     ' 

(dx  a«//      dtj    Wr\ 


oder  auch : 
25)    .     . 


•    •    »       (3|jf3*i  — Är8^)(r  — ar) 

+  i^^X'-dxiN)  {x^ -^)  J  =0, 

+  (3dr3«^— 8y9«:t)  (j— 2) 

wenn  man  «ich  nar  immer  x,  y^  z  »ämmtlich  ab  von  einer  Ter- 
&nderlictieD  4arc>sae  abhängend  denkt 

Anmerkung.    Ich  habe  im  Vorhergehenden  drc*!  durch  die 
Coordinaten 

X'\'dx,  y+^ff,  i  +  ^z;    X,  y,  z;    x^Jx^  y+  l>^,  2+  Dz 

bestimmte  Punkte  betrachtet,  und  bin  der  Meinung ,  dass  dadurch 
bei  Untersuchungen  dioAcr  Art  der  erforderlichen  Allgemeinheit 
kein  Eintrag  gethan  wird ;  man  nfirde  aber  allerdings  der  Be- 
trachtung noch  eine  grossere  Allgemeinheit  haben  verleihen  koo- 
neo»  wenn  man  überhaupt  drei  durch  die  Coordinalen 

js+Joff  af  +  ^*>  *  +  ^«;    *»  .V*  «;    x  +  aJx,  y  +  Dy,  z  +  Dz 
,  bestimmte  Punkte  betrachtet  hätte,  wo  m  einen  con^tanten  Factor 


3S2  Grüner t:    Neue  Dartteihmg  ä&r  1%e&ri§ 

beieichnety  dea  man  fibrigeos  jedeo   beliebigen  Werth  belb|ca 
kann ,   und  Vy  nnd  Dt  die  durch  die  Verlndeniag  u^x  vea  «| 
bcrbeigefährten  Verinderungen  von  y  und  x  sind.    Unter 
Vorautf:ietzung  würde  man  auf  folgende  Art  au  achlieMien  habeik! 

Da  die  zu  bestimmende  Ebene  durch   den  Punkt   (x,  y,  4] 
geben  «olly  so  bat  Ihre  Gleichung  Im  Allgemeinen  die  Form: 

weil  die  Ebene  aber  anch  noch  durch  die  beiden  durch  die  Cotr 
dinaCen  x-t-Jx^  jf  +  ^jf»  t  +  ^x  uni  x-i-«Jxt  jy-f^Jf»  s-FDi 
bestimmten  Punkte  gehen  soll»  so  muss 

ÄJx'+  B/Iy  +  CJz  =  0. 

a J2fx  +  J9Dv -f  CD:  =  0 

sein.    Aus  diesen  beiden  letsteren  Gleichungen  ergeben  sich 
drei  fols;enden  Gleichungen : 

AJx  {aJi — Dl)  —  B(JyDz  -  ^zDy)  =  0, 

ßiaJy-^Dy)  +  C(a^z— Ds)  =0, 

CiJyDx^JzDy)  +  AJx(aJy^Dy)=0; 

oder»  wenn  wir  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reibe  mit  aJjfi, 
aJx,  adx'  dtvidiren,   auch  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

\dx       uAxJ  \dx  oAx     Ja  udxj        ' 

^C^"^  ^x)  +  ^\Zi  ~  ^Ji)  ~^' 

\Jx   aJx     dx  oAxJ  '      \dx     oAxJ         ' 
woraus  uii mittelbar  ersichtlich  ist»   dass  es  ^erstattet  Ist, 

>i—     ^     Ds        Jx     Dy 
"~     Ax '  aJx  ^  Jx '  aJx  * 

""     Jx      uAx' 


1 


\ 


^^x       udxj 


XU  sefien. 


itmmi  maat^Tum  Jx  idch  der  Null  Däherji,  ao  iiähi^rt  INteh 
•idi  dtrllMl»  ond  da  durch  die  Verändeniiig  Jas  von  d^di• 
MleruDgeQ  Jjf  und  Jz  vou  y  und  2, .  durch  die  Veränderung 
▼on  ae  die  Verlnderangen  Dg  und  D$  ton  jy  und  s  herbei- 
rt  werden,  so  n&hem  sich  nach  den  Begriffen  der  Oiffereu* 
ehoung 

^y       z/x        Dy         Dt 


rtive  den  Gräncen 


dz       ^       9i . 

ox      Bx      Bx ' 


i&hern  nach  dem  Obigen  A»  B»  C  sich 'tlMmnlliih  der  Null, 
rir  werden  aleo  auf  diene  Weiae  tu  keiner  durch  Jen  Punlct 
»  1)  gehenden,  der  Lage  nach  TDIlig  beetininiten  Gränz- 
\  geführt. 

iaiiz  anders  verhält  eich  aber  die  Sache»  wenn  wir,  waa 
ar  auch  veretattet  ist, 

'     dx\Jx  »Jx     dx' u4x)^ 

m 

j1x\Jx       oAx)^ 

Jx\Jx       aJxJ 
I.    Denn  nach  dem  Toylor'aeheu  Lehrsatse  ist: 

#s  0k  »■■'■■■ 


t^^  _  ^^  4.  Ü«  ,     ^  —  ^£  j.  ?k 

^x ""  öx       dj; '     Jx       8x      Jx 

*      ■ 

52.-.!«  + Bai,    -!*£=:  ^  +  *il. 

«i/x       Sx     aJx '     aJx       dx     mdx' 


icbl«t: 


S64.  $tf^M€rf:  üßM  DaritifUumff  ä9r^fkw$ri9  > 

•    \nx  u4x      Ax  uJxJ 


'  1      1* 


A  ^  P»  ^  8ta       W,^ 


#. 


1  '..   li 


aUo  nach  dem  Obigeo: 


"''  War«  ■  o^*       //«» '  culxj ' 

•     <     I 


', 


\     • 
Nlihttrt  «Ich  nun  Jx  und  folglich  auch  aJx  der  Null,   so   nilM 
■ach  dem  in  I.  bewiesenen  Sfltze 

.      i/dB*!       /!X^'       (Suixf'       ilBL^xf 

•ich  redpective  den  Gränzen 


und 


8^       a«i       8«^     ,  an 
*a««*  **5P»'  *Si«'   ••8i« 


nähern   sich  beidto  der  Null ;  alao  nfihern  nach  dem  Obigen 
(ilrosjien  » 

Ä,    B.    C 

fiirh  offenbar  reclpective  den  .CrSnzen 

1/1       x/?'/    3'^       3*   ^*^^        ..       x3**     '   '      •         8 


if«r  9trMknm9  umi  MrümmMM§  äet  Cwwn. 


M— >)ßS-|-^).  -«-")&.  *(.-!) 


wormuB  sich,  weil  a  jede  beliebige  tirBsee  seio  kann,   ergiebt« 
für  die  Oscalatioiis-£bene 

^   8h      dx   ^hjf 


gesetzt  werdcD  kann,  so  das*  also 

(dv    d*z      dz   d*v\  d*z  d*«  ^ 


die   Ciileichaiig  der  Osculations- Ebene  Ist,    was  ganz  mit  der  in 
t^l)  ^efandenen  Gleichung  dieser  Ebene  fibereinätimmt. 

TIII^ 

aj'ie  Diircliachnittslinte  der  Normal -Ebene  mit  der  Oacnla- 
tioos- Ebene  nennt  man  die  Häopt-Nermale,  deren  Gleichuw» 
^eo,  also  nach  11)  und  25) 

ar.(r— *)  +  %.rt— y)  +  82.{f-x)  =  0. 

(ay3«z-a2a^)(r— o:)  \ 
4-  (axa«j?-aj:8«z)to— y)  [  =o 

+  0«8V-2!»8*«)(f-*)' 
»lud. 

Aas  diesen  Gleichungen  erhält  man  leicht : 

\  Bx  (dxS^ — dyS^s)  —  Bz  {BydH  ^BiB^y)  \(x—x) 


—  I  B%  {Bid^x  —  8x3^)  -  By{Bxd^-Bya^x)  \ 


ISf  (8^— aifi^)  -  3ar(aT3»jr  -  dxdh)  |  (v— y) 


— |8;r(aa:SV— a^a»ar)  -  di(dyd^—dt8^g)\ 


I  a»(az8"x  -  hxSH) — Sy  (3*8»^  -  3^3»^:)  I  (j — *) 


"  — jl!y(8^-i8»S«^)-a-r(8»9»JS-ar3«»)IOt-«) 
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oüfr 

- 1  (3a;« +8iy«  +  32«)3^^(&r3««  +  SyS^  +  3«3*x)8y  I  ö 
t(3a:«+3y«+32«)3«a?— (ar3"ar  +  3^3^  +  3i3«t)8ar|ö--s)  > 

f  — Q« 

-t(3a:«+3iy«+32*)3«2  — (3j?3*a?  +  8y3«j^  +  3z3«j)32r(jr— a:)  f 
und  die  Gleichungen  der  Haupt -Normale  aind  folglich: 


I .-".» 


-2)    3 


26) 


(3ar«  +  3»«  +  02«)  3«a: — (3 j:3*x  +  3^3Vr3x3«2)  dx 

y-y 

~(3ä«  +  3^«  +  32*)  3*^  —  (3 j:3*dr  +  3^^  +  323^)c!y 

?-« 

•"  (3Ä*  +  3f*  +  32«)8^— (ar3«jr  +  3y3^  +  323«x)  3x' 


8iiid 


4Mi»i       coafft       coai^ 


die  Gleichungen  der  In  dem  Punkte  (xp  y,  z)  auf  der  Oacufatlooii- 
Ebene  senkrecht  Mehesdea  Gerade»»  «o  hat  man  sach  25)  und 
den  allgemeinen  Lehren  der  analytischen  Geometrie  die  folgvo- 
den  Gleichungen: 

(3y3*2— 323*y)coafi  —  (323>jr  —  3ar8'2)coa  X  =  0, 
(323*j? — 3ar3*2)  cos  V  -  (3*3^ — 3yS^)  CO»  ^  =  0 , 
(3x3^ — 3y8*x)  cos  X  —  (3jf3*2 — 323*y)  cos  v  :=  0; 
und  es  ist  also: 

(3y3*2  —  323^)  cos  k = (3y3*i — 3x8^)  cos  l, 
(3y3*2 — 3x3*^)  cos  ^ = (dx8^js — 3jr3*2)  cos  l, 
(3y3«s  -  3x3«^)  cos  V  =  (3jr3^  -  BffSßx)  cos  l ; 
folglich,  wenn  man  quadrirt  und  addirt: 

3y8*»  —  3x3^ 


eosA^:t 


%^(^igV-¥***)*T(^?aH^^^5i^5o^^^ 


d^  Bntkinm§  umä  MrümmuHg  der  C9ir9§tu  387 

alsQ   nach  den  Obigen  Oberhaupt  mit  Beziehaog  der  oberen  and 
aaieren  Zeichen  anf  einander  ^  . 

27)    ' 
SsS^jT— ajf8*x 


cos  vr=Jb 


3jf3^ — 3^3*0? 


f3*y-3y3«ar)«  +  (3^ 

oder : 

28) 

3y3*s— 3x3y* 


eo«i.  =  db 


cos|ii=J: 


V^+3y«+32«)(3«a;«+3«y«+3*2«)-.(3a:8«j:+3y3a|y+3"a>s)«* 

8^3* jT — 8j3*2 

V"(8^T8jfH^(8*^ 

dxB^  —  dyS^x 

^ ""     \^T3iH  J^^H^i^^  (3^8^i+^8^«f&3^^ 

Alpo  sind  die  Gleichungen  der  in  dem  Punicte  (x,  y»  s)  auf  der 
Oecalalione- Ebene  eenkrecbt  stehenden  Geraden: 

«m  /_ii5_  —  ^  ^-y  ^ ?r:L 


Die  Gleichungen  der  Berührenden  der  Curve  in  dem  Punkte 
(x,  jf«  z)  »ind  naeh  4)  bekanntlich: 

813?  8i|f  3z   ' 

Soll  diese  BerOhrende  in  der  Oatculatione-Kbene  liegen ,  ee  mOe- 
een  Ar  jede«  r  die  Coordinaten  9 »  }  der  Berührenden  der  Glei« 
diang  25)  der  Oscnlations  -  Ebene  genfigen,  welches  effenbar  der 
Fall  «ein  wfard,  wenn  Rlr  jede«  r 

8a:(8y3«2  — 823*^)Cr— a:) 

+  8y(323«ar  — 3jr3*2)(r— a?)  l  =0. 

+  32  (ar8«y  —  ^3«ar)  Or — a?) 

d.  b.  wonn  identisch 
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ist;  und  da  dies  nno  offenbar  wirklich  der  Fall  bt,  so  trgi«M 
sich»  dass  die  Berfihrende  der  Curve  In  dem  Punkte  (jr^fi^ 
Immer  in  Ihrer  demselben  Punkte  entsprechenden  OsenlatiMi* 
Ebene  liegt 

Folglich  wird  die  Osculations -Ebene  jederzeit  durch  4ie  Be- 
rührende und  die  Haupt- Normale»  deren  Gleiqhangen  iu  SO)  ge- 
geben worden  sind»  bestimmt 


Wir  wollen  nun  durch  die  drei  In  VII.  betrachteten»  durch <• 
Coordinaten 

X'-Jx,  y+Dy,  «+D2;    a?»  y,  x;    x+Jx,  y+^jr,  2+^**) 

bestimmten  Punkte  einen  Kreis  legen »  und  den  Halbmesser  die* 
ses  Kreises  durch  B9  die  Coordinatep  seines  Mittelpunkts  donb 
X,  F»  Z  beseichnen ;  die  Gleichung  der  Ebene «  in  welcher  dl«' 
ser  Kreis  liegt»  sei 

Dann  haben  wir  offenbar  die  Gleichung 

AiXr-x)  +  Ä(F-iy)  +  C{Z-.«)  =  0 
und  ausserdem  die  Gleichungen: 

(A-:r)»+(F-y)«+(Z-i)«=  iP. 
( JC- j?-zfx)*  +  ( F-jr  -  ^y)«  +  (Z^i-ifs)«  =  Ä«, 

Nun  aber  wollen  wir  unser  Augenmerk  nicht  auf  die  Bestim- 
mung des  in  Rede  stehenden  Kreises  im  Allgemeinen,  nondeni 
▼ielmehr  lediglich  auf  die  Bestimmung  desjenigen  Gränakreises 
richten»  welchem  der  vorhergebende  Kreis  sich  nähert,  wenn  ^x  sich 
der  Null  nähert»  wenn  man  nämlich  die  beiden  durch  die  Coordinaten 
X + Ax^  y  -f  Ay^  t+Az  und  x — Ax,  y  -f  Hy»  z  -|-  Dz  bestimmten  Punkte 
dem  Punkte  (x,y,z)  immer  näher  und  näher  rficken  läset.     Diese« 


*)  Auch  hier  wie  in  VII.  wendrn  wir  suer«t  die  folgende  Belrach- 
tongtweite  an,  werden  dieselbe  aber  nnt^n  in  der  Anmerkung  ▼erallgc* 
meinem. 


4ifr  Berüknm§  und  Jtrtmmmnff  Her  Cmrrtn.  «WJ 

von  einaDd«r  crhilt  man  die  Gleichvng: 

2(r-y)(z/y  +  Dy)  +  2(Z-i)(-^2fD2) 

>  =0 

—  (2^Ä*+-^5«+  Dy«  +  -^2«  +  Dl«) 

Nach  VII.  ist  aber  bekanutlich 

also; 

«»d   folgllcb: 

^»4- Dt   _  J?t    .  _«•'_ 
'NSbert  »Ich  nan  Jx  der  Null,   ao  Int: 

alüo  nach  dem  in  I.  bewiesenen  Satze: 

*^"°    //»>       *  Sä«+*  &»-8ii' 

«ad  wdl  eich  pan 


^       p-y       i^       P« 


vevpeetive  den  GrXaien 
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hy       dg       bi       dz 
dx*     dx\    dx*     dx 

nShern,  so  ist,  ivenn  A^  Y,  Z  nun  wieder  die  Coordinafen  df» 
Mittelpunkte  des  Krammun^skreises  bezeichnen,  die  GrSnzßleichuDp 
der  obigen  Gleichung  offenbar: 

ani)  trir  haben  daher  jetst  cor  Bestimmong  der  Coordlhaten  A',  }',  2 
des  Mittelpunkts  des  Krflmmungskreises .  die  drei  foli»enden,  n 
dieser  Bestimmung  vollständig  hinreichenden  Gleichungen : 

30)  j  A'-x  +  ^J(F-y)+|,(2-x)=0. 

no  A9  BfC  immer  ihre  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  haben. 

Hat  man  aber  die  Coordinaten  A,  f\  Z  mittelst  dieser  drei 
Gleichungen  bestimmt,  so  erhSit  man  den  Halbmesser  Ade«  Kr6a- 
mnngskreises  mittelst  der  folgenden,  aus  dem  Obigen  sich  unmito 
telbar  ergebenden  Formel: 

31)  .  .  .  ft=\^(Ä— a:)*+(r-Jr)2^.(z-:r^ 

80  dass  also  jetsct  alle  zur  vollständigen  Bestimmung  des  Krüiii- 
mungskreises  erforderlichen  Elemente  als  bekannt  betrachtet  wer- 
den können. 

Anmerkung.  Auf  ähnliche  Art  i^ie  bei  der  Oscuiationi*- 
Ebene  in  VH.  konnte  man  auch  diese  Betrachtungen  noch  etwa« 
verallgemeinern.  Man  betrachte  nämlich  wie  dort  die  drei  durch 
die  Coordinaten 

x+  /Ix,  y  +  Jy^  z+Ji;    x,  y,  z;    x  haJx,  y+Dy,   z+l>: 

bestimmten  Punkte ;  dann  hat  man  mit  Beibehaltung  aller  im  Obi- 
mn  gebrancbten  Zeichen  die  folp;enden  («leichungen : 

A(X-x)  +  Ä(  r-y)  +  QZ  -x)=:0 
and 

(X-«)M  (»•-»)«  +  (Z-t)«=fi«. 

{X-g-  ^»)*+  {Y-y-dy)*  +  (Z-i-Jz)*=R: 


I 


d!ffr  Betüknm§  und  rrümmunff  der  Curven.  SOS 

Sobtrmhirt  man  je  svrei  der  drei  letzten  Gleichungen  von  einander» 
i.  0«  erhält  man  die  folgenden  Grieichangen : 

MX''a:)Jx+2(Y-^y)Dy+2(Z--z)D2  x 

=0, 

r  « 

S=:0; 

ako,     wenn  man  diese  Gleichungen  nach    der   Reihe  durch    ^x, 
dividirt: 

-«+(^)'+(^)''-r''' 


i         • 


=0. 


-«-^*[(^M.^j>[(i) -K^)^  i 

LSast  man  nnn  Jx  sich  der  Null  nähern»  so  nfthert  auch  a^ 
mch  der  Null.»  und 

^y       Jz        Dy         Üz 

tridbeni  alcfc  respective  den  Grflnzen 

M  r.-.  dy       Bx      hy      hz , 

Sä?  *    8  j:  *    §i  '    9a: ' 

also  nähern  die  drei  obigen  Gleichungen  sich  offenbar  respeetiTe 
den  Gräna^eicbugen  I  . 

Tb«U  XXX«  17 
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2tJr-*  +  (F-3,)|«+(Z-z)|»  =  0. 

2(I-«)|^-.*  +  (F-y)^  +  (Z-.)gj=0; 
folglich  alle  drei  der  gemeinechaftlicbeo  GränigleichaDg 

j:-*  +  (F-y)|  +  (Z-,)^=0. 


.« 


Bo  dasa  wir  alao  jetzt  zqr  Beatimroong  von  AT»  Y,  Z  die  sirei 
folgenden  Gleicbnngen  haben: 

Um  die  zar  Beatimroang  dieaer  drei  anbekannten  GrSaace 
noch  erforderiicbe  dritte  Gleichung  su  erhalten,  aabtrahire  man  die 
beiden  ana  dem  Obigen  unmittelbar  aich  ergebenden  Gletchnngta 

\  =0, 

!  =0 

,   .  .     I>y«     Ol«, 

ff  ft 

von  einander,  ao  erhält  man  die  folgende  Gleichung: 


vi 


=  0. 


2(r-y)(^y-^)  +  2(Z-2)(A-^) 
alao»  wenn  man  durch  Jx^  diTidirt»  die  Gleichung: 


- "  - + [(i)*-<^j] + [(sy-«(ä)i 


D« 


»t 


Nun  mt  aber  mch  dem  Taylor'acben  Lebtsaisa: 


I  ätr  ß$tilkrmn§  und  Jtrümm^mp  der^  €ur9€m.  f0t 

^mmm   mit  den  ubeo  in  30}  und  31)  gefundenen  Reenltaten  genau 
Ntterenuitimnit 

Diese  Methode,  den  KrOromungskreis  einer  beliebigen  Curre 
beslimroen,  scheint  mir  durch  die  ganz  strengen  Grämen-Be- 
ibmclitaBgeu,  auf  denen  sie  beruhet,  sich  vorzfiglich  zu  empfehlen, 
wmA  oaebr  als  alle'eonst  bekannten  Methoden  der  eigentlichen  Na- 
fflBr  der  »Sache  zu  eutsprechen. 


•  // 


X. 


Betrachten  wir  sct  y»  %  sämmtlich  als  Functionen  einer  ver- 
AKlerlicrhen  Grosse  9»  so  ist  naeb  den  schon  in  VII.  gegebenen 
■tottriclLelungen : 


.  I 


dx    ^y       dy_     3hc 

Sa:«""  /dxy 

W 

l  m 

dx    8h        dl     8*« 
8H  ^  äy  '  Sy*  ""  3y  '  5q? 

Wegen  der  ersteren  AnsdrOcke  nimmt  zunächst  die  zweite  der 
GMdmngen  30)  unmittelbar  die  folgende  Form  an: 

I  : 

Ferner  ist 


•\ 


(j:-«)  +  fj(F-y)  +  |(Z-,)  =  0. 


*t  M 


md 


^» 


arum€r4t   ü€ue  DmniMam§  äer  Tk$örU 


5(^-»)+^(«-') 


b 


.  .  :       ' 


(f-Sr)+ä(Z-.) 


|(r_,)+|(2 


«)• 


Q' 


ftUo,  weil  nach  dem  Vorbergebendeo 


ist: 


^<'^-*>+äi*<^-'>=-^ /axv — — ' 

•o  dftM  die  di^tte  der  GleicbuDgeo  30)  die  folgende  Fom  n- 
nlmml: 

(i)"+a)"+(^)-^-<'-'>-^<''-»>-$«^-'=^ 

nnd  man  also  zur  Bestimmung  4er  Coordinaten  X,  T,  Z  die  dni 
rol>ren<len  Gleichuogen  hat: 

32) 

A(X-x)  +  B(  K-  y)  +  C(Z  -  X)  =  0, 

wo  nach  24): 


33)    .  ,.,.. 


A= 


d(    d'o; 


8H 


.t 


dtr  B^rUkmng  wtd  Krümmung  der  Curwem. 

» 

KOner  kaoD  man  auch  «atzea: 
34) ^Ä=8j8*a?— 8^r8»i, 


35) 
A(X-x)  +  B(  Y-y)  +  r(Z-  z)=0. 

aar.(Jf— «)  +  ay.(F— ,y)  +  ax.(Z-*)=50, 

••    wie 

36)     .     .    .      ß=V(Jir-a:)«  +  (F-.y)*  +  (Z-i)*, 

wir  TuD  jetit  an  than  irolien. 

XI. 

Wir  ffoUen  jetzt  sar  AnflOaung  der  drei  Glelchungea  36)  und 

TolbtäBdigen  Entwickeinng  dea  Ualbmeaaera  dea  Krfimniunga- 

loeiaea  übergehen. 

Aoa  den  zwei  eraten  der  Gleichungen  35)  ergiebt  aich«  wenn 
6^  eisea  gewiaaen  Factor  bezeichnet: 

F— y=G\(C8ar— iOi), 
Z— x  =  Gi(^ay  — Äaa:); 

md  folglieb,  wenn  man  dieae  Anadrficke  in    die  dritte  der  Olei- 
cboogeD  36)  einführt: 

aar«-f8!y*+&* 

^»"~  (B8t-C9y)a>j:  -I-  (Cär- Jdz)dV+  (^dy- i»da:)d>z  ' 

• 

Wegen  der  Gleichungen  34)  iat  aber,  wie  man  leicM  findet: 

»82— C8y 
=»(8«*  ♦  Sly*  +  &•)  Vx—(dxd^x  +  a^3^  +  8x8^)8«,  - 
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Ady^Bdx 

folglich : 

(Bdz  --  CZy)i(^x  +  (C8ar  -  Adx)d^y  +  {Aby—Bdx)SH 

«Dd  daher  offenbart 

37) 

X^  X 

"~        (8ar«+^«  +82«)  (8*^«+8V+8***)~Oar8»ar+8^8^  +a2a«x)«     ' 

(S:i^+9y^+d7^\(dx^^dy^+dz^)3^'^dx8^x+dy3^+a23hidf\ 
*^     (aa:»  +  8yH3i*)(3**H3*y*+8»z«)— (8aÄ»;r+8ya>y+atÄ)*    ' 

_  (8x» + 8y*  +  dz*)  \(dx*  +  8y«  +  82»)  8*2 — (8j:8»jr  -f  dySßy + 8x8»t)8»| 
■"    (8a:«  +  8y«  +  82«)  (8«:r2  +  8*y«  +  8*2«)  — (8;r8«ar  +  8y3«^  +  323»2)* 

odar 

38) 

X  —  X 

(ftg^+8^+ftr^)  \(Bx^i'dy^+dz^)8^X'-(dxSßx  +  dyS^  ^■  dzBHjBxj 
■"  (8a:8«iy  -  8^8*^)2  +  (8y8«2  -  828*^)«+  (828«^— 3*3»*)* 

_  (8j?«+8y«+82«)l(8j?«48y^-h82«)8«y(8j:8*jr-h8y8^  +828^)^1 
^  (8a:8ay-8y8«ar)«  +  (8y8%~828^)«  +  (823«x— 3x3«z)« 

Z-2 

(3jr»  +  8y«+82«)|(ac«+8y«482«)6«i~(8a:8«ar  +  a^3^-f3i3«t)3it 
^•^       (aar8«y— 8^3«ar)»  +  (8y8«2--828V)*  +  (3x8*ar— &r8^)« 


iltr  ä^rükmtig  wnä  XHtmmung  d§r  Cunnm.  MW 

Einer  kann  maD  auch  aetzvo: 

34) lB=dxa^x-»x^. 

C=S»lßf—dg3»x 

uad 

35) 

A(X-x)  +  B(  r-y)  k-fXZ- 1)=0, 

ajr.(jr— *)+8!y.(F— y)  +  ax.(Z-»)=0, 

a«»+a^+ai«— 8«;r.(X-*)~aV.(F-y)— 8H.(«-.«)aiO;. 
00  wie 

3^    .    .    .      «=V(Jr-a:)«  +  (F-.y)»  +  (Z-f)«. 
tri«  wir  vufi  Jetit  ao  thsn  iroHen. 

XI. 

Wir  wollen  jetit  lor  AaflOsuDg  der  drei  Gleiehimgee  36)  and 
BOT  TeRetlBdigeii  Eotwickelong  des  Halbmeeeere  des  KrfiHiaiiinge- 
knrieee  fibergeheo. 

A«e  den  xwel  ersten  der  Gleichaogen  38)  ergiebt  eich«  wenn 
Gl  ebee  gewiesen  Factor  beseichnet: 

r— y=6\(C8Ä— il&), 

Z— x  =  C?i(i4dy  — iSdd;); 

■■d  blglieb,  wenn  man  diese  Ausdrficke  in   die  dritte  der  CMei- 
choogen  36)  einfflbrt: 

*^»—  (B8s-C9y)8>d;-|-(Car--J8x)aV+(i<8y-^i)94' 
Wegen  der  Gleichnngen  34)  ist  aber,  wie  man  leicM  flndet: 
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ABy—Bdx 

folglich: 

(BBx  ~  CZy)  8»x  +  (C8a:  -  ABz)  a«y  +  (^gy  _  Bdx)  3H 
--  (Bx^ + ay«  +  a»«)  (a«a:«  +  a^»  +  a%«)  -  (aa:a«;r  -|-dyd*y  +3*3^)« 
=  (baX^—B^x)*  +  {Bydh—Bx3^)*  +  (3x3«*  — at3»z)«. 
■Dd  daher  offenbart 

37) 
X  —  X    ' 

_  (a»*f  ayHa»*)|(3j;«^^3y«  t8z«)8«jr— (8a:8»j;  +3»3^  4-at3»t)a«| 

~     (a*«+^«+aj«)(8»j;«+a«y«+a»»*)— (aj:a«j:+3ya^+ai3%)«   ' 

(flg»  -f  3y»+  8;^  {(83;«+ By* + at«)3^-<33:3«g  -f  3y3V  •|-3t3H)af| 
■^     (a!B»+ay»+fl**)(3"4fH3V+3*2«)— (8a:a»»+8^3V+&3«t)«    ' 

_  (ax«+8y«  -f  8t«)  \{Ba*  +  8y«  +  az«)8«i— (aj;8»a;  -t-  3y3V-f  3i3"»)a»} 
~    {Bx*  +  8y«  +  aj«)  (8»x«  +  8"y«  +  8*j«)  —(80:3*«  +  3y3«y  +  did«i)* 

oder 

38) 

(ar«+8y  4-fe«)  {(3a:«+ay«-f8t«)8«j; — (8x3*^  +  8y3V  ^dta**)Bx\ 
~  (BxS*!f  —  Byd^x)^  +  (8^8«»  -  8i8»y)«+  (ai8«ir— 8x3»«)* 


F  — 


y 


_  (aag*+8y«-t-8t*)Kaj;*48|y'  +  8»«)8'y— (axa*j;+3yav  +  3ia»t>8yt 
~  (&ra»y  -  8y8»x)* + (8y8*»  -  828^)*  +  (3x8"*— aa;3«»)« 


Z-z 


(aa:«+8y*+a»')|(8.t«+8y«4a»«)8«i-(aj;3«ar+aiy3^+3«8^)ax) 
(3*8^ — ay3*;r)» + (8y8«i  -  3»8«y)«  +  (8x3««— arÄ>« 
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Die  Samme  der  Quadrate  der  zweiten  Factoren  in  den  Zählern 
er  Brficbe  ist,  wie  man  «of  der  Stelle  (Iberaieht: 

«Hier 
al«o  ist: 

and  folglich: 

40). ..«=-7^  -      T  V^r^    Z 


V(8ar8V-S^8«j:)H  (8>Ö*2-828*>)H(82Ö*^— 8;r8*z)« 

oder  auch 

41) 


VW*  f  8y«+82«)  (8*0:«  +  8^*+8«2«)  — (8i8»x+3^8^  f  828*2)* ' 
Weil  naeh  37)  oder  38) 

f  8x« + 8y«T8i*)  8*JP' — (8x8*0:  +  8  y8*y + 828*2)3x 

_  y-3^ 

""(8**  +8y*+  82*)8*^-.  (80:8*0:+  8y8^  +  didh)  dy 

Z--X 

""(8«»  +  8^*  +  82*)8*2  —  (80:8*0:  +%8^  +  8x8*2)8« 

tet^  indem  der  gemeinschaftliche  Werth  dieser  drei  Brdche  of- 
fenbar 

__  _   8or*  +  8y*  +  82*    . ^^ 

•*  (8x8V-3^3*^)*+ (^8*2^:^8*iy)*+(ai8*o:"  S5S^* 

oder 
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R        y 


\ßa^+d^+SzO 


ist,  80  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  26)  das  merkwardige  Resoltati 
dass  der  Mittelpankt  des  Krümmungskreises  immer  in  der  Haupt* 
Normale  liegt. 


Wir  wollen  ans  jetst  eine  ganz  in  einer  Ebene,  deren  GIci* 
chung 

sein  mag,  liegende  Curre,  und  in  dieser  Canre  einen  gewissen, 
durch  die  Coordinateo  Xf  y^  %  bestimmten  Punkt  denken,  welcher 
natflriich  auch  in  der  in  Rede  stehenden  Ebene  liegt,  so  dass 
also  die  Gleichung  dieser  Ebene  auch  unter  der  Form 

dargestellt  werden  kann. 

Die  Gleichungen  einer  Normale  unserer  Curve  in  dem  Punkte 
(:r,  .V,  2)  seien 


Trr       9 


C0S9|  COSfl»!         COSQi 

so  Ist  nach  6): 

dx  By  &        _ 


cos  ö|*  +  cos  fl»i*-|-  cos  Oi*=l. 

Soll  nun  aber  diese  Normale  in  der  Ebene  der  Curve  liegen,  so 
muss 

^ICOS^I  -f  ACOS  (»1  -|-  CC08Q|=:0 

sein,  und  man  kann  also  wegen  dieser  und  der  ersten  der  beiden 
vorhergehenden  Gleichungen,  wenn  Gi'  einen  beliebigen  Factor 
bezeichnet. 


CO« 


S1=G.'(^I-»I) 


4tr  B^rükrung  tmd  Krümmmig  tUr  Cm9$m.  40S 

■to  diMft  also  die  Gleiohnogea  tiiwerer  Mormaie  ofeobar 
die  folgenden  elnd: 

ifl^    cg-^,-   ^^-»£' 

C9>         cg)        09  og>         dtp         0^ 

Für  einen   andern  beliebigen   Punkt  (zi,  y^^  Z|)  der  Cnrre, 
dessen  Coordinaten 

eelD  niOgen,  aind  also  die  Gleichungen  der  in  der  Ebene  derCnrve 
übenden  Normale  offenbar: 


Setzen  wir  der  Kfirze  wegen 

dp       o<p  vfp  otp 

Oq>  Cfp  Cfp  Ctp 

og>         Oip  0(p  dp 

t7|=ü+^l7.  Vi^r+JF.  Wi=:W+JW 

and  bezeichnen  die  Coordinaten  des  Durchschnittapunkts  der  bei- 
deo  in  derselben  Ebene  liegenden  Normalen  dnrch  X,  T,  Z;  so 
haben  wir  so  deren  Bestimmung  die  Gleichnngen: 

X-*     Y-y     Z-x 
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Aus  diesen  Gleichungeo  erUUt  man»  mit  Rüclcsicht  danuiC 

Ist: 

X-ar      Y— y      Z—t       Fi^ar— Pt^y 
17    —    F    """TT""  ÜFi-  Füi 

oder»  wie  mau  leicht  findet: 

oder  auch: 

X-jr_Y>-y_Z— t       . 

Lassen  wir  nun  Jg>  sieh  der  Null  nähern,  und  bexeichnen  die 
Grfinzen,  denen  X,  Y,  Z  sich  nähern,  durch  Ä,  T,  Z;  «o  ist  of- 
fenbar 

JT —  X      Y —  y     Z  — I 8g)         89 

~ir-"~F~~""Tr ""  8F_  8t/* 

8y        89) 

und  bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  (X,  V,  Z)  von 
dem  Punkte  (x,  y,  i)  durch  R,  so  dass  also 

Ä>  =  (j:-a:)«+(F-y)«f(Z-i)» 
Ist«  so  ist 

Aus  den  obigen  Ansdräckcn  von  f ',  V,  }V  ergiebt  «{«di  dord 
Differentiaäon  cogleicb:  ' 
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—  —  C--  —  ^— • 

und  es  Ist  also,  wie  man  leicht  findet: 

3qj  dfp 


=<l)"-0"+(l)'i-'<+»^+4l 


und 


09  dqp 


^8ar    »^      By    8»;r\  I 

Weil  aber  auch  der  Punkt  j[j:|,  jf|,  2|)  in  der  Ebene  der  Corve 
lie^*  so  Ist 


iKler 


oder  aach 


J(«,-j:)  +  B(yi-y)+C(Z|-t)=0 


AJx+BJij^CJz-0, 


^(p  ^<p         ^(p 


und  folglich ,  wenn  mi^n  sich  Jtp  der  Moll  nähern  liest  mü 
Grins*Gieichiing  Cibergeht : 

also  nach  dem  Obigen: 


40« 
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Folglich  ist: 


''H-^m'*(.%y<hn 


s 


r 


s 

3 


O 


Oft 

ff 

9 

5* 


II 
I 


«p  Im 


s 


«s 


Q9|  Qi> 


I 


•C3 

+ 
+ 


^y  i:i? 


5 


9 


B 

f 


s 


^       ? 


•«3 

e 

i 


'S 
II 


I 


Q9| 

»I 


i-   A 


% 


jn«? 


^ 


^ 


1^ 


^la» 


I 

I 


I 


fc 


II 


I 


te 


^IS 


I 

+ 
I 


e»i<^ 


hTlH- 


*"!«? 


SIS» 


I 

II 


I 


I 


^ia> 


I 


u 


I 


I 


und 
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45) 

,.  ^_@;a)%(l)V 

46) 

Aaf  der  Stelle  ergiebt  sich  nun  au«  dem  Obigen,  das« 
ist;  mlaolal  nach  46)  oCenbar  auch: 
und  feraer  Uit  nach  45)  offenbar  auch: 

^«-.H^(r-„4^<z-.;=^)Vf4)Va)-. 

Ninunt  man  nun  hierzu  noch  die  offenbar  gflMge  Gleichung 

A{X^x)  +  Ä(K-,)  +  CtZ-x)  =0, 

so  siebt  man,  daaa  awiacben  den  drei  Coordioaten  JIT,  F,  2  die 
rdgendep  Gleicbongen  Statt  fiaden: 
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47) 

A(X  -«) + Ä(  F— y)  +  0(Z-  «)=a. 

Weil  nach  dem  Obigen 


und  folglich  auch 


w^+ß^+<0=o 


\5^*a9.«~8g>*  d<py~  "\d<p'  B<p^~Bq> '  dq^J  ~ "' 


i«t,  80  ist 

^\Bq>'  5^«  ~  B<p'  Bq>*J  ~  "^Kb^p'  5^«~  5^"  8 W  ~    * 

woraus  sich  ergiebt,  dass  man 

By    8*z      3»    ^ 

~~  i<p '  Bqi^  ,  89  *  B<i^ ' 

m 

^)    •    •    •    •      ^  ^~8^' V"""S9>*5^*'. 

,  d<p'  89*      §q) '  8y* 

setzen  kann.  I 

« 

Weil  nun  die  Gleicbaiigen  47)  und  48)  re^pective  mit  den  GM- 
chungen  32)  und  33)  genau  Qbereinstimmen,  so  sieht  man,  dass 
bei  ganz  in  einer  Ebene  liegenden  Curven  der  Mitt^l|]|imkt  des 
Krfimnaungskreises  auch  aus  dem  folgenden  Gesichtspunkte»  der 
bei  Curven  dieser  Art  sich  oft  Tortheilbaft  in  Anivendang  bringen 
lässt,  anfgefasst  werden  kann: 

Der  Mitteipmikt  des  KHtmmongskrelses  in  einem  gewhsei 
*^unkte  einer  ganz  in  einer  Ebene  tiegettdeii  CetVe  ist  die  Gtinsei 


d$r  §0fa/lrfin§  wnd  Mrihnmm  der  Cttmen.  49t 

wcieher  eich  der  Durchschnittspunkt  darin  dkae» Punkte;  ip  4ef 
Ebene  der  iPurve  errichteten  Normale  derselben  init  der  in  einem 
•■deren  fareliebigeii  Punkte  der'  Cürve  in  deren  fibene  etrichtetee 
Ncwmale  immer  mehr  und  mehr  nähert,  'vrenq  maq  diesen^  letzte« 
reo  Punkt  dem  ersteren  immer  näher  und  näher  rücken  läsut. 


XUI. 

Die  Gleichungen,  der  Beriihreiiden  dm  Curve  in'  dem  Punkie 
(^»  Jf»  *)  *^"^  nach  3)  bekanntlich   . 


:  ■ . ; » 

jr— a: 


IX  au  0% 


QX  QU  0% 

C(p  0(p  ctp 


) 


t  ■ 


A 


mid  wenn  $,  §h  uj  ßr  diese  Berfibrende  ihfe  getrohiiliche  Beden- 
tang haben  und  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  so  iait: 

Sind  nuif'  ' 

cosd-f^cos0,  cosfl»-|-^cos»^  eoso  4-' 


die  Cosinus  der  ¥Vinkel/ «reiche"  eine  anderer'  Berührende  in  einem 
«weiten  Punicte  der  Curve*  mit  den  positiven  Theilen  der  Coordi- 
natenaxen  einschliesst,  und  beii^eichnet  fo  den  l^inkel  beider  Be- 
rührenden;  so  ist  bekanntlich  * 

I.-" 

'c6stp 
^^  co»6(eo9  6+Jco*  Q4cos  »(cos  »-|-  ^cos  »}-|-cos  c5(cos  Q-f-^cos  S), 

aieo,  iveil 

imt,  * 

eo9wz:zl'^'COB0deo8d-i^eoBa^eoB<o  -^coso^cosu 

Km  ist  aber  auch 

lc=(ooaaij-^cosd)'^(cflscd-f  ^co«^)«-f/(cl^S-^^ii:<^/S)* 

s  1  -f  2cos0^c&s  6  -f  2cos  eo^cbs  o-f^cWsSiieosS 


+  (^.cpsd)H  Wcosc»)»+(idfcosö)«, 

aleo  .^^ 

cos  dJcoB  6-i-  cos  ad  COM»  -f  cos  S^eos  5 

fhtil  XXX. 


:  .•■*   '  .-J 


IIA  SrmMri:   item9  D^r^tiOhinß  uer  Tkümitr 

fend  (blfulieh  Aack  ten  Obigen: 

CQ^  IT  ==1—  \  t(^  COS  ö)*  -{-(^COM  »)•  +  (^C0S5)*  | , 

also,  wie  hieran«  sogleich  folgt  t 

•  .  ■      ■ 

4  sin  \¥r  =s  (d  cos  6)^  +  (^  cos  w)*  +  (J  cos  o)* , 
ood  daher: 

(sinlt9     w\*     Ä^cosöN*     /^IcosoiV  . /-^cosöv» 
-^i^T'j^)  ^^T^)  ^\r7r)  ^\~iir)  • 

Lftsst  man  nan  Jq>  sich  der  Null  nfibero,  so  nihert  natOrlich  am 
10  sich  der  Null;  and  irVnyi'iiian  dann  in  vorstehender  Gleichn 
SU  den  Grlinsen  übergeht;  so  erhU.t  man  die  Gleichung: 

"»•(^K-^/+(^)'<^)"- 

Aus  den  Gleichungen 

Jix  Jdv  «         dz' 

cosOsUn-»    cosa>  =  C^»    cosa>=€7s- 

folgt  durcb  Diferentlati^n:,  .. 

'    Scosfli fy^     BG  djß 

8 cos 5 f^^i^   ?£. 

nach  dem  Obigen  ist  aber  offenbar: 


also: 


^8(? 


«    *»/ 


folglich: 

Bx  8*0?     8y    8|^.^     8*»' 
8G  f^  •  S^  ■*"  89  *  8y»  +  89  •  5^ 


'  / 


dtt  B&r§Mnmg  mä  MHfmmnn^  der  CiifrM 
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r 

3 

II 


^ü 


^1*? 


^a» 


^1 


Q9   Q9 

-e  ^ 


13.l 


^1? 


^s» 


QJ|QJ 


'lil() 

+ 


5 


0 

S 

3 

m 

81 
& 

i 
I 


.o> 


4 


II 


e 

9 


IIO' 


^\^ 


1 


^IS' 


3 


?5' 


«»id 


Q9 
^ 


I 


» 


^1.- 


^a» 


I 

Q9|Q> 


^8» 


II 


3 
O 

f 


^1? 


^'i?  ' 


m 


5*13» 


I 


^1^ 


I 


Q9r  ^ 


l'IS' 


■eis 


091 


«• 


Offer 
\d9  g^  ~  8y •  gy»/  "*"  \dq> '  dtp*  ~  B<p'  B<p*J  "*"  V»>>'  Sy«"~  8»  B^J 

Kl)"*(l)'+(l)'^ 

und  folglich,  i^reno,  wie  s^wOhalichy  i?  den  KrdmfnangrttnlbiiHfMcr 
der  Corve  iir^^deni  Punkte  (.r»  ff,  z)  bezeichnet»  nach  99)  s 


A 


49);:.    •    r^^'(^y= 


^i?.^•_  (4)  *  (4)  ^  (4)" 

ergiebt.  '»  -  . 

Beieichnet  s  einen  bei  dem  Punkte  (x,  y»  <)  sich  eodigeiidee 
Bogeo.  der  Curve,  so  iet  bekanntlicli 


•Uo  Bache  deoi-To^ergelHrndeo: 


*.:? 


•»  —  " 


oder 

iToraiie  man  leicht  "• 


^^\^''%)  =  « 


i 


oder 
51)    .         -,    .    .    M..(^)V^, 

ned  folglicb 

•eblieafft,  indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt«  jenacti' 
dem  j^s  positiv  oder  negativ  ist 


Otr  Berüfürung  Hnä'  KHirnmUkng  Her  Cwrif^H.  ^419 


-^■.■. 


Die  (ileldiangen  4v  in  i^^  Punkte  (x,  y,  i)  auf  der  Oeco- 
bittoiiV  •  Ebene  senkrecht  stehenden  Geraden  sind  nach  29) : 

9^  *  dip^     dtp '  3^*       c^ '  8^*     5^ '  3^*       S^  *  3g)*     3qp '  3g)* 

nnd   ffienn  wieder  Bg ,  <Si',  CDi    für  diese  Normale   ihre  bekannte 
Bedeutung  haben  und,Gi  einen  gewissen  Factor  bezeichnet»  so  ist: 


i 


COS 


cos 


-/aVei^    ay  ä»*\ 


Ist  i9|k  der  Von  zwei  Oseblations- Ebenen >  also  der  von  den 
Norniale^^  auf  diesen  Osoi^lattons  -  Ebenfeii<  eingeschlossene  Win* 
kel,   so  ist 

.      \  V 

eoswi  &sco«0|  (cos^i  'y^eoB6i)+  cos4»|  (c€ß eni  -f  ^^cosooi) 

••         >  '^  co»Si(cosc3| -|>^cos^,), 

i«'orans  man  ganz  trie  in  XIII.  die  Gleichung 

i;«   f^A*      /3cosöiV  .  /3cosa>,\«  .  /3cosö,V 

^•"^2^;  =\rw)  +rir'y  +v~3^~y 

erbllt. . 

1*     '    '     ■     ' 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen; 

^ 

acoÄo,  ^  ^.  /a<  .8»a;   fl*  a'xN    aCj^/at  ^    aa:  a»*\ 
~~iv  —  *'«va9»'5v'~89»*W"*'  ay  v5^'av*~s»>'5W 

acoRS,  ,    _  /3ar  8^     8y    S*x\     dCt /dx  8^      Bu    d*x\ 
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also: 


/a^f  8^    ai  a^\/^  ^    &  a]^\  v 
väg)a9*""a9*a9Vva^'a9''"'s<p"M/  j 

/&   W»      aar  8*i\/^   8»^      85    a]|x\  ( 

+Va9*  V^a^'S^y  Va^  V"a9>"39v  i 


/a^  a^    ^  ^^^  /"^^ 


a»y  _3y  8!f\  I 


woraufi  sich»   wcfnn  wir  der  Kfirze  wegen 

/^  ^_^  ?i^^  *^_*f  ?!s^ 

"^   Va^ ' a^   89  'a^v  Va^^  a^*  •  a^)  ^  a^v 

Va^ '  89*     89 '  89V  \8g) '  89*     89  *  S9*/ 
setzen,   die  Gleichung 

ergiebt.    Also  Ist  nach  dem  Obigen»  wenn  wir  der  Kürze  weg 
noch 

^_/8y    dH        81    aVVj./^'     ^'^       ^^    ^•*\* 

/8£  8«y       §y   ?j?\' 

+  V8g>*s^*'"ay'ayV 

setzen,  offenbar: 


äßf  ßerOknßnff  und  Krümmung  der  Cunjm.  4U 

Lim .  (J^y  :t:  C,r(«»-.  6\*l^. 

]    . /8;f   8*^     8x   8n\/8;   8»jf     8£   8^\ 
^  ^  "*■  V89>  *  5^ ""  8«  *  aW  vS^  *  8y «"^  89  89V 

/8£  *!^     §^  8*jr\/ajr  3^     ^  8»£\ 

+ W '  »v*""  S9  'a^v  \89 '  89»^  dif  dtp^J 

i        /8f    8*2      dz    8»y\/ftt   8«a?     85    8»:\ 
J       V8<p'5^'^8i^' W  V89*8^"^89' W 

'        VSg) '  M  "^  89  *  8 W  \8g) '  89»     8g) '  8g>  V 

/8^  8^_8j:    8;4\  /8ar  8^  _^    8»j;^    n  • 
\dq>  *  8g>*      8^ '  dq>*J  \8<p '  §^      8^  *  3g>  V    / 

(»£  a«y^a^  a«.t\/&  8^_8jr  8»2\ 
8^  '  89*     8^  *  8g)V  V89)   89'     89  *  8g) V 

/a*  a^    dy  8?«\/£!«  a%,  a»,  a»y\ 
Vä^ :  g^~  a^  •  ä5*y  1,5«)  'S5»  r  ^  äy»; 

/aty    a^     dt   S^\  fix  B*g     dy  B*x\ 
ind  allgenjiein:  ;       .        ' 


I 


1  ^ 

(  ^  ß.  %\  Kot«  ^iiif  8i  an.  )     i\h. 


»     .«' 
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also  der  obige  Zftl^er: 

89*  \dq> '  S9*     89.  *  d(p^J      Bq>*  \ß(p '  Sq>*     dtp  .dtp^J   j 

^  890'  \d(p '  8^*     5^  *  89*/ 
und  deijf  Nenner  von  <p— G^'^  ist: 

also  ist:      '  i 

'  t(g)'*a)>(iyi    • 

S^V89*^9«    89 •  Sj^/ "*■  89» \5v ' ^9* .   89» •  8^/  /  j 

8^/8^  8«y      8y    a«:r\   l 

fdx   dhf      8y    8*a:\* 
+  V89'V'^8^*8^V 


Bsksontlich  ist 


{sd  +  (s^)  c^  (g^)  =(4)  •     / 

also 


dif'MiUrmsfjß  ^tnM  Krümmtm§  4n  Cwrpmu  mßl 


.  f 


1-        ■■•    I«  .?.    ■'  ••     .:••■-  ...  I.      .     y^  ?yl    ■».;■■'.•.■       • 

•I  »W)   .><|..*.i.f,    «  .Jn/i^  .■.:<;•»  ..Lim.  1^1.  ," 

•fi-     •      '-..1     •;      ;      ti    iMo         I       •    ■     *  .-.i   ••  ••  .  ■» 

8*1  /Bx    8*y       3^   ^^i'X    f 

~^~SH     STWy     /Bx  8«x    ^~S^  y 

«»der  auch  ^'  ' 

»)  :  •     >™(^)' 

oder  *  ;       ,      ■  ■  , 

56)    .....    .    .      Ll«..(§)'       •     • 

_  t  8ar(a^a»i ->  3«23»5) + 3^(3«i3»:r--3»ig8»i)  +  8»^.r3»y-3«.y3»x)  i  ' 

—  I     (a*3»y  — a^a^x)«  +  (3j3«i-Ta;iav)*  f  (a«a«d:— aara»!)«    i  ' 

'     ■  ,  ■    i 

«Iso : 

57) '"'"»2 

aarQV»»-  8»i8»j)-|-  aiy(8*t8»g— 8«j:8'»)-f  8i(8»a:8»y— 8"^8»:r) 
-  *        {dxS*if — B^S*x)*  +  (8^8*1 — 823^tf)*  ■i-iBtB'x — Bx3h)*       ' 

I 

das  obere  oder  untere  Zelcbeo  genpmmen»  jenachdein  J$  positi? 
oder  negativ  Ut. 

^e  abeoliiteo  Werthe  der  GrOesen 


•  I 


Jm  J$ 

■,  I 


oeool  man  respective  die  erste  KrOromong  und  die  zweite 
Krflmmang  der  Ciirve  in  dein.Punlile  ix,  y,  x).  Liegt  die  Carve 
gmos  in  einer  Ebene,  so  kann  man  diese  Ebene  selbst  als  Ebene 
d«r  sjß  annebnien,  wo'  dann '8a;  ^^'Ö':  s:  QVsa  0  ist,  and  nach  57) 
folgÜdb  die  xweite  fiLAtomMig  ^erselMribdeL    Daher  kommen  nur 


%L8  .€runer4:  .N$u§  Dari$eihin§  dir  na&t^. 

deD  nicht  ganz  in  einer  Ebene  liegenden  Cairen  swei' 
gen  zu»  die  erste  und  die  zweite,  und  dieselben  werden  dilicr 
,mit  Recht  Curven  von  doppelter  Krümmung  genannt.  Dei 
ganz  in  einer  Ebene  liegenden  Curven  kommt  nur  die  erste 
Krfimmung  zu,  weshalb  dieselben  mit  Recht  Curven  von  eis- 
fach^3r  Krümmung  heissen. 

Wir  wollen  jietzt  wieder  unnebmeo,  dass  unsere  Curve  durdi 
zwei  Gleichungen  von  4er  Form 

/(T,V*»=0,    F(r,9,?)=0 
charakterisirt  sei,  so  dass  also  auch 

/•(j:.y,i)=nO,    F(«,y,2)  =  0 
ist,  und  setzen  der  Kfirze  ^egen  wie  schon  frflber  auch  jetst 

Dann  ist  befcanntlicfa 

du   Bx     du  Bg     du    Bx 

du  Bx  ,dV  By  ,  BV  Bx     - 
woraus  man,  wenn  der  Kürze  wegen 


tf  = 


Ba:Ad(pJ   ^d^^KdtpJ   ^dz^\d(pj 

3*ü    Ba:  Bji        c*ü   3^    ^  ,  y^    ^    3? 

gesetzt  wird ,  nach  den  Regeln  der  Diflisrentialrechnung  ferner  die 
Gleichungen 

Bu   B^x      Bu  o*y     Bu  S^i 

■:  .  du  a«af^aü  av.'Sü. «**•_..  ,     ..    .     ... 


4er  ßßhiMruttg  und  Krümmmg  dtr  Curpen.  M9 

•  '  •» 

erliiilt.    Hieniu*  folgt: 

/8«   aü      8m  dV\8*x\     fdu  BW     Bu  Bü\3*if 
\dx'  Bt  "Bt'BxJ^'^KSilSj^By'BtJS^ 


-2^     M 


Z'^?  ?J?_^  ^^?&      f^  9ü     Bu  Bü\ah 
\Sg' Bx      Bx'  By)Bv*^\9i"Si~^"^)B^ 


'Bu        Bü 


(8«  Bü,     Bu  Bü\Bh       /Bu  BO      Bu  Bü\B*x 

oy         oy 

aliio,  weil  bekanntlich  nach  12)»  wemi  wir  Ar  das  dortige  Cr' der 
Xfirxe  wegen  jetzt  —  G  schreiben : 


int,  aqc|i: 


•d«r: 


^^g/a«  8C7_aÄ  8D\ 

89        \8j?  *  ^  ■    8*  '  5x  /  * 

Bi_^.fH  8 17     81c  ^I7\ 
8^"^^V8^'SS^""Si'^y 

■ 

8»   8««      aar   8^      /-/v^«     -^^. 
4  •  S^  •"  8^  •  5^  =  *'^'^S  ~ 'ST^' 

8g>*55**      8^  8^'  8j:        5? 

8jr   8^       82    3*^_/^/«8/i        8t7 
5^ '  89*      §9 '  Sy*  **  Sy ""     8iy  ' 

&c  8*y  <  d.y   8*x      f,,BV,        Sn 

3^B^*~8^'V^  ^  8r~ "^b^- 

8^    8»z      8»   8^^f.JÜ      y.Bu. 


■  •  .1 


480  6rttHeyh   Wih  »arsteOukp  dir  tke&riB 

Setzen  wir  nan  im  Folgendeo  der  Kurier' #i»gM: 


•  • 


8*it 

ay 


^  9Ü    9^  dV\* 


aH«^/8a  atX    aii,8l7\/8M  oü    dw    at7\ 

+  ^a«ayV8»*^~'S^'"3s  Aa**  a*  ~a*  •  W 
,.-a«tt./'a«.  aü.a«  bu\^  bv   a»  ac7\ 

8ht /Bu  BP    Bu   Bü\/3u  3ü    Bu  BV\ 

+ ^Si5i  va*  •  ^~  SS;  ^y  \,s  •  ?7~ay  •  ^J ' 

__  a«{f/a»  a»,  »^  ar\» 
'^~  5Pv^*ay~a^*az/ 

a»ü/§«  gl?  a«  aü\»,^ 
+J^vaf*9^'"a«ftry  ,    - 

8W/Bti  BU.    Bu'Boy  . 

+  a**  v3&  •  85  T  Si  :^y    •     . 

+  ^  aara^vai  'ay     Sj^*  a*  y  v5i '  51  ~  51  •  &/ 
a«ir  /a«  ajtf    a«  a£r\  /a«  a/?    a«  8o\ 

+  .^  api  V.5i  .ar  ""  5i  •  5i/  \Bff  '"5*  "Bx'ByJ 

a«i7  /a«  ap    a«  ai?\  /a«  at?    a«  airv 
+  ^S3iv^Si~&r'ayA8x;^~^*aiy' 

•o  Ut  offenbAr 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

af  av    §»  ?!*_^/  ^I  v^» 
5y-8^«-89)*a9*       ^'a«"~'^K'' 

§«  a«*    I»»  a«tf  _  _,  Bü    -Bu. 


8s  9^x     Bx  .8h      >_,  8«;     „8it 


der  ß^iUkrußg  und  Krümmung  der  Curren.  421 

^Setzen  wir  nun  noch  der  Kfirse  wegeo : 

-      9m   SU  .du  Sü,dH  du, 
•o  Iftt  nach  dem  Obigen: 

'  (l)'+C4)*+(l)" 

/du  8D     du   dUy 
*\^dx'~dx-^J 


ntitl 


I         I     -        lt.. 


S^- dip*~ dq>' d<py  '*^\.d<p'dip*~d9'd>f^J  '^Xdv'dqt*     dip$^) 

^../  ai;    ,,a<, .,  ai;    „8<-.,  du    „du,, 

=  C«(»«S*  +'  FV  -  2e  FO).' 
Ferner  ist:  (   .  .^ 

__  fis/^    t^x  _dx  d*x\_j6(f/dx  d^^^djf   dßx\ 

/du  du     du    dD\     du      ^du 

Vay  •  äi~§5  *  ^y  ^'äy  -  '^  ay 

^  /du  dU'^Bu'dÜ\\  ^'-^Sit- 

[du /du  du.  du  du.  du  dU\    du  //dU\*  ,  /dU\*  . /dU^W 

r)rBu/^ du  9k  da  du  dü\  w//du y . /a^v a.  /^«^ *Ml 

L^x\dxdx^,dydg^didi)~dz\\dx)  ^\^)  ^KTz)  Jl 


*;<2* 


'Si  ff  runer  f:  ^  Neue  nnruethmf  in  Tkemie 

und  aUo  auf  fliese  ^eise  Qberhaapt: 

j Vsy/  ^  v3»/  * \8^/  I av^^vSy '8i.*+s5' av*'*"a9»a9>V3f 

I \h)  ^ \ ay /  ■*" W/ { a^«" \d,p ' a^« + 99^*^d^ ' wSf 

i/s^V^ /fe  V . /'3*  Y I  ®^  /^  a«af.8w  av.  a«  a^Na» 
IW **^ W  +V8v/  i5?"ws^'*^avav»+SiS*5i?;s^ 

Mittelst  der  hier  entwickelten  Formeln  erhält  man  dqd  nach 
24)  fQr  die  Gleichung  der  Osculationa- Ebene  den  folgenden  Aus- 
druck: 

68)    ...    .        (t^gf-F^C^-*) 

und  fSr  die  Coordioaten  dea  Mittelpnnfcta  des  KrümmunKakrelaea 
und  dessen  Ualbroeaaer  erhält  man  nach  38)  und  40)  die  folgen- 
den mefkwärdlgen  Avadrfioke: 

59) 
-*"**=  «»-S«  +  FV  -  2r  FQ  ■  ' 

•  ^ 


dwr  JHia^iWf  MUT  äritmmmng  der  Cmrt^n.  4SII. 


ind 


HO)  fl  (ä»g»-Q«J* 

die  in  dieser  Allgemeinbett  wohl  noch  nicht  f^egebcn  worden  sind. 


*!••    •'  •••■1.    « 


1¥ir  wollen  uns  nan  «ine  durch  die  Gleichung 

cbarakterisirte  Flftche  und  auf  derselben  einen  durch  die  Coordl- 
naten  or,  jf»  z  gegebenen  Punkt  denken,  wo  also  auch 

ist,    und,  wenn  fix^y^z)  im  Allgemeinen  als  eine  Function  von 
^9  9»  *  betrachtet  wird, 

r.  ti=/(ar,y, ») 

gesetzt  werden  soll. 

Unter  der  die  Fläche  in  dem  Punkte  (x,  y,  i)  berühren- 
den Ebene  verstehen  tirir  nun  die  durch  diesen  Punkt  gehende 
Ei>ene«  in  weleh^r  die  berahrenden  Geraden  aller  dnrch  den 
Piiohi  (Xf  y»  i)  in  oder  auf  der  Fläche  gezogenen  Curven  liefen, 

'Zttdwitestimniung  dieser  Ebene gelatigeft  wirauffolgende  Weise. 

Die  Gleichungen  jeder  durch  den  Punkt  (^,  y,  2)  aufder  Fläche 
^sngenen  Curve  haben  Im  Allgemeinen  die  Form 

wo  also  auch 

ist»  nud«  wenn  F{x,  y,  %)  ilberliaupt  als  eine  Function  von  jp,  y,  t 
betraclitet  wird, 

Ü^FXx.y.t) 

gMetst  werden  soll. 
Nach  13)  sind 

..,    ..      an  du    BuTÜ^dm.Ba     äuTD^du  du     du^^  BU      ,.    , 


^'s^a:^  ^'Sk~&'di  si'Si'^.^'Si 


»h 


4^  &r9m$ru   fi99m9mr$ieihm§^^'4mfhtar§0^ 

die  Gleichungen  der  Berührenden  der  durch  die  Gleicboogeii 

charalcteriffirten  Curve  iii  deiA  Punkte  \x^  y,  x).     Die  Gleichmg 
eiiulr  beliebigeD  durchr  diesen, PAi»kt  .g«legt^o  .E^We  «ei 

A{x-x)  +  Ä(u-y)  +  C(j-i)=0. 

Soll  nun  In  dieser  Ebene  die  ^^j^rgebende  BerOlireDde  thgm, 
so  niu68 


i.'t 


:■  .'.;    .4 

^/a»  iü    du  BU\  f      ^ 


^8ic  du  .  8if  8£f^ 


oder 


*  ' .    .  I .   I    . 

sein.    Diese  Gleichung  ronss  aber^  wenn 

die  Gleibhong  der'ble  gcgehehiä  i^li^che  In  delfa*'1^lrikt^  (^ ,  y,  z) 
berfilirenden  Eb^ne  seih  soll,  w^iMh  dieser  Eb^he  die  Berühren- 
deii  aMer  durch-  den  Punkt  .(dr^y,  x)  «uf  der  Fl&cbe  gesogenen 
Curven  liegen  müssen»  für  jedes  ü  erfüllt  sein,  welches  nur  der 
Fall  sein  kann»  weqn 


"     ♦ '  'I  •      ii  '  ' '  •.  /*  ■     i     :•  :  ; 


«  ■ 


^ÜU       Jou       ^  ... 

cy  Ca? 

ist,    woraus  sich,    wenn  &'|   einen  beliebigen  J^sctoi;  J^e^tdchse^ 


r 
< .  * 


und   fol^cb  nacH  d^m  Obfg^  alJ(>'GMchit^((  der  Ae  Ftecbe  in 
dem  PibAct^ ''(ar,  jjfl  z)  berütirclMkn  ^en^  dir^Gl^chiH^  v'*> 


J 


«) 


4S& 


ergiebt 

Siod  oiM 

CO80         COKIO         COSS 

Oleiclwpgea  der  in  dem  Ponkte  (dr,  y,  x)  auf  der  berfihrendea 
Bkene  eenkrecbt  etehenden  Geraden ,  welche  man  die  Normale 
lier  gegebeoen  krummen  Flicbe  in  dem  Ponkte  (x,  y,  t)  nennt»  und 

cos^       co0c9|      coeoi 

die  Gleichungen  einer  beliebigen  durch  den  Punkt  (or.  y»  2)   in 
der  berührenden  Ebene  gezogenen  Geraden;  so  muas 

^     coadcoa^i  4-  coscocosioi  -|-  cosocoecSi  =0 

sein.     Weil   aber  die   roratehende  Gerade  in  der   berGhreiiden 
Ebene  liegen  soll»  ao  musa  nach  61) 

Bu  Bu  du       ^      ^ 

g^coaÖi  +^coaai  +  ^coaOi=0 

eeio^  und  aua  den  beiden  Gleichungen 

eeetfoos^ -f  eoaweoaei -f  coacSeoaSi  s:0. 


du  Bu  Bu      ^      ^ 

g-coa^  +  ^ooao,  +  ^coaOi&O 


folgt  ran 


dfi  Bu  Bu  ^Bu 

(eoaSg- —  cosag-)eo8fl»i=(coaögr  — coaög^cosöi, 

du  8tL       .  Bu  Bu. 

(coa  i5  g-  —  cos  o  g-)  cos  Oi  =  (coa  »  g—  —  cos  6  g-j  cos  ßi ; 

«roreoa  aich,    wenn  man  quadrirt  und  addirt,   mit  Rficksicht  auf 
die  Gleichung 

cos  01*  -t*  ^^^  ^'  -¥  cos  c5|*  =  1 , 
die  Gleichung 

_  Bu  Bu^^  .    -  - 

(cos  ö  g-  —  cos  e  K-Jr  ein  d|" 

=  |(cosÄg-— co«5  K-)'  +  (cos«g- —  cosdg-)>|co»6|« 


Th«U  ILXX. 


so 


4S6  €tmn$ri:  Nem  BanüSkmf  4»  tkmrH 

oder 

(cos  ö  g-  —  cos  tt>  p^*  tang^i* 

=  («<^^  &  ~  cos  o  g^«  +  (cos  «g^ 


•rgiebt,  welche  Gleichang,  weil  die  Normale  auf  allen  dorcb  des 
Pookt  (dP»  jf»  f)  in  der  berahreodea  Ebene  gesogenen  Geiadsa 
senkrecht  stehen  mass,  f3r  jeden  Werth  von  tang^j  gelten  awH^ 
was  nur  dann  der  Fall  sein  Jiann»  wenn 

cosOg- — coso>g-=0» 

8ac  dai  d«  dn «     ^ 

(cosÄg^— cosSgj)»+(cos«^--cosfl^*=0; 

also  wenn 

dti  dti      A 

cosö^-.eos»g^=0, 

3tt  -St«     -^ 

cos  O  g cos  Q^  ^zzifJt 

—  Sil      '        3n       -^ 

ist,  woraus  sieh«  wenn  G%  einen  gewissen  Factor  beaeichnef, 

cos^s^ig-,    cososu^K-»    ces6=^Gs^ 
ergiebt    Folglich  sind  nach  dem  Obigen 

' QU  du         3m 

die  Gleicbangen  der  Normale  der  krummen  Fläche  in  «lern  Punitto 
(«*  y .  «)• 

Auf  der  durch  die  Gleichung 

charakterisirten  Fläche  denken  wir  uns  wieder  durch  den  in  de^ 
selben  liegenden  Punkt  (x.  jr»  >)*  mto  also 


Ist,  eine  beliebige  darch  die  Gleicbangen 

cfcarakterlsirte  Corve  gesogen,  so  dase  also  aaeh 

iflt»   «od  eetsen  der  Kflrse  wegen  wieder 

Die  Gleiehungeo  der  Berflhrenden  der  Carve  in  dem  Puiilcte 
i*9  9»  ')  sind  nach  13): 

jr— y 9— y }  —  x    

du  Bü_au  dü'^^au^Su   dU'^du   au_Sudü' 
d^' Bz      Bz'dy     ,Bz'hx     dx' dz       Sx'Bjf      hyhx 

Die  Gleichungen   der  Normale  der   FiSche   In   dem  Punkte 
(^»  9»  <)  sind  nach  62): 

J— g_y— y_f— 1^ 
du  ^        du    * 

da:  dy         Sz 

Die  Gleichung  der   durch   dieee    beiden    Geraden    gelegten 
Kbene  eel 

i<'(r-ar)  +  Ä'(i;-y)+  C'ö-x)=0, 

00  daee  alao 

=  0, 
i«t,  und  folglich 

/au  acT   au  8ü^\a«    /au  a^   au  a«r\au 

^  ^\dz'dx'^Bx'Bz)Bz^\dx*dy'^dy'dx)dy' 

\dx  *dy     By'  BxJ  Bx     \By  *  Bz      Bz'  By  jBz* 
^,     /Bu  Bü    Bu  Bü\Bu     (Bu  Bü    Bu  Bü\ 

""V^'S^ax%y^'"VSSi""8i'W 


au 

Bx 

£9* 


oder 

.,_ae^. /aii\«  /8ii\*  /aii\«.   hu/du  bü.Bu  du^-Om  doy 

^     dU./du\^  .  /ai<\«  .  /8iiV,     3u/du    dD  ,  du  dü^Su  dD\ 

^/-^^i/'^Vj./'^'Vj./'^^Vi    ^^^  ae^.^  ??a.??  ??^ 

gesetat  werden  kann.     Mach  den  in  XV.   gebrauchten    Beieick- 
nungen  Ut  aluo 

uod  folglicb  die  Gleichaog  der  in  Rede  etebenden  Ebene; 

Die  Gleichung  der  Oaculatioos- Ebene  ist  nach  58):  . 

wo  wir  der  Kflrse  wegen 

du     „Bu 

aetien   wollen. 

MitteUt  leichter  Rechnung  findet  man 

und 


4er  Btrüknmt  n»d  Kr9mmM»§  der  Orten.  tfO 

A'*^B'*^  C*«=»«S«+  FM-2eFÖ. 
Ferner  bt 

.,.9V     .Bu..  du     „du. 

duy  ,  /doy 


^/dK  dr  .  du  827  .  dit  d{7\ 


al«o 


„./»««   81/  ,  du  du  ,  du  dU\ 


Bezeichnet  nnii  /  den  von  der  durch  die  Berflhrende  und  die 
Normale  gelegten  Ebene  mit  der  Oscnlatione- Ebene  einge^chlos- 
i(«nen  Winkel,  so  ist 

(A'A'  +  ß'B'+C'C)* 

*""*'^-  (A'*+  B*+C'*)(A'*  +  Ä""  +  C*) ' 

ako  Dach  dem  Obigen  ofenbar: 

g«(<«S»-Q«) 
«4)    .    .    .      cos  ^  _  ^  ^^^^  +  p  V  —  2r  FÖ) ' 

und  folglieh ,  weil  nach  60) 


^_      (««a»-Q»)» 

'^~e«5«+  FV— 2eFQ 


tet 


f»)     ....      cos^=  l,(^5«_Qi)j    • 
welchen  Ausdruck -ich  für  «ehr  merkwürdig  halte. 


4S0  (Srmn^rt:   Neue  Darsieiiung  dm"  Theorie 

Leicht  findet  man  auehs 

6Ö)     .    .    .      «n -^  —  ?(^«srp^^V325Fie) ' 
and  folglich: 

Weil  rational 

vR 


68) cosJssJ: 


kt»  so  ist  dieser  Ausdruck  jedenfalls  der  merkivOrdigste. 

Durch  den  Punkt  {x^  jf,  t)  wollen  wir  uns  nun  eineo 
Schnitt  unserer  durch  die  Gleichung 

charakterisirten  Fläche  gelegt  denken,  dessen  Gleichung 

-AT  +  »D  +  tf}  +  C  =  0 
sein  mai^,   so  dass  also  anch 

Äo:  +  »y  +  «I  +  B  =  0 
ist,  und  im  Allgemeinen 

gesetzt  werden  soll.    Dann  ist 

und  die  sämmtlichen  zweiten  Differentialquotienten  von  It  Ter- 
schwinden  al^o.  Bezeichnen  wir  nun  den  KrfiromuDgsbalbiiiesser 
des  ebenen  Schnitts  in  dem  Punkte  {x^y^z)  durch  X,  und  setsea 
der  Kürze  wegen 

5«  =  il«  +  »«+tf«, 
und 


dn  Berüktun§  und  XriUmmm§  der  Cunm.  4SI 


.  A  3*ii  .^3ii     •*3mv,,^3«     ^8>k 

SO  Ut  nach  60)»  weil  im  vorliegeoden  Falle  wegen  der  verechwin- 
denden  sweiten  Difereotialqoetieoteo  ?on  If,  wekhee  hier  an  die 
Steile  Ton  V  in  XV.  tritt,  die  dort  durch  F  beieichnete  Gröeee 
offenbar  oeibat  Terachwindet : 

*) ''='-^^. 

Laasen  wir  jetzt  den  durch  die  Gleichung' 

iNler 

il(jr-j:)  +  »(V-y)  +  «(1-^  =  0 

cbarakteriairten  ebenen  Schnitt  mit  der  Torher  durch  die  Beruh- 
riende  der  durch  die  Gleichungen 

cbarakteriairten  Corvo  in  dem  Punkte  (x,  jf,  x)  und  die  demaeU 
bon  Pookte  entaprechende  Normale  unaerer  durch  die  Gleichung 

chnrakteriairten  FiSche  gellten  Ebene  inaammenfallen,  ao  roiia- 
o«i  wir  noch  dem  Obigen 

ootien»  wo  nach  dem  Obigen  bekanntlich: 


432  Gruuerix    Seme  DameUung  der  TAe&rU 

ist.    Dann  Ut 

Qod  folglich  nach  dem  Obigen 

5«  =  «•(#««•— Ö*). 
Ferner  ist: 

also,  wenn  man  die  obigen  Wertb«  tod  A',  B' ,  C  einfährt,  w 
man  auf  der  Stelle  flbersieht : 

^8«     „8»       -/8»  du      du   dO\ 
*gi^~*85  =  *  V^'Si  ~  dx'^J' 

^du     ^du        .jrdu  dO       du  dU\ 

dx  dx  vSjt'öz       dt'dxj* 

rolitlich : 

» 

»_  ^fdu  du   du  duy 

,*—    dx*\dt'dy~djf'  di) 

.dhtfdu  du    du  duy 

+  8y»Vda:"8i  ~dz'dx) 

8*u/du  du      du    dU\* 
+  8i«  V8y*S*~^'8y/ 

dht  /du  du     du  dU\  fdu  dU     du  dU\ 
+  *SS^ V8i  •^■~8^*  8iÄ8«"S*  ~&  W 

8^/8«  du     du  dU\/du  dU     du  dU\ 
■*■  ' dydi \dx '  di  ~'dt'dx)\dy'dx~dx'dy) 

8H«  /8a  du     du  dU\  (du  dU    du  dU\ 
'^^dSk\dii'dx~Wdy)\dt'dii~^'dt)' 

Vergleicht  inaii  dies  mit  dem  Ausdrucke  von  v  in  XV.,  so  6odet  ou 


1=1?»    also    t>  =  *'*r. 


Eodlicb  ist 


rtrr  BtrükruHt  taut  Krimmumg  der  Cimai.  4)3 

also 

i 

Folglich  ist  oach  69),  wenn  nnn  H  der  KrfimninngshalbineMer  in 
den  Pankte  (a,g,  x)  its  von  der  durch  die  Berflbrende  der  durch 
die  Gleichungen 

/(r.t>,f)=0,    F(r,i^.|)=0 

charmkterisirten  Cnrre  in  dem  Punkte  (x,  y,  z)  und  die  demeel* 
l»eB  Punkte  entsprechende  Normale  der  durch  die  Gleichung 

charakterieirten  FiSche  gelegten  Ebene  gebildeten  ebenen  Schnitte 
der  Fliehe  iet:    J/!^=z—^,   also,   wenn  man  die  vorher  gefun- 

I 

dienen  AusdrGcke  von  5*  und  9*  einf&hrt: 
70) 1P=-^^ — ::f-"^^-^- 

e 

Nach  86)  iet  aber 

also»  wenn  man  dies  mit  70)  multiplicirt:  IPsslPcoa«!*»  oder» 
wenn  man,  was  offenbar  veretattet  ist,  fllr  J  seinen  einen  rechten 
Winkel  nicht  übersteigenden  Werth  setzt: 

71) B^McomJ, 

welcbe  Gleichung  su  dem  folgenden  merkwürdigen,  schon  von 
RTetinleT  auf  andere  Weise  gefnndenton  Satze  fahrt: 

Wenn  auf  einer  beliebigen  Fläche  eine  Curve  ge- 
sogen isty  so  wird  deren  Krflmmungshalbmesser  iu 
einem  beliebigen  ihrer  Punkte  gefunden,  wenn  man 
den  Krümmungshalbmesser  des  durch  die  BerOhrende 
der  Curve  in  diesem  Punkte  gelegten,  auf  der  Fläche 
normalen  ebenen  Schnitts  derselben  in  dem  nämlichen 
Punkte  mit  dem  Cosinus  des  spitzen  Neigungswinkels 
der  Ebene  dieses  Schnitts  gegen  die  OsculationM- 
Ebene  der  Curve  in  dem  In  Rede  stehenden  Punkte 
multiplicirt 
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Ueber  drei  geometrische  Au^aben  und  iiber  eiae  i^g» 

Schaft  der  Ellipse. 

Vdii 

Herrn    Oiio   Bökten 

so   Süll  ■•  K.  In   WnrtenberiT' 


I.    Geber  drei  geometrische  Aufgaben. 
(Taf.  VIII.  Fig.  1.  und  Fig.  2.) 

Nachstehende  Aufgaben  stehen  in  naher  Verbindung  mit  eh* 
ander :  1.  Die  Trisektion  des  Winkels.  2.  Es  ist  ein  rechter  Wini^el 
gegeben  und  ein  Punkt ;  durch  letztern  eine  Gerade  zu  ziehen,  so 
dass  das  von  den  Schenkeln  des  Winkels  abgeschnittene  Stfick 
derselben  eine  bestimmte  Lfinge  habe.  3.  Von  einem  Punkte  Nor- 
malen auf  eine  Ellipse  zu  Allen. 

Ich  beginne  damit,  den  Zusammenhang  zwischen  den  Aufga^ 
ben  2.  und  3.  nachzuweisen.  Es  sei  (Taf.  VIII.  Fig.  I.)  OA=ü  die 
grosse,  Oi?= fr  die  kleine  Halbaze  einer  Ellipse.  Auf  dem  Quadrantai 
AB  liege  ein  Punkt  M,  dessen  Abscisse  =  j?  ist ;  man  siehe  dit 
Normale  von  JU,  welche  OA  in  L  und  die  Verlängerung  von  BO 
in  ZV  trifft,   setze 

o«  — fr« 

Z. Z. Iß 

SO  ist 

OL  =  k*x,     OS  =  k^^  V^a«~-"i«. 
Man  nehme  nun  auf  OA  den  Punkt  /an,  ao  daas 
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i>o  int  2V/= — 7 —   Ton   konstanter  LSnge.     Wenn  alno  bei  2.  a 

der  gegebene  Punkt  int ,  durch  welchen  eine  Linie  von  der  Länge 

^  gezogen  werden  soll,  eo  bestimme  man  auf  den  Schenkeln  des 

rechten  Winkels  die  Längen  OA^:za  und  OB=^h  so,   dass  die 

a*  — 6* 
Cyrüsseii  a  und  6  der  Gleichung  i=  — r —  gendgen,  ßille  von  a 

atif  die  Verlängerung  von  BO  das  Perpendikel  aß  und  bestimme 
Haraof  den  Punkt  y  durch  die  Proportion  aßiyß  =:a;bp  ftlle  von 
y  «nf  die  Ellipse  AB  eine  Normale,  welche  OA  in  L  und  die 
^«fläDgerang  von  BO  in  j{V  trifft,  ziehe  Na,  welche  verlängert 
O^  in  I  begegnet,  so  ist  i^/  die  gesuchte  Linie. 

Die  Aofgabe  L  ist  ein  spezieller  Fall  von  der  Aufgabe  2.,  wie 
aa«  folgender,  an  einem  andern  Orte  schon  verfiffentlichten ,  alier 
^oU  sehr  wenig  bekannten  Darstellung  erhellen  wird.    Man  he* 
schreibe  von  der  Spitze  i7(Taf.  Vin.Fig.2.)  dessu  theilenden  Win- 
l^els  CHE  aas  mit^dem  Halbmesser  \l  einen  Kreis,  welcher  die  Schen- 
kel des  Winkels  in  E  und  G  trifft,  verlängere  EU  bis  zum  Durchschnitt 
^itder  Peripherie  in  A',  ziehe  den  Durchmesser  fiV',  welcher  den 
Winkel  GHK  halbirt,  und  durch  Xeine  Sehne  KO',  welche  FN' 
in  o'  schneidet,  dass  a'O' ^  0'Hz=:il.  so  ist  GHO':=z\GHE, 
Hie  sich  sehr  leicht  beweisen  lässt ;    denn    O'a'H  =  O^Ba*  =  K 
^GHf,  also  GHO*=K:=^\0'HE.    Die  Aufgabe  ist  nun  darauf 
rrdozift,  durch  K  eine  Sehne  KO'  zu  ziehen,   welche  VN*  in  a! 
«cbneidet,  so  dass  c/O'  eine  bestimmte  Länge  habe,  hier  gleich 
dem  Halbmesser  des  Kreises.    Zu  diesem  Zwecke  ziehe  man  zwei 
Linien,  welche  sich  in  einem  Punkte  O  rechtwinklig  kreuzen  und 
die  Gerade  Oo,    welche  mit  jenen  Linien  Winkel  bildet   gleich 
K&t  und  KO'N',  mache  Oa  =  iil,  ziehe  durch  a  eine  Gerade» 
welche  jene  Linien  in  /  und  N  trifft,   so  ilass  /iV  =  Jl ;    trage  auf 
den  Darchmesser  PN'  die  Grßsse  Pa'=zla  an,    ziehe  die  Sehne 
KO* t   welche  durch  a'  geht,   und  endijch  den  Halbmesser  0'£f, 
so  iat  GHO'^IGUE. 

Aus  dem  Vorhergehenden  erhellet  nun,  dass  die  Aufgaben  2. 
und  3.,  welche,  algebraisch  behandelt,  wie  bekannt,  auf  Gleichun- 
gen vom  vierten  Grade  ffihren,  und  dass  die  Aufgabe  I.,  die  sich 
dorch  eine  Gleichung  vom  dritten  Grade  ausdrücken  läset,  welche 
aber  der  irreducible  Fall  ist,  fibereinstininit  mit  der  Aufgabe  t2., 
wenn  die  Entfernung  des  Punkts,  durch  welchen  eine  Gerade  von 
der  Länge  X  gelegt  werden  soll,  von  der  Spitze  O  des  rechten 
Winkels  =lil  iet  Auch  hier  hat  die  Aufgabe  vier  Auflosungen,  wo- 
von jedoch  Eine  leicht  zu  finden  ist,  ivenn  man  nämlich  von  dem 
gegebenen  Punkte  aus  mit  dem  Halbmeaser  \l  einen  Kreis  beschreibt. 
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Wenn  endlich  dieser  Pankt  auf  der  Halbirangidinle  des  reditai 
>yinkele  liegt,  so  erhält  man  das  Problem  des  Pappas»  wridb« 
elementar  anfgefSst  wird. 

In  Band  48.  von  Crelle's  Journal  hat  Joachimsthal  ehe 
.Anfl5sung  der  Aufgabe  3.  mitgetheilt,  welche  im  Folgenden  n 
Grande  gelegt  Ist,  um  die  Trisektion  des  Whikels  mittelst  eiM* 
Ellipse,  und  eines  Kreises  anszufUhren.  Es  sei,  wie  oben»  GBi 
der  zu  theilende  Winkel;  man  beschreibe  mit  dem  Ualbneuer 
•\k  von  H  aus  einen  Kreis,  GH^EHz^\l.  verlängere  EH  oach 
K  und  ziehe  den  Durchmesser  tN\  welcher  GHK  halbirt  Nu 
konstruire  man  eine  Ellipse,  deren  grosse  Halbaxe  OA^:^\l9  wik- 
rend  die  kleine  =iil  ist,  siehe  durch  O  eine  Linie,  weiche  mit 
der  kleinen  Aze  der  Ellipse  einen  Winkel  bildet  =\KHN',vi^i 
nehme  auf  derselben  den  Punkt  «an,  Oasfil;  siehe  aß  eeek* 
recht  auf  die  kleine  Aze  oder  ihre  Verlängerung,  haibire  a/}  ii  ^ 
Von  y  ans  sind  .nun  Normalen  anf  die  Ellipse  zu  fkllen«  Eiae 
dieser  Normalen  kann  nach  dem  Obigen  sogleich  gesogen  werdei» 
sie  schneide  die  Ellipse  in  n. 

Man  ziehe  von  A  eine  Linie  senkrecht  auf  yit,  welche  der 
Ellipse  in  m  begegnet.  Ferner  werde  von  A  aus  eine  Linie  f^ 
zogen,  welche  senkrecht  auf  yO  steht  und  die  Ellipse  in  p  trÜt; 
man  ziehe  die  Tangente  in  p,  welche  den  Kreis,  dessen  Durch* 
messer  die  grosse  Axe  ist,  in  q  und  $  trifft,  endlich  werde  oock 
durch  die  Punkte  ^,  «,  m  ein  Kreis  gezogen,  welcher  der  Ellipse  io 
den  drei  weiteren  Punkten  m' ,  m",  m"'  begegnet,  so  sind  die  drei 
Linien,  welche  durch  y  rechtwinklig  gegen  Am! ^  Am"  und  AaP 
sich  ziehen  lassen,  die  drei  übrigen  Normalen  der  Ellipse.  Man 
hat  nun  nur  noch  die  Punkte,  wo  sie  die  kleine  Axe  treffen,  dH 
a  zu  verbinden,  und  erhält  vier  Linien,  welche  dnrch  a  geben 
und  von  welchen  die  Axen  Stacke  abschneiden  =i;  es  sei  /ff 
eines  dieser  Stacke;  man  mache  ta'^la,  ziehe  ATaS  welche  Linie 
verlängert  den  Kreis  in  O'  trifft,  so  ist  GHO'  z=i\GHE.  Zwei 
von  den  andern  Auflösungen  fiihren  auf  die  Trisektion  der  Win- 
kel GUe  und  EHP. 


IL    Ueber  eine  Eigenschaft  der  Ellipse. 

(Taf.  Vni.  Fig.  3.  und  Flg.  4.) 

Es  seien  (Taf.  VIII.  Fig.S.)  Oil  =  11  die  grosse  und  OB^b  di 
kleine  Halbnxe  einer  Ellipse ;  auf  OA  liegt  der  Hrennpnnkt  F.    Man 
ziehe  durch  einen  behebigen  Punkt  M  anf  d<»m  Quadranten  AB  die 
Tangente,  welche  die  Verlängerung  von  OA  in  P^  von  OB  in  Q  triftt 
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ttDd  bcseichne  die  Linie  PQ»  welche  die  Hypoteuoee  dee  rechtwink- 
ligen Dreieciu  OPQ  M,  mit  h(M),  dieSomme  der  beiden  Linien 
OQ  und  FQ  mit  s(IU).  FOr  einen  andern  Punkt  N  des  Qua- 
dranten erhfilt  man  durch  eine  ähnliche  Conetrnktien  die  Gr5e8en 
A(iV)  undf  (/V).  I>ie88  yorausgeaetst,  läast  sich  die  fragliche  Eigen- 
schaft der  Ellipse  in  folgendem  Satze  aussprechen: 

Man  bestimme  (Taf.  Vlil.  Fig.4.)  auf  ii  A  den  Punkt  D,  Air  welcbeo 
A(D)  ein  Minimum  ist,  so  ist  die  üifferens  der  BOgen  BD — DA 
ssa — A.  Man  nehme  ferner  die  Punkte  ißi  waXBD  und  D%  mal  DA 
an,  so  dass  A(l>i)  =  A(l>s)  =#(/>)»  dann  ist  die  Diferens  von  je 
sweien  der  Bugen  BDy ,  />i/>,  DD^^  D%A  eine  algebraische  Gr5sse. 
Ebenso  lässt  sich  der  Quadrant  AB  in  acht  Bugen  theilen»  von 
welchen  Je  xwei  um  eine  algebraische  Grfisse  differiren,  indem 
auf  BDi  und  D^A  die  Punkte  D,  und  D^,  auf  D^D  und  DD^  die 
Punkte  1>5  und  D^  so  bestimmt  werden ,  dass  h  (D^)  =  k  (D^  =  t(0|) 
mid  A(05)=sA(/>0)=sf(/l|)  ist.  Wenn  man  diese  Gonstruktion 
auf  den  Kreisquadranteu  anwendet,  wo  F  mit  O  susammenflillt, 
so  ergibt  sich  die  Eiiitheilung  desselben  in  swei,  vier,  acht  u.  s.  w, 
gleiche  Theile. 

Es  sei  X  die  Aliscisse  eines  Punktes  M  auf  dem  elliptischen 

Quadranten,  — ^ — s=A*;  so  ist 


(1) 


(3)  ,(,if)  =  «Y  +_ 


Wenn  drei  Punkte  M",  M'^  M  auf  dem  Quadranten  liegen,  deren 
Absdssen  :r'  >  x'  >  x  sind ,  und  welche  die  Eigenschaft  iuiben,  dass 

BM+BM'^B3r+  '^ 

oder 

(3)  BM^lirM''z=,'^'''^''\ 

so  foden  folgende  Bedingungsgleichungen  statt,  welche  die  Addi- 
tionsfomeln  Rlr  elliptische  Integrale  sind : 
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(6)      VotZ^^. V a^^aT^"^^  Va«^*«Ä«=oVfl*-«» 


Man  lasse  erstens  Af^  mit  il  zasamnienfallen,  so  ffibii  die  For- 
mel (4),  wenn  man  darin  x'''=ia  seist,  anf  die  CrlelclioDgeB 


oder  ' 


(7) 


ünrch  Vergleicbong  mit  (1)  ergibt  sich  k{M)=:h(M').  Zwfi 
solche  Punkte,  wie  M  und  M' ,  von  deren  Eigenschaften  unten  it 
Rede  sein  wird,  theilen  den  Quadranten  AB  in  drei  Theile,  wo- 
von die  beiden  äussern  um  eine  algebraische  GrSsse  diferiroii 
Aus  (3)  und  (7)  erhält  man  nämlich 


(8)    B*-*'^=A>xV"^S  =  *-:r'V^^. 

Zweitens  soll  M*  mit  M  zusammenfallen  und  die  Abscisse  de« 
dritten  Punkts  Jlf  sur  Unterscheidung  |  heissen,  so  ergibt  sieb 
aus  der  Formel  (4),  wenn  man  darin  x' z=zx  und  x^=|  setzt. 


(9)  j:«=:o' 


und  aus  (3) 
(10)  Äilf-  MM''  =  *«|  -?Z1^^^ . 

Die  Gleichungen  (7)  und  (9)  zwischen  den  drei  Absci^sen  x'>|>x 
beziehen  sich  auf  das  System  der  drei  Punkte  M*,  M^y  Mf  welche  •• 
liegen ,  dasM  nach  (8)  und  (10)  je  zwei  der  drei  Bugen  BM,  tfA, 
MM"  um  algebraische  Grossen  differiren. 

Man  bestimme  noch  einen  vierten  Punkt  Jlf,  dessen  Absdtse 
If  ist,  so  dass  A(iir'^=:  A<itf'),  oder  nach  Formel  (7): 
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eUmioire  aw  dicMr  Gleiehaim  und  mau  (9)  £,  setse  den  so  arhal- 
te«en  Werth  von  j?  in  (1),  so  erbilt  man: 


Durch  geeignete  Verseteung  der  vier  Punkte  Jlf,  JV,  Jf«  /^, 
wobei  SU  bemerken  iat,  daea  durch  die  Lage  eines  derselben,  s.  B. 
von  MT  9  diejenige  der  drei  andern  bestimmt  iat,  erhält  man  die  an- 
gegebene Eintheilung  des  elliptischen  Quadranten. 

Man  setze  das  DiBerenzIal  des  Ausdrucks  A(Jlf  )=  —  w  '~%zz^' 

gleich  0,  so  erhfilt  man  ar=  V  — v~ä  '<D>'  '^®  Absclsse  des  Punk* 

tes  Z>,  der  durch  die  Eigenschaft  charakterisirt  Ist  A(Z>)  =  Min. 
Der  gleicbe  Wertb  Ar  x  ergibt  sich  aus  (7) ,  wenn  x^x'  gesetst 
ifird.  Dureh  Vergleichung  mit  (8)  erh&lt  man  BD^DA^a-^b. 
Wenn  wir  zunächst  M'  mit  D  zusammenfallen  lassen,  so  AUlt 
auch  MF  auf  Z>;  die  Punkte  M  und  M'  fallen  auf  D^  und  /^, 
welche  nach  (11)  sich  durch  die  Gleichung  h{Dx)  =^  h(D^  =  t{D) 

konstruiren  lassen.  Setzen  wir  ferner  in  (9)  und  (10)  £  =  V  ~~r/» 
■o  erhalten  wir: 

BD^  •  D^A  =  (Va  —  Vb)  ( V"a~r6—  vA)  • 
«ad  aas  (8): 

durch  Verbindung  mit  BD  —  DA  sza'-b=.  (Va  +  Vb)  ( Va  —  Vb) : 

Z)aß-.Z)i>i  =  (\/a— V6)(Va  +  v6-W+'*). 

Um  die  Eintheilung  des  Quadranten  in  acht  Tbeile  aussnfOhren. 
▼on  welchen  je  zwei  um  algebraische  Griissen  differiren,  Tersetzt 
man  Hf  und  iW  auf  Di  und  D^,  so  fallen  M  und  M'  auf  D^ 
uad  1)4»  und  man  hat,  wie  oben,  A(/^)  =  A(ll4)  =  i(JD^;  nach- 
her wird  umgekehrt  M*  und  Itf  auf  D^  und  D^  reraetzt,  wo 
daoD  M  und  üf  auf  />5  und  D^  fallen ,  und  es  Ist 

h(D^  =  k(D.)  =  s(D,). 

Somit  wäre  der  Quadrant  In  acht  Bdgen  getheilt;  die  Theilpankte 
rind  der  Reihe  nach  A ,  D4,  />«,  />6,  />»  D«,  Dg ,  Z)^,  iB;  durch  die 
Formeln  (8)  und  (10)  kennen  die  Unterschiede  zwischen  je  zweien 
dieser  acht  BDgen  angegeben  werden. 


Das  Voiwtehende  nird  genfigen »  «m  to  xeigefi,  wie  uta  t« 
Eintheilong  des  ellipti«^chen  Quadranten  in  aechszehn »  sweianddre» 
aig  n.  a.  w,  Theile  fortschreiten  kann.  Bei  der  Theilang  in  scchf • 
zehn  Theile  kommt  M"  der  Reihe  nach  auf  Ag,  />4»  A^,  Z)«,  4ie 
Punkte  iH,  M'  fallendann  auf  die  BOgen  BD^  und  D^A,  D^DmA 
DD^,  i>,Z>i  und  />2&4,  A'^a  »"d  D^D%. 

Die  hier  angegebene  Tfaeilung  iSaat  aieh  mit  einigeo  MoM* 
katioiien  anf  die  Quadranten  verkürster  oder  verlängerter  CyclM* 
den»  Epicycloiden  und  Hypocycloiden  ausdehnen. 

Zwei  Punkte  auf  der  Ellipse,  wie  M  und  AT  (Taf.  VlILFig.a), 
ffir  welche  die  Gleichung  h(M)=h{M')  gilt,  haben  folgendejeickt 
zu  beweisende  Eigenschaften :  Ihre  Normalen  sind  gleichweitvon  Mit*  , 
telpunkt  O  entfernt,  diese  Entfernung  iKt  gleich  BM — UfA.  Die 
Produkte  ihrer  Krflnimungshalbmesser,  der  Abstände  Ihrer  Taoge«- 
ten  Toni  Mittelpuhkte,  der  halben  konjiigirten  Dnrchmesüer  tod  Oä 
und  OM'  sind  je  gleich  ah.  Wenn  die  Tangente  von  M  die  ?erila- 
gerten  Axen  in  P  nnd  Q  schneidet,  OS  senkrecht  auf  PQ  stekt 
und  P^  Q',  S'  dieselbe  Be<lentung  für  AT  haben,  so  Ist  » 

QM^S'P".     MP^Q'S\    QS=1U'P,    SP=(y]ir; 

QM.Q'»rz=zSP.S'P  =  a*; 

jaP.IU'P'  =  QS.Q'S'  =  b*. 

Zieht  man  durch  M  Parallelen  mit  den  Axen,  so  wird  dadarch 
P'Q'  in  drei  StOcke  getheilt,  wovon  die  zwei  äussern  beziehlidi 
den  Halbaxen  gleich  sind.  Das  Produkt  der  Abschnitte  der  Nor- 
malen von  M  und  lU'  zwischen  der  Curve  und  der  grossen  Axe 

b* 
ist  =  — ,  und  zwischen  der  Curve  und  der  kleinen  Axe  oder  ihrer 
a 

a» 
Verlängerung  =t~*    Aus  dem  hier  Angeftlhrten  lassen  sich  die 

Eigenschaften  des  Punktes  D,  in  welchem  zwei  Punkte,   wie  M 
und  M',  vereinigt  sind,  leicht  ableiten. 

Endlich  folgt  noch  die  Auflösung  der  Aufgabe,  einen  Punkt 
M  auf  der  Ellipse  zu  finden,  wenn  die  Länge  von  PQ^  welche 
oben  h(M)  genannt  wurde,  gegeben  iht.  Man  beschreibe  Ober 
dieser  Länge  als  Durchmesser  einen  Kreis  und  lege  von  einem 
Endpunkte  desselben  zwei  8ebnen  in  den  Kreis  gleich  a  +  b  und 
a — 6,  so  ist  die  Entfernung  der  andern  Endpunkte  dieser  Sekoea 
gleich  dem  konjugirten  Durchmesser  von  M,  wodurch  also  dieser 
Punkt  bestimmt  ist.    Die  Constraktion  gibt  zwei  Auflüsungen. 


Z9kfUM$m$/M^gfrtHt.d»i^m$9'9€lUn  Maäru€k$ffirr(ß0^^i 


Einfeciie  Herleituog  des  6  a  aas 'sehen  Aosdracks  fQr 

Herrn   Dr.  Zehfu$s^ 

L«hrtr  ier  Mslbentlik  ond  hAberan  Mechtoik  «■  4tr  hfth«f«i  0«wtfM- 

«chole  so  Daroifltadt. 


BekaDDtlich  Ut 

x^  —  l  1  1  — «^ 

Lr  =  lim — j —  oder  l-srlim — j — , 

wofür  nso  aoch»   wenn  A=l:d  geaetsi  wird,  aetseo  kann: 

Lr=iim.fi(I  —  :r«). 
Seilt  man  non 

ee  #tg^  sieb 

r(fi)  =  lim.jiA*-» /**  (1— a?i)^»ar, 

0 

d.  b.  wenn  j;=:t"  geaetit  wird: 

IXlO  =  Im. nf'P  (1  -  ly^»  1^»  8t 

0 

Nadk  einer  bekannten  Redoctionaforroei»   welclie,  ao  oft  ii  ebe 
gaase  poeitire  ZabI  iat,  geachloaaene  Reanitate  liefert,  iat  aber 

woffMM  direet  folgt: 

^  ^     „     IM«        1.2.... (n  —  l)  „12  fi 

^'  ^  Oi+i)....(^+«— 1)         ^  fft-l>l     ^+ii-i 


•..• 


TWil  XILX.  30 


iMj^VuVWu 


•  .-.  i 


Vatf  per,  ,^ifA|*<|cltc^  ifr^mmt^. 


I  • 


ii«]  e/niihix.'/    V-  ■  '■  ■ 


..  i 


Xlifll. 


•         •  •  '1 


Von  der  Auflösbarkeit  der  ganten  rationalen  FonktioBei 

ittea  Gfidm  in  Faktoren. 


I  *       f    i      i 


Herrn  Dr.  j4m  Ende 

so  Langen« Hit«. 


Bekarmtlicb  lassen  »ich  von  den  unentwipkeUen  FanktjodA 
nur  die  'Bbmogeiieii  ganzen  rationalen  Funktionen  iweier  VerSodcr- 
liehen  in  allen  Fällen  in  linelire  Faktoren»  also  in  Faktoren  toi 
der  Form  ax  +  btf-i-c,  auf  lüften. 

Es  wird  »ich  in  folgender  Pntersuchung  darum  handeln,  die 
Bedingungen  feNtzustetlen,  Rntejr  welchen  eine  ganze  rationtk 
Funktion  von  mehreren  Veränderlichen  eich  in  Faktoren  aaflwW 
lässt. 

Da  die  Funkttonen  mit  zwei  Veränderlichen  die  einfachsten  sindi 
und  dieselhe  Mr^thodo,  welche  hier  zur  Feststellung  obiger  Bcr 
dingungen  angewendet  wird,  auch  auf  die  Funktionen  mit  drei  bbJ 
iiif>hrerGD  Veränderlichen  anwendbar  ist,  so  untersuchen  wir  zuent 
die  ganzen  rationalen  Funktionell  mit  zwei  Veränderlichen. 

•     ;•■■■. 

f  §1 

Die  allgemeine  Form  dies«r  FunktioneD  ist: 

(I)    F{x,y)=z     .4oJ*+^,a— »^  f  A^-*y'»-\- +  A^ 

+  Äox"-'  +  ß,x«  «y  +  B^-*y*  +  ....  +  Bm-\f* 


t^ 


4  V  =  0. 


I  . 
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Sabstitoirt  nan  in  diese  Gleichung  f^r  x  und  y  die  allgeineinen 
hnneln  fSr  die.CoordiDatenvenvandlnng  in  der  Ebene«  nfimlich: 

x^=:x'co9>u — y'a\nu-\r9t» 

ieM  endchtlltch»  dass,  nenn  Gleichung  (1)  ziivurderat  einen  linefi- 
•tFalctory  also  einen  Faktor  von  der  Form  ax-i-by^c  hat,  dieser 
>ei passender  Bestimmung  des  Winkels  ti  und  der  GrSssen  auwdß 
ib  einfacher  eingliedriger  Faktor  in  der  Form  x*  resp.  y'  heraus* 
reten  wird»  and  dass  im  entgegengesetzten  Falle,  vro  also  die 
SIeichung  (1)  keinen  solchen  Faktor  hat,  die  Bestimroong  der  ge- 
laoDten  Grossen  sich  als  nnmuglich  ergeben  wird. 

Geometrisch  ausgednlckt  wflrde  dies  lauten:  Wenn  eine  Curve 
sioeo  geradlinigen  Theil  hat,  so  wird  die  Gleichung  dieses  Thei-. 
et  bei  passender  Verwandlung  der  Coordinaten  in  die  Gleichung 
t'=:0  Ob^^ehen,  wenn  er  mit  der  y-Achse,  —  oder  in  die 
Gleichung  y  =  0,   wenn  er  mit  der  x'- Achse  zusaffimenfllllt* 

}.  2. 

Die  Bestimmbarkeit  oder  ^ichtbestimmbarkeit  der  GrGssen 
^  a  und  ß  unserer  Aufgabe  gemäss  ergiebt  sich  aus  Folgendem: 

Durch  die  Substitutionen  x  =s  sc^  cos  tc  —  y  sintf  +  tf  und 
rasa/sin«-f  y'eosn-f/J  in  Gleichung  (I)  erhält,  man  in  Beziehung 
■f  ^  und  y  drei  Gruppen  von  Gliedern : 

1.  solche,  welche  mit  Potenzen  von  x'  multiplicirt  sind,  zum 
"heil  aber  auch  y'  als  Faktor  enthalten ; 

2.  solche,  welche  nur  mit  Potenzen  von  y'  multiplicirt  sind; 

3.  solche,  welche  nur  or  und  ß  und  ausserdem  noch  die  Con- 
Bote  Q  der  Gleichung  (1)  enthalten. 

In  Beziehung  auf  die  erste  Gruppe  ist  nun  zu  bemerken,  dass« 
eiin  die  Gleichung  (I)  einen  linearen  Faktor  enthält,  oder,  wenn 
'  als  eingliedriger  Faktor  in  der  durch  die  Substitutionen  erbal- 
oen  Gleichung  heraustreten  soll,  die  beiden  Obrigen  Gruppen 
Mmchwinden  mii<<«en. 

Diese  Bemerkung  gewährt  die  Mittel ,  mit  denen  man  zur  Be- 
iaimung  des  Winkels  u  und  der  Grössen  a  und  ß  schreiten  kann. 

£«  ist  klar,  dass  zunächst  der  Theil,  welcher  mit  y'^  multi- 
Mrt  M  und  von  unbestimmten  Grössen  nur  den  Winkel  u  ent- 
llt,  verschwinden  muss.    Man  hat  für  gerade  n: 

ao» 
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....  — ilii-i«loii.co«i^-*  +  Acoii^ 


Fflr  ungerade  n  beginnen  die  Glieder  mit  —  A^^  ond  die  Vofufcfcw 
»ind  dann  ebenfalls  abwechselnd. 

Damit  dieser  Theil  der  durch   die  SubstitotloBeD  erhallmi 
dleichung  =0  werde»  mnss  sein : 

Af^f\xi «"— ili  sin  t«""-* .  cos  u  + . . . .  +  ilncosai"  ä  0. 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit: 

I 

(2)  i^ütg»"-  ^x  tgM""*  +  ....  +i^Ä  =  0 

oder 

(3)  i<o""-^l^*g«  +  i^tCOtg««— ....  +  il«COtgtl"==0L 

Die  ft  Werthe  von  tgu,  welche  Gleichung  (2)  Genffge  leistoi 
und  die  wir  Im  Anfange  unserer  Untersuchung  alle  als  uogWcl 
annehmen,  seien : 

tgtt=:r|,  r^,  r8,....rii. 

Es  bleiben  8oniit  noch  u  und  /?  der  Aufgabe  gemäss  su  betti»* 
nien  (ibrig.  Zur  Bestimmung  derselben  genfigen  swei  Toa  dei 
mit  Potensen  von  y  multiplicirten  Ausdrücken ,  welche  auf  0  ge- 
bracht  sind.  Wir  denken  uns«  um  die  Untersuchung  lu  verd» 
fachen  9  den  mit  y'""^  und  den  mit  y*^"^  roultiplicirten  Ausdrsck 
gewühlt»  von  denen  der  er8te  in  Beziehung  auf  «  und  j?  vM 
ersten  Grade,  der  z^^eite  vom  zweiten  Grade  ist  Diese  Ausdrucke 
halben  demnach  die  Gestalt: 

(4)  Ma  +  A/3  +  O, 

(5)  Pa^  +  Qu^  \  Rß*+  Sa  ^Tß  +  Ü. 

Diese  beiden  Ausdrficke  bieten  sich  stets  dar,  wie  spiter 
bewiesen  werden  soll,  in  dem  Falle,  dass  alle  Wurzeln  tgasr 
verschieden  sind.  Damit  nun  dieselben  Werthe  a  und  /3,  welche 
den  Ausdruck  (4)  =0  machen,  auch  alle  übrigen  Ausdrücke^ 
welche  In  Beziehung  auf  a  und  ß  von  höheren  Graden  sind,  =0 
machen,  muss  Ausdruck  (4)  in  diesen  als  Faktor  enthalten  seil. 
Ist  dies  der  Fall,  was  durch  einfache  Division  su  entscheidei 
sein  vvärde,  so  dividire  man  mit  3§a-{-Nß+  O  in  Gleichung  (5)^ 
damit  hier  der  mit  Ma^Kß+O  identische  Theil  entfernt  werde. 
Aus  dem  sich  ergebenden  Quotienten ,  welcher  die  Form  Jtt  -f-  Kß^^L 
hat,  und  Cileichung  (4)  erhält  man  dann  a  und  ß  der  A«%abe 
geroäsM  bestimmt.  S*iiAi  man  dann  diese  Werthe  fflr  a  und  ß  mk 
den  för  tgu  ein  in 


I 

j 
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M  ist  jrcosn-f  jfsiDii^(aco8ic-|-/78iD«)  ein  linefirer  Faktor  der 
«rspranglirben  Funktion.  Ui  das^egen  Ma-t-Piß-^O  nicht  Faktor 
der  a  und  ß  entlialtenden  AuadrQcko»  so  verschwinden  die  mit 
Potenien  von  y  mnlfiplicirten  Aosdrflcke  nicht,  oder  vreiiigstens 
nicht  alle«  und  die  Funktion  hat  keinen  lineiren  Faktor  för  die 
Wurzel  tgic  =  r. 

Dieselben  Untersuchungen  wOrde  man  nach  Substitution  der 
fibrigen  Wuraeln  tgMsr  anzustellen  haben. 

9.  3. 

Schneller  als  diese  Methode»  welche  zn  unserer  Untersuchung 
eine  (m  — l)nialige  Division  in  dem  Falle  erfordert,  wo  die  Funk- 
tion wirklich  einen  linellren  Faktor  hat,  ffihrt  uuh  die  Methode 
Bom  Ziele,  welche  sich  ergiebt  aus  der  Bemerkung,  da^s  die 
oben  genannte  dritte  Gliedergruppe  der  SubstitnHonsgleirhuns^ 
•inen  Ausdruck  giebt,  welcher  der  ursprfinglicben  Funktion  (1) 
TolMSndig  conform  ist,  so  dass,  wenn  man  in  jenem  Ausdrucke 
jr  Air  a  und  ^  (dr  ß  setzt,  man  wieder  zu  der  ursprOnglichen 
Fonktioo  (1)  gelangt. 

Hieravs  würde  folgen,  dass,  wenn  Funktion  (1)  filr  die  Wur- 
sei  tgii=rft  einen  linearen  Faktor  hat,  dieser  =  Jia: -f  Ay -|- O 
sein  muss,  oder  umgekehrt:  wenn  Mai-  ßfß-i-O  ein  Fsktnr  des 
doreb  die  dritte  Gliedergruppe  gebildeten  Ausdruckes  ist,  so  uioss 
Mx-^Ng-t-O  ein  linearer  Faktor  von  Funktion  (I)  sein. 

S.  4. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  wo  zwei  oder  mehrere  Wor- 
sein  tgai=:rft  einander  gleich  sind.  Wir  berechnen  zu  diesem 
Zwecke  die  Ansdrflcke,  welche  In  Beziehung  auf  «  und  ß  vom 
ersten,  zweiten  und  dritten  Grade  sind.    Man  hat  fflr  gerade  11 : 

•f  il|  ((» — 1)  «sin  «•-* .  cos  M — /!  sin  al*->) 

— ^((n— 2)esinfi«^*.cosW«— 2/»sinii"-».cosw) 


+  J»-i((a.cosi*»-* — (n— 1)/S  sinn,  cos  «"-<} 

—  /l»  ( — n  jJ  cos  K*-*) 

—  J?e  ein  «■"■+B|  sin  «^-•.cosn—Ätsin  !!""•*.  cosii*+.... 

... . — i?ii.ssin  V .  cos  II*-*  +  Äii-i  cos  w"-*  j. 
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^-[+^C^ 


(7) 


J 


+  il,--8(o*coflii^-"* — (it — 2)%ußsinueoB 

.  (ii-2)(«-.3) 


j— 2 /?*«lnti«co«i^-^* 


+  ilii  (     i^~  iP  cos  «"-«J 

—  Ä|  ((«— 2)a8intt«-'.co8ti  — /Jsinii"-*) 

+  Äa  ((» — 3)  a  sin  «■-* .  cos  1^  —  2/78iD  «»•• :  cos  » ) 


4- £«.«  (a .  cos  tt*<^  -  (it — 2)  j7  sin  i< .  cos  t^^>) 
—  £r,-.i  (— (»  —  1) /J  cos  i«»-«) 

+  Qsiutt«-«— C|Siüic«~'.cosi«+Caslnt^»-^.cosii«  — .... 


^...  -|-d^jicostt^M» 


MC 


(n-l)(«_2)(«-3) 

(n— l)(ii  — 2)  .^  .         A 


\ 


,  /(n-2)(n--3)(n-4)  ,  .         .  , 


K-  •  «. 


+  il,  f  ^ I    o   / «'  SID  »•-• .  COS  II* 

"~ f"o ^  «'p  sin  u*-*.  cos  «^ 


1.2 

+  3(ii  —  3)a/Pg}fit^^.«ostt--»  /9*stii «"-') 


.•  "'k 


+  -^n-i  («•.  cos  o»-' ps «•/J«in  «cos  II«-* 

,  (n— 3)(n— 4)^  «•  .     <«         ^. 
,  + 1.2»       3«^«P«^ost^* 

— ^ t  2.3 -^p'Ainti'.cosii'»-«) 


i  '•-   .. 


! 


.      ,    (ii-2).2.1  ,^            , .  (n-2)(n-3)^  ^  . 
--i<«-s(7>    ,|2 — «■/J.cosu"-»+^ ^^ — ^2«/3*8intt.co»if«-* 

(M-2)(w3)(n-4),,  , 
.   :  1,2.^    /^' rin««co8ii«-») 


4  A-i f 1-^ '  aß* .  cos II"- ■ 

i:.l  ..;   "  •  I.--..-     ^       ..        •■    ■    f  ■'•   .     . 


-■^  (- --^^sr^^«»— ) 


'       ■•■'-  ■■  ■,  ^ 


I 

»Ä.(^5=^^^.^.iB«— .CO.«« 


1'.      • 


— 2(n— 3)  «/J«ln«^-^.co«i«  +  /*••!•  1^ 


« I  p   I 

f 

+  Ci((«— 3)««lnfi»-*.co«a— /Jslnn*-»)  . 

—  C»((«— 4)o»lnii^**.costi^— 2/JsiDti"-*.co8K) 


+  Cn-^iMeoBvB^"^ — («-T  .35 /J  »in  11.  cos  II"-*) 
-  q.-»(— (n— 2)/J.co8i|i^) 

'  t  I  ■ 

■      kB 

# 

Ffir  ungerade  n  wfirdea,  *wie  leicht  so  eeben ,  die  Anfangsgi 
Aq^  B^t  Co  0.8.  w.  daa  entgegengeaetzte  Vorzeichen  haben 
der  Zeichen wecbael  dann  in  entaprediender  Weia^  forta^hr« 

Man  erkennt  leicht,  nach  welchem  Gesetz  die  Glieder  | 
d^t  ajnd.  Für  geraden  wird  tlaii  allgemeine  Glied  mit  dem  i 
ficieoteu  A  dargestellt  in  der  Form: 


Fflf  dl« Co«fici«i^ii  B.C^D^m.m.  h&tte.mii«  beiie- 
hoDgsweise  n  —  l»»-«3,ii  —  3o.fl.w.  Arfti»  dieMn 
Gliede  lu  setzen  und  bei  n — 1 »  n— 3,  n  —  5  o.  s.  w.  da«  Vor- 
leielien  in  wählen /Veklieif  atcKao«  (— l)M-^n^i  ergiebt 


Die  Benalaning  dee  ellgemeiDen  Gliedes  flBr  ongeimde  n 
«ffglebt  sidi  TOD  seihst 


I  ■ ' 


tezeichnen  wir  die  identischen  GTeichnngen  (2)  and  (3). 

irelche  die  «  Waraeln  tgti:?=r*,  respective  eetg.ii»-» ent- 
halten» Ton  denen  jetzt  «wei  einander  gleich  sein  seilen, 
der  Ktirse  wegen  mit  /(tgu)  und  fp (cotgM); so  haben  wb  also : 

/"(tguy^O  nhd   ^(cotgtc)=0. 

Für  den  Fall,  dass  zwei  Wurzeln  einander  gleich  sind, 
muss  der  erste  Differentialquotient  von  f{tgu),  respective 
'9(cötgii),  ebenfalls  £=0  selb,  also: 

f'(tgü)=zO  und    97'(cotgtc)sO. 

Betrachten  wir  nun  die  CoefBcienten  von  a  und  ß  in  (6), 
so  bilden  ihre  Summen  bezüglich  die  Differentialquotienten 
von  /(tgti)  multiplicirt  mit  costi^^^  und  ^(cotgtt)  multiplicirt 
nit  sintfP''^,  so  dasA,  wenn  wir  diese  Goeffic&entensnmmen 
mit  üf  und  N  bezeichnen, 

jr  5= — cos  tt»^»  • /' (tg  «) , 

iV =sin  ti»-^  fp'  (cotgtf) 
ist  Für  zwei  und  mehr  gleiche  Wurzeln  tgu^rk  ist  folglich : 

111  =  0  und   N=0. 

■  ■  1      '      '  ■  *  .  • 

Es  können  nun  zwei  Fälle  eintreteq>  nänliA  das  weder 
a  noch  ß  enthaltende  Glied  O  in  (6)  ist  entweder  =0  oder 
nicht  =0. 

1.    Es  sei  0=0. 

In  diesem  Fallk'ist  der  in  Beziehung ,  auf  ft  und  ß  quadra- 
tische Ausdruck  in' C?)  zu  untersuchen.  Es  sind  hier  drei 
Falle  möglich:  ..,, 

a)  F(a,  ß)  ist  durch  diesen  qiusdratischen  Ausdruck 
theilbar; 

,    b)ir(ir^^)  ist  nur  durch  einet»  lincireo  Fakter  davon 
theilbar;  •-.     *..•  . 
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e)  F(a,  ß)  Ut  wed«r  durch  Seil  ^vftdhmtlseliMi'  iLliidrock  «och 
duTob'öinen  üneXren  Faktor  davon  tbeübar. 

.  Im  eKsteren  Falle  ist.  der  ^Aoadpqf J(l.  enb!rc;4er  r^^in  qq^iatiKA, 
und  die  Funktion  hat  alsdann  zwei  gleiche  lineare  Faktoreo;  ofa 
er  erlebt»  falls  ^r>«lob'(o  -«wIbI  Pilct-or#«  t'«rlegen  lässt, 
zwei  verschiedene  Faktoren ,  in  welebem  Falle  also  die  ntoktiM 
fac.  zwei  (gleiche  .Wurzeln  .tgu=^rk  zwei  veradiiedtne  lineife 
Faktoren  hat. 

Ist  F(äiß)  nicbt  darch  d^n  ijinidti^tftrbh'dn' Aäirdröcli  Aeilto. 
so..^llUe,,faan.  «u  u^temncheo»  ^  ei«  Fakt4r  dwronvinf  (a,ß 
cJmSt^Aftni^alten  fvilre.  ;:•.    t  -  '« 

Ist  auch  di^s  nicht  der  Fall »  so  hat  die  .Funktion  Rlr  die  hi^ 
den  gleichen  Wurzeln  keinen  Faktor. 

2.    Es  sei  O  nicht  =0. 

,  1     .      ,  .  ■     .       . .  ■  .   ■ .   ,  ■. 

In  diesem  Falle  Ist  kein  Faktor  vorbandeQ,,  uidem  eieäm 
y'*"^  nicht  wegfallen  würde* 


(.  4. 


•  ■  \ 


Wir aehmon  jetzt  air,  es  seien  drei  Wurzeln  tgtc  elosndargleidi. 

• . .  ■  ■  •  V     1  .     I      • 

Wir  setzen  hier  voraus ,  dass  0=0  ist,  da  ohne  diese  Vor- 
aussetzung die  Unmdgiicbkeit  des  Vorbandenseins  voif  Faktoren 
sich  sofort  ergeben  würde. 

Es  ist  dann : 

M=0,    i\=0,    0=0,    P=0,    Ö=0,    /?=0; 

wo  P,  Q  und  B  die  CoefYicienten  des  in  Beziehung  auf  «  und  f 
quadrätfschen  Theiles  in  (5)  bezeiöbnen,  dehn  es  ist: 


•  ■  I . 


Ä  =  — J--J— .  g)**  (cot^  «). . 

Dass  die  mit  B,  C,  D  ü.s.  w.  behafteten  CoefficienCensomoMS 
in  derselben  Weise,  '^le  die  i»lt  A  behafteten  zu  vntersaeboi 
sindy  ergiebt  sich  nun  von  selbst. 
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BesoicbBen  S^  T  und  U  die  CoeflicieDten  de«  liiieiren  Thei- 
lee  iB  (5),  80  eei  jeUt: 

1)  S=0,    T=0,    €7=0. 

In  dieeem  Falle  ist  der  In  Beziehaog  euf  «  md  ß  cabieche  Aue* 
druck  lu  untersucbeD. 

Entweder  ist  dann  F{a^  ß)  durch  diesen  cubischen  Ausdruck 
theilbar  und  die  Funktion  bat  in  diesem  Falle  entweder  drei  gleiche 
lioeäre  Faktoren,  oder  zwei  gleiche  und  einen  ungleichen,  oder 
drei  UDglelcbe,  oder  einen  kubischen ;  oder  sie  ist  nnr  durefr  dnen 
quadratischen  Faktor  davon  theilbar ,  In  welchem  Falle  sie  ent- 
weder nur  diesen  quadratischen  Faktor»  d.h.  keinen Uneftreo  Fak- 
tor hat,  wenn  sich  derselbe  nicht  wieder  zerlegen  lässt,  oder, 
wenn  er  sich  zerlegen  Iftsst,  zwei  gleiche  oder  zwei  ungleiche 
lineare  Faktoren;  oder  sie  ist  nur  durch  einen  linefiren  Theil 
dsTon  theilbar,  in  welchem  Falle  sie  nur  einen  einzigen  lineSren 
Faktor  hat;  oder  endKch,  es  tritt  keiner  von  den  genannten  Fäl- 
len ein  und  die  Funktion  hat  fflr  die  drei  gleichen  Wurzeln  tgai=rA 
keinen  Faktor,  weder  einen  linearen,  noch  einen  kubischen. 

2)  Es  sei  5ssO,    7=0,  aber  ü  nicht  szO. 
In  diesem  Falle  ist  kein  Faktor  vorhanden. 

3)  Es  sei  einer  von  den  CoefBcienten  S»  7  und  (7  =10. 

Alsdann  hätte  man  su  untersuchen,  ob  Sa-i-Tß  In  F(a,  ß) 
ohne  Rest  enthalten  wäre,  in  welchem  Falle  die  Funktion  für  die 
drei  gleichen  Wurzeln  einen  linearen  Faktor  hätte. 

Wir  bemerken  hier,  dass  der  Fall,  dass  5bsO,  während  T 
nicht  s=0»  oder  umgekehrt,  nicht  eintreten  kann,  da  man  bat: 

5=— cosii^-*V(tgif), 

7=  si  0  «^-*  jf  (cotg  if). 

Ist  nun  V(tgK)  =  0|   so  muss   auch  x'(cotgac)^0  sein,   folglich 
ist  immer  7=0,   wenn  5=0,  und  umgekehrt. 

Ist  5  nicht  =0,  «o  ist  also  auch  T  nicht  =0.  Es  bietet  tiich 
hier  demnach  nur  der  einzige  F^all  Sa  4-  Tß  ftir  die  Untersuchung 
dar,  da  man  für  5  =  0,  7  =  0  und   ü  nicht  =0  den  Fall  2)  hat. 

4)  Es  sei  weder  5,  noch  7,  noch  (7=0. 


In   diesem   Falle   Ist  su   untersuchen,   ob   Sa  -t-  Tß  j-  U  in 
F{a,ß)  ohne  Rest  enthalten  ist. 


4&S  Am  Sn4€:  FmI  iir  Außd9ämrk.ä€rgmmi.raitmu Fmnkämuemeic. 

Da  mao  leicht  stoht»  dasa  die  Unteraachongen  Ar  Tier  md 
mehr  gleiche  Worzeln  tgtissr*  in  deraelbeo  Weiae  ansaatell« 
aind,  ao  beendigeo  wir  hiermit  dieaen  Theil  unaerer  Aofjfsalie, 
welcher  die  FuoktioneD  mit  zwei  VerSnderlicheo  zu  betracfateo 
hatte  eod  wenden  ma  nonmehr  aar  Betrachtung  der  ganzen  ratio- 
nalen Funktionen  mit  drei  Veränderlichen. 


J.  6. 

Folgende  Unterauchung  aoU  nun  noch  zeigen «  in  weldier  Waiü 
die  gefundene  Metiiede  auch  anf  die  Ermittelung  der  Fahleren  taa 
Faalttionen  mit  drei  Veränderlichen  anwendbar  iat 

Ea  handelt  aich  hier  zunächat  um  die  AuTauchung  eincfa  IimI- 
ren  Faktora  yön  der  Form  ax -{•  by '\- ez -{■  d.  Hat  die  FonktiM 
einen  aolchen  Faktor,  ao  liegt  auf  der  Hand,  daaa  der  Theil  dit> 
aea  Faktora,  welcher  cz  nicht  enthält,  d.h.  üx-i-bg-^-d^  aich  tu 
der  Summe  von  Gliedern  der  vorliegenden  Funktion  finden  laascB 
muaa,  welche  %  nicht  enthalten.  Unteraucht  man  dann  den  TM 
der  Funktion,  welcher  y  nicht  enthält,  ao  wird  man  entweder 
ax-\'Ci-\-d  aelbat  hier  aia  linearen  Faktor  finden,  oder  doch  eiDei 
aolchen,  welcher  durch  Multiplikation  mit  einer  conatanten  Gruise 
ax-\-cz'{'d  giebt.  Endlich  wird  man  noch  den  Theil  derFunktioi 
zu  unterauchen  haben,  welcher  x  nicht  enthält,  und  ea  wird  jetit 
vorausgeaetzt,  daaa  die  Funktion  den  Faktor  007-1-6^-1-^+ ^  1^^ 
aich  by-\-cz-\-d  entweder  von  aelbat  oder  durch  paaaende  Mnlti- 
plikation  ergeiien. 

Für  Funktionen  Ton  mehr  ala  drei  Veränderlichen  wfirde  aich 
dieaeibe  Methode  zur  Auffindung  von  Faktoren  anwenden  laaaea. 
Man  aieht,  daaa  man  bei  einer  ganzen  rationalen  Funittloo  rot 

st  Veränderlichen  — |  ^    ■  Cnterauchungen  in  Beziehung  auf  Foik- 

tionen  zweier  Veränderlichen  anzuatellen  hätte.  Wir  gehen  jedock 
hierauf  nicht  weiter  ein ,  da  aich  daa  Weitere  nunmehr  von  aelbft 
ergiebt  und  die  Reänitate  überdiea  keine  georoetriache  Badet- 
tung  mehr  hätten. 


Sruneifi:  .Ym#  merkmürä.  Form€ifir  äen  Mrp^ri.  hiämii  Hc.  45S 


ffeae  merkwürdige  Formel  für  den  körperlichen  Inhalt 
schief  abgeschnittener  Prismen,  mit  besonderer  Ruck- 
sicht auf  die  wichtigen  Anwendungen ,  welche  sich  von 
derselben  zur  Berechnung  der  aufzutragenden  und  ab- 
zutragenden Erdkurper  bei  Eisenbahnbauten ,  Wiesen- 
anlagen und  allen  Nivellirungsarbeiten  machen  lassen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Man  kennt  die  Formel,  mittelst  welcher  der  lobalt  eines  schief 
abgeschnittenen  dreiseitigen  senkrechten  oder  geraden  Prismas 
bestimmt  wird,  und  weiss  auch,  wie  wichtig  diese  Formel 
für  die  Berechnung  der  aufzutragenden  und  abzutragenden  Erd- 
kfirper  bei  Eisenbahnbauten,  Wiesenanlagen  und  überhaupt  allen 
NiTellirungs- Arbeiten  ist,  indem  es,  insbesondere  wenn  diese  Erd- 
kSrper  von  unregelmässiger  Gestalt  sind,  wohl  überhaupt  keine 
andere  Methode  zu  der,  für  die  Veranschlagung  solcher  Arbeiten 
so  wichtigen  Berechnung  der  auf-  und  abzutragenden  Erdkurper 
als  die  Anwendung  der  erwähnten  Formel  gaben  dürfte  Bekannt- 
lich erfordert  die  Anwendung  dieser  Formel  dieKeontniss  der  drei 
Hoben  des  Prismas  und  des  Inhalts  seiner  horizontalen  Grundflä- 
che. Die  Messung  der  drei  ersteren  ist  mit  Hülfe  der  Nivellir- 
Latte  und  de»«  Nivelür- Instruments  mit  aller  erforderlichen  Ge- 
nauigkeit leicht  ausführbar  und  unterliegt  nicht  der  geringsten 
Schwierigkeit.  Anders  verhält  es  sich  aber  mit  der  Besfimroung 
des  Inhalts  der  horizont.nlen  Grundfläche,  welche  die  Messung  der 
horixontaleo    Projectionen    der    drei   Seiten  der   obareo    scbiefeo 
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Gnindflftche  id  Anspruch  nimnity  und  mit  der  erforderlidicn  Gi- 
nauigkeit  nie  ohne  namhaften  Zeitaufwand  ansfOhrbar,  in  der  Ptaii 
selbst  zuweilen  nicht  von  allen  Schwierigkeiten  frei  ist  UelM^ 
dies  muss  man  aus  diesen  drei  gemessenen  Projectionen  den 
Inhalt  der  horizontalen  Grundfläche  nach  der  bekannten  Fonnel 
för  den  Inhalt  des  Dreieks  aus  seinen  drei  Seiten  berechnen,  woto 
die  Ausziehung  einer  Quadratwurzel  erforderlich  ist,  die  »tcb  in 
diesem  Falle  nicht  wohl  anders  als  nach  der  gewohnlichen  ele- 
mentaren lUethode  oder  mittelst  der  Logarithmen  ausffibren  llUet 
Um  diese  etwas  weitläuGge  Rechnung  zu  umgehen,  misst  nin 
abobiwobi  nur  die  horizontale  Projection  einer  Seite  der  oberen 
sqbiefen  Grundfläche  und  deren  horizontalen  Abstand  von  der  ge* 
genflberstehenden  Ecke  dieser  GrundflSche,  wodurch  man  sich  eine 
Seite  nnd  die  entsprechende  HOhe  der  horizontalen  Gmndflicbe 
veiscbairt,  woraus  man  dann  deren  Inhalt  leicht  berechnen  kann; 
aber  diese  Messung  genau  auszuführen ,  ist  nicht  ganz  leicht  und 
nimmt,  aiemliche  Zeit  in  Anspruch. 

Alle  diese  Sehwierigkeiten  werden  Termieden,    wenn  man  ia 
Besitz  einer  Formel  int,  mittelst  welcher  man  den  Inhalt  des  Piv- 
msL»  aus  seinen  drei  Hohen  und  den  drei  Seiten  der  oberen  schiefen 
Grundfläche  berechnen  kann,  weil,  wie  schon  gesagt,    die  Mes- 
sung der  ersteren  niittele$t  der  Nivellir-Latte  und   des  Nivellir- In- 
struments mit  grosser  Genauigkeit  leicht  ausfuhrbar  ist,    und  die 
Messung  der  letzteren  nur  die  unmittelbare  Anlegung  des  Maa«»- 
Htabes  erfordert,    wozu  ich  noch  bemerke,    dass  auch  jede  U<»be 
der  oberen  schiefen  Grundfläche  sehr  leicht  mit  dem   IVIaassülabe 
gemessen,    und    also  der  Inhalt  dieser  Grundfläche    einfach    aui« 
Grundlinie  und  Hübe  berechnet  werden  kann.       Eine  allen  diesen 
Erfordernissen   entsprechende  Formel  für   den  Inhalt  schief  abge- 
schnittener  gerader  dreiseiliger  Prismen  will  ich  nun  entwickeln, 
welche  ich   auch  in  theoretischer  Rücksicht  für  sehr  merkwördif 
und  für  eine  Bereicherung  der  elementaren  :Stereometrie  zu  halten 
geneigt  bin,    so  dass  es  mir  sehr  wünschenswerth  scheint,    das« 
dieselbe  künftig  in  den  stereometrischen  Elementar-Unterricht  und 
die  betreffenden  Lehrbücher  aufgenommen  werde,  namentlich  auch 
deshalb,  weil  dieselbe  Gelegenheit  zu  so  vielen  wichtigen  prakti- 
schen Anwendungen  darbietet. 


In  Taf.  VIII.  Flg.  I.  sei  ABC  die  untere  Grundfläche  des  schiel 
abgeichnittenen  geraden  dreiseitigen  Prismas  AßCA'B'O,  nutn^t*^^ 
eher  dfe  drei  Iföhen  AA\  BB\  CC  desselben  senkrecht  fttehen,  . 


md  A'MC  B^  die.obere  Mhiefe.  Gmodfliehe  deMellbeii.  Der 
Kfln«  'wegen  beseicline  man  die  Inhalte  der  beiden  Grandfl&chen 
ABC  und  A'B'C  resp^efive  dirreb  A  und  A'  und  aetie: 

BC   =«,     CA    =/J,     AB    =y; 

AA'  taa,    BB'^b,    CC  =€; 

li    •/      -f   !       fi»C=a',  C'^I'ä*',  ^'Ä'src'. 

Nach  einer  bekannten  Formel  der  ebenen  Geometrie  ist 

Ofenbar  ist  aber 

folglich : 
1«^=     2ta'«— (6-c)«ll6'«— (c— o)«| 
•    +216'*— (c— «)«l  k'«— (o— *)«| 

;    +2|c'«-(«— 6)«lta'«-(6-0*l 
.     _{«'a-.(6„c)*!»— {6'*— (c— a)*|«-  Ic'*— (o— 6)«!*, 

H-orau8  man  nach  gehöriger  Cnttvickelung  der  einxelnan  Tbeile 
dieses  Ausdruck«  die  folgende  Formel  erhält : 

le^^P  •  20'%'« +26'«c'»  +  2c'V« - a'*  - 6'«— c'* 
.  -  2(o — 6)«(a'«  +  b'*— c'*) 

— 2(6-c)«(6'>fc'«— «'«) 
V    ,     —  2(e— «>«(c'*  +  4'«— 6'«) 

+  2(n-6)«(6— c)«+-2(6— c)«(c-rt)*+2(c— «)«(b-A)« 

-  («^  6)* — (fr — c)*— (c  -  a)«. 

Nun  (iberzeugt  man   sich   leicht  von  der  Richtig' keif  der  auch 
an  sich  merkwürdigen  allgemeinen  algebrai»«chcn  Relation: 


I) 
2  (a  —6)«  (0  -  #0*  f  2  (*  -  r)«  (c  -  «)«  |-  2  (c  -  a)« (a  -  A)« 


1=0,  ■ 


ond  eif  i9t  also  nach  dvpi^  Vorhergehenden:  y'  '.> 


:.  .   -^.2(«-«»(«'«+.4f«-cT^         '   'W      ..'      v; 
—Hb—e)*  (6'«  +  «♦«— o^ 

I 

oder,  weil  nach  der  (Mbpn  oben  angewandten  Fomel  der  cheaca 
Geometrie 

Wii'«  =  2o'«4'«+26'V»  +  2c'V«-a'«— 6'«— e»* 
ist: 

2)  .    .       l«^=sl6//'«-2(o-*)«(o'*+6'«— c*«) 

'  -2(6— c)«  (Ä'«+c'»— «'•) 

—  2(c— a)«  (c'«  +  a'«— 6'^ 
oder 

3)  W^=I6ii'«— 2a'*{     (a— 6)*— (6-c)«+(c— «)«r 

— tJ6'«t     (a— 6)«  +  (4-e)»— (c-^«)«J 
-  2c'«|  -(«-»)•  +  (6— c)«  +  (c— o)»|. 
Leicht  eigieht  «ich : 

(a_6)«-(6— c)«+(c-ii)»=— 2(o-6)(c-a), 

(o— 6)«  +  (6— ff)«-(c-o)«=— 2(6-c)(«-6), 

—  («— fr)»+(6— c)»  +  (c— o)«=— 2(c-«)(6-c); 

t 

und  es  ist  also: 

16-^=16^'«  +  4a'*(a—Ä)(c-ö)+46'«(6-c)(a—*)+4c^c— «)(*-«) 

oder 

o^«(a-6)(c-a)4-6^(6--c)(a-6)-|-c^«(c-^a)(&-c) 

J^ssJ'^  + j ^ » 

oder  aücb: 
^      ..>.,  ,  a^«(a-fe)(C"-«)-|-y*(fe-c)(«-6)H-c^«(c-^)(6-^), 

and  folglich: 

^-.^Y  1+ J2^i -^ — ^' 
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Beseicboen  ,wir  jetst  dcB  Inhalt  des  «cbief  abgeschnittenen 
lirdseitigeo  geraden  Prismas  ABCA'B'C  durcb  P,  und  denken 
ras  doTch  A*  eine  mit  ABC  parallele  Ebene  gelegt,  wodorcb  das 
idüefabgescbnittene  dreiseitige  gerade  Prisma  in  ein  gerades  dreisei- 
üges  Prisma  and  eine  vierseitige  Pyramide  zerßUIt  wird ;  so  ist»  wenn 
iü  iBB  Toü  A  oietA'  aof  die  Ebene  i?C0'C'  geOllte  Perpendikel 
iorch  h  beseichneo«   offenbar: 

,    .  6-f  c-2o,  .  . 
=  (o  + g ).4«n. 

tiso; 

5) p^BT^Tg^ 

Also  ist  Viach  4) : 

6) 

^    (ai^b+e)J\^^  .  a'*(a-ä)(c-aHb'Hff^c)(a^6)+c'Hc--a)W^) 

p= — 3     Y  ^+ Jj^  • 

vnd  wenn  man 


7) .    2i'  =  o'  +  6'  +  c' 

setst«  so  ist  bekanntlich: 


«)  Wenn  ABCA'B^C  in  Tat  VIII.  Fig.  IL  ein  beliebige»  dreiieitigM 
Prisna  kt,  so  kano  man  sich  dasselbe,  Indem  man  dorch  AA'  eine  mit 
BCB'C  parallele  Ebene  legt,  za  einem  Parallelepipedon  ergänzt  denken, 
Ton  welchem  dat  dreiseitige  Prisma  die  H&lfte  Ist.  Bezeichnet  man  nun 
die  Entferonng  der  Kante  AA'  Ton  der  Seitenfläche  BCB'C ,  d.  h.  ein  too 
eisern  beliebigen  Punkte  In  AA'  auf  BCB'C'  gefälltes  Perpendikel  durch 

ß^  so  ist  H, BCB'C  der  Inhalt  des  Parallelepipedons ,   folglich 

Prisma  ABCA'B'C  =  \ff. BCB'C; 
md  ist  BCB'C  ein  Rechteck,  so  ist 

Prisma  ABCA'B'C  =  lff.ßC. SP. 

Dieser  Sats  ist  oben  bei  der  Bestimroong  des  Inhalts  Ton  P  in  An- 
wcBdmg  gebracht  worden  9  and  kann  uberhaapt  häufig  bei  K5rperbe- 
isshsiingnn  mit  grossem  Vortheil  aagowaodt  werden,  weshalb  man  ihn 
im  die  Elemente  aufnehmen  sollte  '  ^  ' 


ms  9rmn9ri:  Ufeui  merkmürOge  f$nui  filt 

8)    .    .    .    .    ^'=iVf'(f'-aO(j'-60(i'— cO, 

0) 

oder: 

10) 

(at6f  c)^^4  r   .  41a^«(g^6)(c-a)+y«(6-c)(a^)-|-c^«(c-#JC£:^ 
^""        3         If   *'*"(a'+*'+c')(*'+c'-aO(c'+a'-60(a'+6'-cO' 

Formeln»    darch  welche  nun»  wie  TerlAngt  wurde,  P  Ue«  doch 
a,  b,  e  uud  a',  b\  c'  ausgedrückt  ist. 

In  der  Praxis  wird  man  sich  am*  besten  der  Formel  6)  be> 
dienen«  indem  man  den  Flächeninhalt  J'  der  oberen  schiefen  GmBd- 
tische  A'B'C^  durch  Messung  nur  einer  Seite  and  4m  dietcr 
Seite  entsprechenden  Hohe  des  Dreiecks  A'B'C  bestiaHMli  wü 
nie  einer  Schwierigkeit  unterliegt  und  immer  mit  der  erforderiicbci 
Genauigkeit  durch  unmittelbare  Anlegung  des  Maassstabes  asi- 
föbrbar  ist  *). 


in. 

Wenn  die  Ebene  A'B'C  nur  wenig  von  der  horizontalen  Lsp 
abweicht,  was  bei  praktischen  Arbeiten  häufig  der  Fall  sein  wird, 
so  sind  die  absoluten  Werthe  der  Differenzen  a — 6,  b — c,  c— f 
nur  klein,  und  es  wird  also  auch  der  absolute  Werth  der 

J^  — 

nur  klein  sein.    Setzen  wir  also 
11X    ~     a'Ha-b)  (C--C)  +  6^6-c)(a-&)+c^e--q)(»->c) 

und  folglich  nach  6): 

12) />=<?±*+0^Vr:7, 


*)  Wenigsten«  die  bis  hierher  entwIckeUeB  Fomebi  möchCe  ioli 
Jcinfiigen  Aufnahme  in  den  etereomotrleclien  riswimtar  ITaftifffiiht 
dir  betreffSonden  Lehrbncher  lehr  tmpfialilen. 


so  iouiii  in  •olchen  Fillen  tor  Bareebnung  der  in  dieser  Formel 
▼orkomnieDden  Qasdratworsel  voftheilbsft  das  Binomial- Theorem 
angewandt  werden,  wodurch  wir  den  folgenden  Ansdmck  erhalten: 

13) 
_     (•+b+e)^„     ,        1    -      1.3    ,      1.3.5    .        , 

oder 

14) 


3  ^'     ••     ••       16 

welcher  eine  desto  leiehiera  Becfannng  gewährt»  je  kleiner  §  ist 

IT. 

Naqh.-  einem  bekannten  Satse  der  Lehre  von  den  Projectionen 
ist»  wenn  t'  den  Neigungswinkel  der  Ebene  A'B'C  gegen  den 
Herinont,  d.b.  im  Allgemeinen  gegen  die  Eh^m^ABC»  bezeichnet: 

also  nach  4)  offenbar 

15) 

„      4/*»  .  a«(a-6)(e-a)  •f6«'(6-c)  («-6) -fc«(c-o)(A-c) 
ras^  1+ OBT" » 

felglieh: 

16) 

,  •  _        o«(a-.6)(c-a)  +  y»(6-c)(a-A)  +  c«(c-a)(»-c) 

17) 
— ta«(«  •-  »)(g--a)  +  y(fr-c)(«— 6)  -t-  t»(e—m)  (b-eT\ 


sini' 


^ 


*^ 


•der 

18) 


_^„      V  a«(a-6)(a— c)  -f  y  (6-c)(6— «)  -f  e*(e-a)  (e—ij 
•b<'= gj? 

fcigtt  «ralcbe  Fonn«!*  gleiebfalb  »tkr  bmaerkeaswerth  md  aaa* 
cker  ABw«Ddnig«n  flbig  «M. 

«I* 
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■       •   ■  'V* 

Weno  in  «Taf.  VIll.  Fig.  IlL  die  Schwerpunkte  der  Dreiecke 
ABC  und  AB'C  respective  5  und  S'  sind,  so  ist  bekanntlich 

AD^  BD,  A'D*  =  B'D'y  SIl=t}jCS,'  S'C^=z  {CS*; 

woraus  sun&chst  auf  der  Stelle  erhellet,  dass  die  Linie  SS^,  wei- 
che die  Schwerpunkte  der  beiden  Grundflächen  des  Prismas  nit 
einander  verbindet,  den  Kanten  AA' ,  BB ,  CC  des  Prisaii 
parallel  ist,  upd  daher. auf  ilBCsenkrecfit' steht  Ferner  ist  nach 
einem  tefcht  zu  beweisenden  Satze  vom  Trapeaiom*): 

DD'^^.AA^'^l.BB^,,^ 

SS'  ^t.Diy+i.CC'; 
folglich: 

SS'=:\.AA'  +  l.BB'  +  \CC' 

'.■■  ■..  '.  .•  ' 

M«r 

«1  3 

Bezeichnen  wir  also  die  Entfernung  der  SchwMpnpkte  4b 
Dreiecke  ABC  niki,  A'B'C,  nämlich  der  beiden  Grundflächen  dei 
schief  abgeschnittenen  geraden  dreiseitigen  Prismas,  von  einander, 
oder  nach  dem  Vorhergehenden,  die  Entfernung  des  Schwerpuokti 
der  oberen  Grundfläche  von  der  unteren,  durch  £,  so  ist  nacbQ: 

19) P-EA, 

und  nach  6)  ist: 


*)  Wenn  in  Taf.  VIIT.  Fig.  IV.  in  dem  Trapesinin  AA'BB'  mit  ü' 
nnd  BB'  die  Parallele  CC'  gezogen  ist,  so  erhellet,  wenn  nino  durch  i 
eine  Parallele  mit  A'B'  legt,  anf  der  Stelle,  das« 

CC  =  AA' + iBB'  -^  AA') .  ^ 

_  AA'  .(AB  —  AC)  +  BB'.AC 
^  AB 

_AA'.BC^  BB'.AC 
'^  AB        . 


oder 


CC'=,..'.g  +  W'.g 


Ut. 
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20) 


=^EJ'y 


I  + . _- 


Vi. 

Ein  schief  abgeschnittenes  gerades  Prisroa  tod  beliebiger  8el- 
tooiahl  kann  nan ,  wie  Taf.  VIII.  Fig.  V.  seigt.  Immer  In  mehrere 
ieUef  abgescbnittene  gerade  dreiseitige  Prismen  serlegen,  deren 
untere  und  obere  GrnndflSchen  wir  mit  Beiug  anf  dl«  genannte 
Figur  durch 

■ 
bezeichnen  wollen.  Bezeichnen  wir  dann  femer  die  Entfernongen 
der  Schwerpunkte  der  Grundflächen  dieser  schief  abgeschnittenen 
geraden  dreiseitigen  Prismen  von  einander,  welche  nach  V.  zu- 
gleich die  Entfernungen  der  Schwerpunkte  der  oberen  GrundflSchen 
▼on  der  unteren  GrundflSche  des  ganzen  Prismas  sind,  respectire 
durch 

£i»    £if   iSf»   £4»   £s 

«■d  den  Inhalt  des  ganzen  schief  abgeschnittenen  Prismas  durch 
P\  so  ist  nach  19)  : 

P  =:  £1^1  -f"  £i^fl  "f  £s^I  "f  £4^4  "f"  £a^4* 

Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ist  aber»  wenn  wir  die  Eni- 
iemnng  des  Schwerpunktes  der  oberen  Grundfläche  des  ganzen 
schief  abgeschnittenen  Prismas  von  dessen  unterer  Grundfläche 
durch  C  bezeichnen: 

oder«  wenn  J'  den  Inhalt  der  ganzen  oberen  schiefen  Oiundfläehe 
unseres  Prismas  bezeichnet»  so  dass 

ist: 

EJ'=zEiJi'i-  E^^'  +  £,^3'+£4^4H  E%^%\ 

folglich  auch,  wenn  t'  den  Neigungswinkel  der  oberen  Gründ- 
liche gegen  die  untere  bezeichnet: 

f^'cost' 
^sEgäi'coHi'  I  At^t'rosi'  f  fjJ^'cost'-t  E^Jcoui'-i-E^Jg'coui*, 
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also  nach  dem  schon  oben  angewandten  bekannten  Satse  vondei 
Projectionen»  wenn  J  den  Inhalt  der  ganzen  unteren  Gnmdlidw 
ansers  Prienas  besetehndt: 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

21) P=zEd, 

und  die  oben  fflr  das  schief  abgeschoittene  gerade  dieJetifigi 
Prisma  bewiesene  Formel  19)  gilt  daher  allgemein  CBr  jedes  scUir 
ahgeeehnittttie  gerade  Prisma  von  beliebiger  SeitenxahL 

Aus  der  bekannten  Constrnction,  durch  welche  man  denScbweh 
pnnkt  ehier  beliebigen  geradlinigen  Figur,  die  mau  In  Ordecb 
zerlegt  hat»  nach  und  nach  aus  den  Schwerpunkten  dieser  Diei- 
ecke  zu  finden  pflegt»  erhellet  auf  der  Stelle,  dass  die  Entfernaag 
E  des  Schwerpunkts  der  oberen  GmndflKche  unsers  Prismas  fw 
seiner  unteren  Grundfläche  die  geradb  Linie  ist,  welche  die  Sdbw» 
punkte  der  beiden  Grundflächen  mit  einander  Terbindet 

Wenn  man  in  der  oberen  schiefen  Grundfläche  unsets  Pili* 
mas  drei  ganz  beliebige  Punkte  A\  B^,  C*  annimmt,  deren  Eil» 
fernungen  B^C,  C'Af,  A*»  oder  a^  6'.  e  too  einmider  mlml 
und  ihre  senkrechten  Abstände  a,  b,  e  von  der  unteren  Grand* 
fläche  nach  dem  gewöhnlichen  praktischen  Verfahren 
so  ist  nach  15): 


^ .•/  « t/"l  -L a^(a-ft)(c-fl)-i-6^(6^)(g-&) i-c^(c-€i)(ft-e) 

wo  wie  frOher 

2«'  =  a'  +  6'  +  c' 
ist,  oder 

,^.i^i/"i  ■  4|a^*(«~6)(c-a)-|-6^6-c)(a-fe)+c^c~a)(6-c)| 
Gont~Y  ^'^(o^^l^^c')(b'+c'---a*)(c'+a'''h')(a'+b''-&f 

also,  wenn  J  und  J'  wie  oben  die  ganze  untere  und  obere  Groid* 
fläche  des  schief  abgeschnittenen  mehrseitigen  Prismas  beaeicb- 
nen,  da  nach  dem  schon  mehrfach  angewandten  Satze  von  du 
Projectloneu  allgemein  A^sA^cubV  ist,  nach  2L): 


3D 


=  Ej'y 


«der 


f 
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83) 

f>,f^il/"l  I  4|fl^c^^^)(c-fl)-^6^6^c)(a-6)^-c^«(c-a)(A^)} 
^         ^      "^  (a'+6'  +  &)  (b'  +  c'— aO  (c'+a'— 6')(a'+6'  -  cO" 

Beseicboen  wir  den  Inhalt  des  ▼orlier  auf  der  oberen  Grand* 
Hebe  unscfra  Prismas  beliebig  angenommeoen  Dreiecks,  dessen 
Seiten  «^  6^,  e'  sind.  Jetzt  durch  iy\  so  Ist 

Ibo: 

24) 

g^  (g— 6)  (o-g)  +  6^  (ft— c)  («-^) + e^c^-a)  (6— c) 

4/>« 


A/'V^ 


ips  DMUi  D'  anch  durch  Messung  einer  Seite  und  der  entsprechen- 
den BBhe  des  betreffenden  Dreiecks  bestimmen  kann. 

Die  vorstehenden  Porroeln,  in  denen  alle  zu  messenden  Ele- 
»SBte  sich  auf  die  obere  schiefe  Grundfläche  des  Prismas  he- 
sieben,  und  in  allen  Fällen  durch  die  bekannten  Methoden  mit- 
tdst  des  Maassstabes,  der  Nivellir- Latte  und  des  Nivellir-Instruments 
leicht  und  genau  ermittelt  werden  kSnnen,  gelten  auch  f&r  schief 
abgeschnittene  gerade  Cylinder,  weil  im  Vorhergehenden  natiir- 
Uefa  die  Seitenzahl  des  Prismas  sich  beliebig  gross  annehmen 
liest,  die  Seitenflächen  desselben  beliebig  klein  angenommen  wer- 
den kennen. 


TU. 

Wir  wollen  uns  jetzt  ein  Prisma  von  beliebiger  Seitensahf 
▼on  zwei  gegen  seine  parallelen  Seitenkanten  willkdhrlicb  geneig- 
ten Ebenen  durchschnitten  denken,  wodurch  zwei  Schnitte  ent- 
stellen, deren  Flächenräume  wir  durch  ^'  und  Ji\  und  den  In- 
halt des  zwischen  diesen  Schnitten  enthaltenen  KSrpers  durch  P 
belohnen  wollen.  Die  Schnitte  ^'  und  Ji*  mOgen  der  Kürze 
wegen  die  Grundflächen  dieses  Korpers  genannt  werden.  Denken 
wir  uns  nun  ferner  einen  auf  den  parallelen  Seitenkanten  des 
KSlpers  P  senkrecht  stehenden  Schnitt  ^,  welcher  entweder  ganz 
ansserbalb  oder  gatiz  innerhalb  des  Korpers  P  liegt,  so  dass  im 
ersten  Falle  die  Grundfläche  ^i'  zwischen  der  Grundfläche  /l'  und 
dem  senkrechten  Schnitte  J  Kegt,  und  bezeichnen  die  Entfernun- 
gen  der  Schwerpunkte  der  Grundflächen  A*  und  Ji*  von  dettt 
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senkrechten  Schnitte  A  respective  durch  £  und  £| ;  so  ut  mck 
21)  offenbar 

indem  man  in  dem  ersten  der  beiden  obigen  Fälle  das  obere,  hi 
dem  zweiten  dieser  beiden  Fälle  dagegen  das  untere  Zeicbeo  n 
nehmen  hat.  Aus  VL  erhellet  unmittelbar,  dass  die  Schwerpvakte 
von  A\  Ay  t  A  in  einer  und  derselben  auf  dem  Schnitte  ^  senk* 
recht  stehenden  geraden  Linie  liege^n,  so  dass  also  JE  7  £|  die 
Entfernung  der  Schwerpunkte  der  beiden  Grundflächen  des  K8^ 
pers  P  von  einander,  und  folglich,  wenn  wir  diese  Eotfemvig 
durch  <E  liezelchnen,  nach  dem  Obigen 

25) PznitA 

ist.  • 

Nehmen  wir  nun  etwa  in  der  Grundfläche  A* ^  die  unter  dem 
Winkel  V  gegen  A  geneigt  sein  mag,  drei  beliebige  Punkte  J', 
B* ^  C*  an,  und  messen  deren  Entfernungen  B'C'=^a\  C'A'=^V, 
A'B':=:c'  von  einander,  so  wie  ihre  senkrechten  Abstände  a,  6,c 
von  der  Ebene  des  senkrechten  Schnitts  9f;  so  ist,  wenn  D'dcD 
Flächeninhalt  des  Dreiecks  A'B'C*  bezeichnet,  bekanntlich:* 

co8r  =  \  1+ jj^ 1 

also  offenbar: 

26) 

if.  ,  fl^^a-6)(c~q)+6^«(6-c)(a~^)i:c^(c->a)(A^c) 
P—^A'y  1  + j^75 

\si  das  Prisma  ein  dreiseitiges,  und  sind  a,  6,  c  und  Oi ,  6|,  q 
die  senkrechten  Abstände  der  Ecken  der  Grundflächen  A'  und  Ax^ 
von  dem  senkrechten  Schnitte  A^  so  Ist  bekanntlich 

a+b  +  c      r  _gi-f  fei+gj, 
^-        3-—'    ^1- g » 

also 

FTF  -(«Tgi)  +  (ftT6i)-KcTci) 

oder,   wenn  wir  die  Entfernungen  der  Ecken   der  beiden  Grund- 
flächen A'  und  Ai'  von  einander  durch  a,  (,  c  bezeieboen: 


Hfi-j&i^: — g 9 


also  nach  dem  Obigen: 
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27) p-*+|±f^.  • 

Bezeichnen  aber  wie  gevrobnlich  af»  b',  c*  die  Seiten  der 
Grundfläche  J^  in  der  oben  immer  festn^haltenen  Ordnung,  so 
das«  nämlich,  wenn  wir  diese  Grundfläche  durch  A'B^C*  beseich- 
nen,  wie  oben  a*=B*C'.  b*=zC*Ä',  c*  ^  A^B^  ist,   so  ist v- 

28) 

p_  ^+»4-g^Ar|,o^q-6)(c~a)+6^(6--c)(fl--fe)-Fc^c~a)(6--7) 
3  w  4^'*  * 

Alle  diese  Formeln  sind  so  entwickelt  und  dargestellt  wofdeti, 
dass  die  Bestimmung  der  Grössen,  von  detaen  sie  abhängen,  hl 
der  Praxis  keiner  Schwierigkeit  unterliegt,  was  mit  ein  Haopl^ 
svreck  war,  den  dieser  Aufsats  tu  erreichen  suchte. 


1 


•i 


t 


•  I. 


i 


Yenchiedene  Sätze  and  Resoltate« 


Ton 

Bteim  Dr.  Zehfuss, 

Lebrer  der  Mathematik  and  höheren  Mechanik  an  der  höheren  Qewerbo- 

echole  sn  Darme  ladt 


1)    Es  ist  mir  nicht  bekannt,  dass  Jemand  folgende  Integrale 
bestimmt  hätte: 


o 


/ 


*^i-!r^^=  2^[««ll.e--«-Il.e-]. 


1 


4M  3^0kfu9$:    V0neMi€äew9  SMu  und  MuMmie. 

wo  li  das  Zeichen  des  Integimllogarithmne  Torsteilt. 
gibt  sich  das  Resoltat : 

/»  sinf»  a<p  _   /*! dx 

^  9     VI— A^sifiV""*/      V(l— 0:^(1— A^ 


Aach  ist 


/ 


^  slnaxatübx  j.        ,,«  +  *  ^. 

€x:=\l- — T, o>o. 

X  a — o 

6 


Anf  Verlangen  bin  ich  gerne  bereit,  die  Herleitong  dieser  For 
mein  an  TerOffentllohen.  Besonders  elgentbüniUcfa  dOrfte  dieAnt* 
lyse  sein,  dorch  welche  ich  mit  Zuziehung  des  Imaginären  dis 
beiden  ersten  Integrale  gefunden  habe  und  welche  noch  die  Wertfct 
einer  sehr  grossen  Anaahl  bestimmter  Int^;rale  mit  den  Grenies 
OD  und  0  ergibt. 

2)  Setst  man   -K^  =  K(y)y  wo  K  ein  Operationszeichen  ▼o^ 

stellt,   und  £(£9)  zur  AbkOrzung  =K^,  K(KV)=:KV  u.s.w., 
so  ist 

(In)!      (^y 

y«r=y,.(Kyr.(K«y)^*  .  (K'y)^.«»  n.s-w 

Man  hat  üDr  den  Ausdruck  Ky  den  Namen  des  Quotials  vm 
y  forgeschlagen.  Die  obige  Reihe  ist  mithin  ein  Analogon  Ar 
die  Taylor'sche  Reihe,  gefunden  mittelst  der  Theorie  der  Quo- 
tiale.  Ich  habe  dieselbe  schon  vor  sehn  Jahren  gefunden,  ab 
ich  mich  in  den  ersten  selbststMndigen  Arbeiten  versuchte,  and 
bemerkt,  dass  man  auch  daraus  ableiten  kOnne: 

f(hx)  =  n^)+xfx'.\h+x(xfs%'.^+a:ix(xfs%V  •  j^  +  •  •  •  • 

Mittelst  des  Cauchy 'sehen  Satzes  aber  die  Taylor'sche  Reibe 
ist  es  eine  leichte  Aufgabe ,  die  Grenzen  der  Giltigkeit  der  obigeo 
Formeln  zu  beMmmen. 

3)  Jeder  Zerlegung  einer  Zahl  in  vier  gerade  Quadrate  iSsst 
idch  noch  jede  der  beiden  folgenden  als  correspondirende  beige* 
seUeni 

(2a)«+(26)H(2c)«  +  (2d)« 

Ä(tt+6+c+«i)«+(a+6— c-d)*+(fl— *+c— rf)«+(a-6-c-M)* 
=(«+6+c-rf)«+(a+6«c+rf)«+(a-Hc+rf)»+(-a+6+c+d)*. 

Fflr  a^^,  6=2,  e=3,  dssS  erhllt  man  z.B. 


D4$i0r:  Mi00miimmitpi0ß0ur4eHriS$$/krmiiL4l0iMmm§r94in 


R^le  mn^monique  pour  ^crire  les  formules  de  De- 

lambr?« 

Par 

Monsieur  Georges  Dostor^ 

DotUmr  te  •cionces  naüi^aiatiqae« ,  Mambre  die  Is  S«ci^t<  de«  SdcocM 
•t  ArU  de  l'Ilo  de  Is  Rdvnlon  (Her  dei  ladet). 


Maudiiit  a  imaghi^  od  moyea  nind«oolq«e,  poor  ^erire  aree 
ctrütode  et  (adWU  las  relatioM,  qoi  extetent  entre  lea  c^Wa  af 
laa  anglea  da  triaagle  aphMqae  rectaagle.  Lei^  formulea  de  De- 
lambra,  ou  analogiea  de  Gauaa  (eomme  od  lea  appeNo  eo 
Allemagoe)  aoot  beaocoop  ploa  rebellea  oo  aoofeoir.  Nooa  ovona 
cm  devoir  ehercber  oo  moyeo  aia^  poor  eo  reodra  rtoritore  ploe 
fädle.  Nooa  avona  rbonoeor  de  aoomettre  mo  poblie  enaeigDaat 
le  rdaoHat,  qoi  a*eat  pr^ebtd  ü  la  aalte  de  ooa  reckercbee. 

Dana  oo  cercle  loacriTona  oo  triangle  PMN: 


Sor  lea  deos  cAtda  PM,  PN  da  triaagle  Miq 

A+B     A-B 


iQona  lae  anglea 


et  l'angle 

n        C 

2  ""2 

sar  la  ba^e  MN\    enfin  aar  la  saite  des   demi-arcs   eonstendof 
marqnoDs  led  cdt^e 

a  +  6       n       a-^b      a — b      n       Q-{-b      it       e       c 
"2""'     2 W    ^ir*     Sr         2~'     2~5'     2* 

Cela  cQQiitniit^.voici  lar^giemntfoioDique«  queoa^Ayopsimagia^t 

Le  Sinus  dun  cdti  du  Mangle  est  ä  eelm  de  la  base  dam 
h  rappoTt  des  sinus  des  demi-arcs  soustendus,  qui  ne  sant  pas 
adjacents  au  sommet  cotnmun, 

Le  cosmus  dun  cdti  est  ä  eebii  de  la  base,  dans  le  rappcrt  des  Co- 
sinus des  demi-arcs  soustendus,  fuisont  adjacents  au samsneteomt 

Od  trou?e  ^inei  les  quatre  fomialea: 

•   ^5       a'-b\ 
B\u\(A  +  ß)_^^''\2'^     2  J 

dni(il— i?)      8iDl(a— 6)     ' 

■  ■        ■     I      ■  I ^-mC      «WB  J  ■      ■■  ■    ■  ■        ^—   A 


*»     • 


co»i(A—B)     '^\2'~     1   ) 


oa 


sin  \{A  +  B)     cos  \{a—b) 
coSflC      ""      C0S9C 

COSiC        ""        SIDfC 

ces  i(il  -f  g)  _  cosi(a  -f  6) 
s'miC  coslc 

cos  i(i<— g)     cos  {(a+  6) , 
sio^C  sioic 

qat  sent  ieUes'de  Gauss  oa  de  Delambr#. 
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XliTII. 

Uebongsaa^aben  für  Schdler. 


Aufgabe. 

Ton  Herro  Dr.  Zehfa««  so  Osriipfrlftdt^ 


1 1  ■ « 


Wie  beweist  man^  daaa 


/ 


:■  .:•.    r 


Lehraati. 
Tob  Herrn  Otto  Blklen  in  Suis  a.  N*  ia  Wurtemborg. 

Ein  Kreis»  deaaen  Halbmesser  =r,  rollt  auf  der  Sossera  öder 
iDDem  Seite  eines  festen  Kreises»  dessen  Halbmesser  =i2  nnd 
Mittelpunkt  O  ist  Haa  siebe  durch  O  eine  Gerade»  welcbe  den 
Kreis  R  in  den  Endpunkten  dnes  Durchmessers  QS  schneidet» 
und  nehme  auf  dieser  Geraden  irgendwo  den  Punkt  A  an.  Im 
Anfange  der  Bewegung  sei  Q»  am  Ende  S  der  Berührungspunkt 
beider  Kreise;  während  derselben  beschreibt  A  einen  Quadranten 
AB  einer  verlängerten  oder  verkürzten  Epicydoide  oder  Hypo- 
cycloide.  Zwei  Pilokte  Af  und  lU'  auf  J£»  deren  Normalen  gleich« 
weit  von  O  abstehen,  und  zwar  um  d,  theilen  den  Quadranten  AB 
In  drei  Xneile»  wovon  die  beiden  äusseren  um  eine  algebraische 
GrSisse  diSeriren: 

das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  .der  Kreis  r  aosserhalb»  daa  untere» 
wenn  er  ini^rhalbvdes  Kreises  B  rollt. 

; — ; — L-.         r*"' 


47<^  CiHmnoun^äem  /Kr  MMef. 

AnflSsang  der  drei  6leichiing«D! 

(a  — a:)(6— y)  =  «, 
(ai— j:)(*i-3f)  =  «, 

(«••"«)(*»-y)  =  «. 

Von   dem  Hersaageber. 
Stellt  man  diese  Gleichmigeii  auf  folgende  Art  dar : 

Oibi  —  *id?  —  Uly  +  :ry =2, 

nnd  sieht  dann  die  sweite  von  der  ersten,  die  dritte  tod  der  zwei' 
ten  ab»  so  erbUt  min: 

a6— ai6i  — (6  — 6i)«— (a — ai)f/BsO, 

Durch  AuflSsung  dieser  xwei  Gleichungen  erhält  man: 

_     a6(gi— Ca)  4-ai6i  («»— g)-f  fli<^(g— flj) 
*-- -     o(6j-*i)  +  a,(A,-«)  +  a,(6-6i)      ' 

oder: 

_    a6(ai— ai)  +  ii|6|(ai  — fl)  +  a>fti(a  — fft) 
^-        *(at-a,)  +  6,(a,-.ii)+Ä,(a^a|)     ' 

flft(fe,-fta)^-<i|fei(ft»-m-gaftt(6-fti), 

oder: 

*  (a6|  —  6a|)  +  (aA— a,6i)  +  (0,6—  06^      ' 

—     ^  (g^fet  ~  «s^a)  +  &!  (^A  ""  ^^)  4"  A«  (flft—  g|ftf)  , 
^'^^     (oft,  — 6ai)  +  (ai&i— <ii6|)  +  (ajk—ab^      * 

oder  auch: 

*"■  *(«i-gi)  +  *i(fl«— «)  +  *t(g— gl) 
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Ao  difiMD  mid  noch  anderD  UmgestaltaDgen  der  rorhergehep- 
deo  Aasdrflcke  tod  x  und  y  kdooen  die  Schüler  sich  maDnigfal- 
tig  TersncheD. 

Femer  findet  man  nun  hieraos  leicht: 
oder : 


—  j?  = 


(a6|  — 6«! ) + («1 6 j—  aj^ ) + (a«6— a&i)  * 


8    uL-         («i-«fc)(*-*i)(*-»t) 

Felglich  kt  endlich 

I 

wo  man  den  Nenner  wieder  Terschiedentlieh  mnfeetalten  kSante* 

Dergleichen»  au  mehrfachen  eleganten  und  eymmetriacben 
Umgestaltungen  Gelegenheit  gebende  Aufgaben  scheinen  mir  für 
den  Unterricht  in  der  allgemeinen  Arithmetik  und  Algebra  beson- 
do's  zweckmässig  sn  sein»  mehr  als  viele  andere  in  den  Aufga- 
bensammlungen vorkommende»  die  auf  einen  undurchsichtigen  Wald 
complicirter  Formeln  f&hren.  Auch  spricht  sich  gerade  in  solchen 
el^anten  Transformationen  der  Charakter  der  neueren  Analysis 
▼ielbch  aus»  und  dass  der  Schiller  frflhseitig  in  denselben  einge- 
IBbrt  und  mit  ihm  bekannt  gemacht  werde»  ist  sehr  zu  wflnschen, 
woan  natürlich  möglichst  einfache  und  besonders  sweckmSssIg«;' 
Aufgaben  und  Beispiele  erforderlich  sind. 


■ftW«<T 
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"  ■  .         .:   4  •• 


Miscellen. 


Voa   d«iB   HerBo«geb«r. 

I. 

Der  von  mir  in  ThI.  XXIV.  S.  403.  mittelst  der  Integralreeii- 
nung  bewresene  merkwürdige  Aufednrck  für  den  FIScheniDiittt 
eines,  seine  Spitze  im  Mittelpunkte  der  Ellipse  habenden  ellipti- 
schen Sectors  kann  auf  elementarem  Wege  auf  folgende  Weite 
leicht  gefunden  werden, i  was  ich  im  Interesse  des  Unterrichts  in 
der  Lehre  von  den  Kegelsdmittee  hier  nittheile. 

•  Der  Mittelpimkt  der  Ellipse  sei  C.  Zwei  durch  die  Aoonsf 
lien  «0  and  te^  bestimmte  Punkte  der  Ellipse  seien  A^  and  Ai^ 
Die  diese  Punkte  mit  einander  verbindende  Sehne  ^o^i  der  Ellipse 
werde  dur^h  loa  bezeichnet,  so  ist  bekanntlich*): 

*o>i*=ö*(€Ostio — costii)*  +  6*(sinii;o— sinifi)*. 

Bezeichnen  wir  nun  ferner  die  von  dem  Mittelpunkte  C  nach 
den  Punkten  Aq  und  Ai  gezogenen  Halbmesser  CAq  und  CAi 
der  Ellipse  durch  r^  und  r|,  und  den  Winkel  AqCAi  des  durch 
die  Punkte  A^,  C,  Ai  bestimmten  Dreiecks  durch  C,  den  Fttr 
cheninbalt  dieses  Dreiecks  aber  durch  A;  so  ist 

ro*=a'cost«o'  +  ^'«iatto*,    ri*=ö*costi,*+  6*sini«i* 

und 

"^^•^^ ^^t • 

also,  wie  man  leicht  findet,  wenn  man  in  diese  Formel  die  obigta 
Ausdrücke  von  r©*,  ri*,  *o»i*  einfuhrt: 

fl^costipCosMi  +  6^sintiosintt| 

cos  C  ^^  — j —  ■  -  "•  f 

V  (a« cos tio*  +  6«sin  O  (a»cos  «i*  +  6« sin Ui*) 


♦)  Tbl.  XXIV.  S.  373. 
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wwwim  «Ich  reniar  Idekt 

a68iD(tfi — Mo)        


sioC^db 


» ■  ■  ■  >i 


oder 

•rgiebt,  wenn  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  untere  Zei- 
chen nimmt,  Jenachdem  8in(tC|— Mq)  positiT  oder  negativ  ist 
Weil  nun 

^»iroT^sinC 
ist,  so  ist 

^=±l«Ä»ln(«|— «o)f 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeicben  nimmt,  jenaebdem 
sin(ici — tfo)  positiir  oder  negativ  Ist. 

Wir  nehmen  jetxt  an,  dass  %  grosser  als  n^  sei,  und  be* 
seichnen  den  Flächeninhalt  des,  der  Differens  Mi  —  n^  dieser  Ano- 
malien entsprechepden  elliptischen  Sectors  durch  5o,t.  Um  <S^,| 
an  bestimmea,  tbeile  man  «i— uo  in  »  gleiche  Theile  ein,  deren 
jeder  i  sein  mag,  so  dass  also 

n 

ist  Da  wir  uns  nun  bei  der  folgenden  Grinsenhetrachtung  offen- 
bar immer  n  so  gross,  oderx  das  positive  i  so  klein  angenommen 
denken  kOnnen,  dass  sint  positiv  ist;  so  ist  offenbar  unter  der 
V<Nranssetaung,  dass  n  in*s  UnendDcbe  wichst,  also  i  in's  Unend- 
liche abnimmt,  nach  dem  Obigen: 

5^,^  BS  ;a6Limtsin<-|-«hit-|'Sinl-f  «Uli +  ....  +  sin<), 

wo  die  Anxahl  der  Glieder  der  eingeklammerten  Reihe  n  ist. 
Folglich  ist 

Sq,i  = '  a&  Lim  .n  sint, 

also,  wrfl  nach  dem  Obigen 


1 


M 


S^  =  (ofrUm  <*«     y**»' 
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und  Tolgllch,   wenn  af|— Hq-  in  Tbeilen  der  EioMt 
angenommen  irird»  offenbar: 

Son  =  4«*(«i  -  «o) Lhn  -j^' 

Nun  ist  aber  nacb  einem  bekannten  Satse 

-.    »int      , 

Lim— r-^l, 
t 

also 

welcbes  die  in  Tbl.  XXIV.  8. 403.  doreb  die  Integralrecbmmg  be- 
w'leaene  Formel  ist,  zu  der  wir  also  bier  bloss  mittelst  gaas  ele- 
nientarer  Betracbtungen,  im  Interesse  des  Unterrichts  in  der  Lebte 
von  den  Kegelscbnitten»  gelangt  sind. 


I    * 


Fflr  die  ganze  Ellipse  ist  tii-~tCo  =  2sv»  also,  we»a  £  die 
FIficbeninhalt  der  ganzen  Ellipse  beseicbnet» 

Es=zabn, 

so  dass  also  auf  diese  Weise  aucb  die  ganze  Ellipse  quadrirt  ist 

Von  der  obigen  allgemeinen  Formel  fSr  den  FlicbeninMt 
eines  elliptiscben  Sectors  lassen  sich  vielerlei  Anwendungen  macbei^ 
die  aber,  einer  Schwierigkeit  nicht  unterliegend,  natürlich  nicht 
hierher  geboren. 


II. 

Nachtrag  und  Berichtigung  zu  der  Abhandlang:    Ueber  dh 
Bestimmung  der  Direetrixen,   Brennpunkte  und  Charakteri- 
stiken öder  Determinniiten  der  Linien  des  zweiten  Grades 
im  Allgemeinen  in  Tbl.  XXV.  Nr.  XXIL 

In  meiner  oben  genannten  Abhandlung  kommt  auf  S.  2SL  cii 
Versehen  vor,  welches  eine  Berichtigung  erfordert,  wenn  es  asch 
nur  eine  beiläufige  Bemerkung»  nicht  den  eigentlichen  Gegenstaai 
der  Abhandlung  betrifft»  indem  dieselbe  es  nicht  eigentlich  müt 
der  Discussion  der  Linien  des  zweiten  Grades,  sondern  lediglidi 
mit  der  Bestimmung  der  Directrixen,  Brennpunkte  und  Charak- 
teristiken dieser  Curven  durch  ganz  allgemeine  Formeln  zu  tb« 
hat,  welchem  letzteren  Zwecke  auch  mit  möglichster  VoUstiad^- 
keit  in  dieser  Abhandlung  entsprochen  sein  dflrfle«     Jedenfidb 
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aber  bedarf  dieeelbe  eines  Naebtraga,  den  icb»  nebst  einer  Be- 
richtlfping  des  erwähnten  Versehens,  hier  geben  werde. 

Auf  S.  281.  ist  nämlich  Folgendes  gesagt: 
„Wenn 

(rf+^f )*-(ii«-l)  l(s-df  )•  +  fA^H  +  ^)*)  <0 

ist»  ao  afaid  beide  Werthe  ron  C  imaginär,  und  es  giebt  also  in 
diesem  Falle  weder  eine  Directrix,  noch  einen  Brennpunkt  Weil 
«an  anderweitig  (m.  s.  den  Aufsata  Nr.  XIL  in  diesem  Theile) 
weise,  dasa  in  dem  vorliegenden  Falle,  vfo  f^^ah"^  0  ist,  die 
deiehung 

mir  eine  Hyperbel  oder  awei  gerade  Linien  repräsentiren  bann, 
die  Hyperl»el  aber  immer  swei  Brennpunl[te  und  zwei  Directrizen 
bat,  se  kann  in  dem  Falle,  wenn 

(rf+«2^«-(it«-l){(e-rf*)«  +  /il«(H-5)«l<0 

ist,  die  Gleichung 

nur  swei  gerade  Linien  repräsentiren,  was  wir  jetzt  der  Kfirse 
wegen  nicht  weiter  analytisch  untersuchen  wollen." 

Man  sieht  es  dieser  Bemerining  an  ihrem  Schlusssatze  an, 
daas  sie  nur  beiläufig  gemacht  sein  sollte.  Dieselbe  enthält  aber 
eine  Unrichtigkeit,  welche  darin  ihren  Cirund  hat,  dass  rem  mir 
flbersehen  worden  ist,  dass  in  dem  Torliegenden  Falle,  wo 
€^  —  a6  >  0  ist,  a  und  6  ganz  beliebige  GrOssen  sein  kunnen, 
nicht  wie  in  den  beiden  andern  Fällen,  wenn  c* — 116  =  0  oder 
c*  —  «6  <  0  ist,  beide  als  negativ  vorausgesetzt  werden  mfls- 
sen,  wie  dies^auch  auf  S.  276.  besonders  hervorgehoben  worden 
ist  Man  bat  nun  aber  die  obige  Bemerkung  ganz  zu  streichen 
nn4  aiefa  vielmehr  an  die  folgende  Anseinandersetzong  zu  halten. 

MWepn 

W+<jf  )'-(«*-l)t(«-df)*+  /"^(l  +^)*K0 

Ist,  so  hat  man  zu  bemerken,  dass  nach  dem  Obigen  a  und  6 
swei  ganz  beliebige  Grössen  sein  kOnnen,  weshalb  man  die  ge» 
Gleichung  der  Cnrve  sowohl  unter  der  Form 


47.6  Mi9CsU09. 


als  aoch  unter  der  Fcnrnn 

•chreiben  kann ,  In  welchen  beiden  Formen  die  CoefBcienteD  aller 
Glieder,  insbesondere  auch  die  Coefficienten  von  xy,  entge^ 
gesetzte  Vorzeichen  haben.  Bezeichnen  wir  non  die  der  zweitet 
Form . entsprechenden  Werthe  von  n,  A,  B  respective  dnrck  x*, 
4f»^f   so  Ist  der,  der  zweiten  Form  entsprechende  Wertk  f« 

(4i+«3)«-(««-l)l(«-rff)*+/i<«{l+5)*J 


B*  B'  B** 


offenbar 

wo  in  der  ersten  GrSsee  t&t  d,  0,  f,  »,  A,  B  Mspeetive  —d, 
—  e,  —f,  n',  A',  B*  gesetzt  worden  ist,  wie  es  sein  mnss. 

Nach  S.  271.  and  S.  2t2.  ist 

,  o«-h6»-f2c»+(a+6)V(a— 6)«-t-4gi 

nnd  ' 

~  *  )  V"(ü^  6)« + 4c«  *  (a + 6)  V  (a-  6)» + 4c»+(o"+*»+2e^|  ' 

\  VTä^4)»+4««*  (a  +  6)  V"(a— 6)« + 4i?+  (a«+6*+2c*)' 
Oller 

._^     I        <!«-a6  a(a>-6)-fa<^4-aV(a—6)«-t-4<!*  H 

{ V(a-6)«  +  4? '  (a  +  6)  V(a— 6)«+4c«  +  (aH  6H2c«)i  ' 

_j        d«~-a6  6(6-tt)-f2c'^^ftV(a--6)»-|-"4^   M. 

""*" '  V(a— 6)«+4c*'  (a+6)  V  (a - 6)« + 4c» + (a»+  ««+8<»)'  ' 

jenachdem  e  positiv  oder  negatfv  ist.    Also  ist  beziehongsweiw: 

'«     ,_q*  +  **+2c»— (a  +  6)VT^— 6)*+4<« 
"    ~*~  2(<*-a6) 

und  I.,  „...,,!  1- 
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~     I  V  (a  -  ft)*-!-  4c* '  -(«+*) V"(a-6)«+4««+(«^+6«+ae^ '  * 

^_     I      ^~c*  *(»-rti)-fäc*—AV  («—»)«+ 4c«    Ik 

'  V  (a-6)«+4««*  -(•+6)V  (a-*)«+4c«+(aH-4H-2c^* 

oder 

*  f  V(a-6)«+4c"'  -(a+A)V(a-6)»+4c«+(<^+ft«+2c«)'  ' 
I        ^-«A  6(6— a)+2c*--ftV(a— 6)«-t-4c«    |l 

Folglich  ist  mit  Boziehnng  der  oberen  and  nntereo  Zoiehea  aaf 
dnaedor: 


B  ^     t»(6— a)  +  2<«+»V<o^6)F^-4g«il 
^         ta(o-«)-f Sc«-|-aV(a~6)«  +4c«»  * 

ig'         (6(6-a)  +  2c«-6V(a-6)»+4c*{* 
3^""^fa(o~6)+2c*— oV(a— 6)»+4<^'    ' 

worau  Buui  mittelet  leichter  Rechnung  die  Gleiehnng 

,  B  B'        ,      ,       i^        A 
^.y«-l,  ebo   37=-B 

crhilt;  und  ferner  ergiebt  eicb  mlttebt  des  Obigen  eben  eo  leicht 
die  Gleicbang 

(«•^l)(j|'«-I)=sl,   also  ««-Isjjji^j. 

FoigUeh  iel  nach  de«  Obigen,   wie  man  leicbt  findet,  wenn 
BUUI  fOr  -ji  und  n^— I  ihre  Torheifiehenden  Werthe  «etat: 

Nach  den  Obiyn  ist  aber : 
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g«  +  *»-!•  8c« -f  (g  +  »)  V"(^6)«  +  4c« 
'**^g«  +  ««+2e«-(a+«)VlCg-Ä)^  +  4e«' 

nnd  folglicb,  weil,  wie  man  leicht  findet: 

(g(g-«)  +  2e«— gV(g-6)«-f4c«tt6(6-g)-h2e^-«VCB-«)*-f^l 
=2c«|g«  +  6«+2c«— (g+Ä)V(g-4)«+4^l, 

1 6(6-g)  +  2c«  +  6  V(g--.6)«+4c«|  1 6(6-g) +2c*^  V(g-»)"+4«»| 

=  4c«(e«— g6) 
i*t,  offenbar: 

Ä»—  2(c«— g6)i 

also  nach  dem  Obigen: 

A»* 


lj»="«-l- 


Daher  ist 


= ■- (n*-l)>     

oder 

(rf+«  ^)*- (n«- 1)  I  (e- d  ^V- A*«  (1 + ^)»l 

_     (rfi< +  «»)«-(»«- l)t(<if-rfg)»-i-^i<«.fg«)«> 
-  :  (n«-l)B«  ' 

oder 

Weil  nun  in  diesem  Falle  n*— 1  positiv  Ist,  so  haben  die  Clliwerf 
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(rfte^)«-(ii«- 1)1(1— rff)«  +  Al«(l  +  ^)«| 
aod 

Jederielt  eDtgegeDgeKetzte  Voneicheo,  und  wenn  also  die  erste 
negaÜT  int,  no  Int  die  iweite  ponitW. 

§ 

Alne  liefert  in  dienern  Falle  immer  entweder  die  Gleichung 

eder  die  Gleichung 

welche   Gleichungen    natOrlich   heide  gans    dieneihe   Cunre  aus- 
dfdcken ,  Rir  6\  X^  Y  reelle  Werthe,  und  in  dem  Falle 

\Hi  alno  die  durch  die  Gleichung 

ekarakteriiiirte  Cnr?e  ebensowohl  eine  Hyperhel  wie  hn  dem  Falle 

(d  +  «5)»-(*»^l)l(e-rff)«  +  AI«(l+5>*l>0. 

natllrlieh  immer  unter  der  Veravssetsnng,   das« 

c«— a6>0 


kt 


«< 


Ich  bitte  nochmals»  das  Vorstehende  meiner  oben  genannten 
Abhandlung  als  einen  Nachtrag  beisufligen»  oder  vielmehr  statt 
der  oben  näher  beseichneten  Stelle  in  dieselbe  einsoschalten. 


Sehreiben  des  Herrn  Professor  Dr.  Koenig  nm  Kneiphöfi- 
schen Gymnasio  m  Königsberg  L  Pr.  nn  den  Hernnsgeber. 

In  dem  dritten  Refte  des  allsten  Tbeils  Ihres  gescbltsten 
Archifs  Inde  ich  Seite  355.  einen  geometrischen  Sats  bewiesen 
nnd  am  Schluss  die  Frage:  ^^i«  läset  sich  disser  Sats  einfa- 
cber  beweisen t*'   Wenn  hierin  rielleieht  der  Wnnsch  liegt,  eines 


480  mseeiien. 

■ 

einfachem  Beweis  zu  erhaHen»    so  erlaube  ich  mir,    hier  eiiMi 
solcfaeu  mitzatheilen. 

Behält  man  dieselben  Figuren  (Taf.  IlL  Fig.  8.)  und  multipfi- 
cirt  die  Quadrate  tod  AB  und  AD  gleich  resp.  mit  CD  ond  CB, 
so  entsteht: 

AB*.CD  =  AC^.CD  +  BC^.CDlFiBC.CE.CD» 
AD^.CB  =  AC^.CB+  CBß.CBlf^WD.CE.CBi 

und  die  untere  Gleichung  von  der  oberen  abgezogen  giebt: 

AB^.CD^AD*.Cß=i-AC*(CB'^CD)+BC.CD(CB'^CD) 

=  ^AC*.BD  +  BC.CD.BD, 

w.  z.  b.  w. 


Bemerkung  vom  Heraasgeber. 

Unter  den  in  Nr.  XXVII.  dieses  Theils  von  Herrn  Direetw 
He  inen  in  Düsseldorf  TerOCentlichten  und  eingesandten  BeweisM 
des  geometrischen  Lehrsatzes  von  Fermat  rühreii  die  «lit  B. 
bezeichneten  von  einem  Primaner  der  dortigen  Realschule,  A.  S  le- 
be 1,  her,  weiches  auf  den  Wunsch  des  Einsenders,  und  in  Folge 
einer  schon  früher  brieflich  gemachten  Bemerkung  desselben,  hier 
nachträglich  besonders  bemerkt  wird. 


Berichtigungen. 


Tlil.XXX.S.52.Z.2tt.v.o.  statt  ,,Comptes  Rondus'«  setze  an 

„Comptes  Rendus." 
„     S.  119.  Z.  13.  u.  18.  V.  u.  werde  fOr  ,,Px\BmhABA*»JfB^ 

beide  Mal  gesetzt:  „Prisma  ABA^C^A'C*^ 

■•■ 
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Literarischer  Bericht 


cxvn. 


Am  lOten  November  1867  starb  lu  Berlin  der  frfibere  Pro- 
feesor  der  Mathematik  am  dortigen  KSniglicben  Cadetten  -  Corpe 
vnd  an  der  Univereität  Dr.  Jobann  Philipp  Grflson,  dae  ilteste 
Mitglied  der  Königlichen  Akademie  der  V^iaaenschaften,  im  OOsten 
liebenajahre,  seit  vielen  Jahren  pensionirt 

Die  Mittbeilong  eines  Necrologs  von  einer  kundigen  Feder 
rar  Aofnahme  in's  Archiv  würde  uns  angenehm  sein.  Gr. 


Geometrie. 

Ueber  harmonische  Punkte.  Von  Prof«  Paul  HackeL 
(Programm  das  k.  k.  Ober-Gymnasiums  zu  BShmisch* 
LeippaamSchlusse  des  Schnljahresl857.)  Prag^Druek 
Ton  Haase  S5hne.    1857.    8. 

Es  ist  von  uns  schon  öfter  als  zweckmfissig  anerkannt  wor- 
den» dass  zum  Gegenstande  von  Schul  -  Programmen  solche  der 
•euereo  Forschung  angehurende  Theorieen,  die  nicht  in  den  Kreis 
der  gewöhnlichen  Elemente  geboren ,  gewählt  werden ,  wie  in  dem 
vorliegenden  Programm  die  Theorie  der  harmonischen 
Punkte.  Dergleichen  Abhandlungen»  wenn  ihr  Gegenstand  so 
einfach  und  deutlich  behandelt  wird,  wie  in  der  vorliegenden 
Schulschrift 9  können  dann  sehr  wohl  dazu  dienen«  um,  fHbigem 
und  vorgerQckteren  Schülern  zum  eigenen  Studium  in  die  Hände 
y^^ben«  dieselben  weiter  zu  üben  uud  mit  der  neueren  weiteren 
Ausbildung  der  Geometrie  und  der  Wissenschaft  überhaupt  be- 
kaant  zu  machen.  In  sehr  zweckmässiger  Kürze»  wie  es  das 
)Mfirfniss  der  Schüler  fordert»   ist  In  der  vorliegenden  Schrift 
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die  Theorie  der  harmonischen  Punkte  recht  deutlich  Id 
tischem  Zusammenhange  behandelt  worden,  und  es  (hdeo  Mk 
auch  manche  hObsche  eigene  Beweise  darin »  wies.  B.  IT.ySS^, Si 
u.  s.  w.  Auch  ist  zweckmässig  in  26.  die  Anwendung  der  Süm 
von  den  harmonischen  Punkten  zu  der  kurzen  Entwickelung  der 
Grundformel  der  Theorie  der  sphärischen  Spiegel  gezeigt,  ond 
mehrere  geometrische  Aufgaben  sind  zu  weiterer  Erliat^iug  in 
Schluss  aufgelöst.  , 


0  p  t  i  k. 

Ich  habe  es  im  Interesse  der  Sache  fiir  meine  PRidit  geU- 
ten ,  nachstehende  mir  zugesandte  Anzeige  ihrem  wesentlichen  Inhalte 
oaoh  im  Archive  abdrucken  zu  lassen.  In  Bezug  auf  die  wptg^ 
benen  Leistungen,  insofern  dieselben  vollständig erflillt  werden,  mi 
He  Preise  allerdings  niedrig  gestellt  Gesehen  habe  ich  jedoch  hii 
jetzt  keiaa  <üeser  Instrumente,  eo  dass  ich  mir  also  ein  Urthil 
fiber  dieselben  nicht  erlauben  kann,  da  mir  auch  kein  anderes  fre» 
des  Urtbeil  zur,  Seit^  steht.  Räcksichtlich  der  -Preise  bitte  ich  & 
auch  ungemein  niedrig  gestellten  Preise  der  so  vortrefflichen  Instn- 
mente  des  Herrn  v.  Stein  heil  in  München  im  Ltterar.  Beridt 
Nr  XG VII. S. 8.  und  Nr.  CXL  S. 7.  zu  vergleichen.  G r nnert 

Empfehlung  vollkommeD  achromatischer  optischer  iDStrameotei 

Zu  den  wescntlichtten  Ilulf<mit(eln  der  Natorwitsencchaft  gehlici 
«nttreitig  daa 

Femrolur,  microslc^p  und  die  £«pe* 

Kine  weitere  bekannte  Thatisohe  let  ci,  data  diese  Isetmcnte  m 
ivisseiischaftiichen  Gebrauche  einen  hohen  Grad  der  VoUkemmeiM 
erreicht  haben  müssen,  wenn  sie  dienstthoend  sein  sollen,  in  weldiCB 
Falle  dieselben  aber  auch  dann  beim  Ankauf  «ehr  theoer  za  stehen  keiatfc 

Mein  Zweck  ist  nnn,  Instrumente  van  YonAglicher  und  geprefttf 
Gfite  am  die  möglichst  billigen  Preis«  allen  denen  ss  Uefsni,  wdcbi 
sich  theils  als  Fachmänner  mit  dem  Stadium  der  NatocwisaeDSclMift  W 
sehäfcigea»  theils  aber  aueh  denen,  welche  bloss  als  Liebhaber  Mll•^ 
wissenschaftliche  Stadien  cnitiviren. 

Die  instromente  ersterer  Art  sind  Fernrohre  von  2^"^  OeSnnag  wd 
2^^  Brennweite  mit  verstellbarem  irdischen  Okulare  von  30— 40maQg« 
Vergrossernng ,  mit  40,  60,  80  und  196maliger  astronomisdier  Vergrit- 
semng.  Ein  solches  Fernrohr  erhält  eine  mit  horizontaler  nad  verti- 
kaler Bewegung  versehene  Banmschraube  oder  auf  Verlaiigev  sÜ 
Stativ  mit  Sucher. 

Die  Instrumente  der  zweiten  Art  sind  kleine  Tuben  9  init  MiNili 
vad  astronomischen  Okularen  bei  14"  OeAhang  ond  9^  BronowUa»  iü 


i 
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IHüimkm  Qkmlwt  vergrAaMrC  aonal ,  die  3  aalrMoaiMohco  80,  00  mi4  ISOmiü, 
tei  Iii9trB»eBl  «rfailt  gleickfalU  m«  BaimtchrMib«  «dw  Stativ  smC 
V«rlaag«B  m4  m  w«r4#n  di«  lB«lran«ite  der  eratea  aad  few«it#B  Arl  in 
•kgwiUo  Kittcheo  geordaet  den  Kftafer  Aberliefert  nad  eiad  beide  In- 
elnitaeale  m\%  gesibater  Wladeaetaage  aad  aiit  CreCrlebe  der  feiaerm 
Baatellaag  balber  vereehea. 

AU  LeietoageAhigbeit  der  be^agtea  grÖMerea  laetnnaeflte  wird  ga- 
nyitiri,  dta«  bei  güaetiger  AtDoefibftre  aad  hebeai  Staade  dee  Plaaeten 
die  Theilaag  des  8atara*e-Riogv««  die  Tbeildag  aoeseret  feiaer  Doppel- 
etarae,  wie  %.  B.  MeMrthin  im  Widder,  6  Sterae  In  Trapea  dee  Orloaa- 
Nebele  ete«  beebaehtet  wtrdea  kdaaea,  aoeb  wird  bei  irdieelieB  Beab- 
acbtaagea  auf  eioe  EatferaaDg too  2  dentscbea  Meilea  Jede  Bewege ag 
eiaae  Meaecbea  aeeh  erkaaet  werdea.  Die  kleiaerea  Tabea  werdea 
▼aiUltaiaeaiietig  Aelialiche«  leiatea  aad  ee  wird  aiit  deiaeelbea  der  Riag 
dee  Satorae,  die  Phatea  der  Veau«,  felaate«  Detail  Baf  der  Meadaber- 
ilebe»  die  Streifea  dee  Japiier  uad  die  Verfioeteruag  eeiaer  Trabaatea, 
eowie  nicht  allav  aaheeteheade  Doppel tterae  beobacbtet  werdia  keanea* 
W«B  die  lettterea  aiebt  aitter  6  Sekaadea  Dietant  habeik 

Weller  lleee  feh  anfertigee  tarn  beqoeMeB  Haadgebraaehe  aaf  Rel- 
iea  nad  Spailergiagea  eogeaanaie  Ffldeteeher»  dae  eiad  kiellere  irdi- 
aefae  Femrdhre  aacb  aeaerer  Oiaetroclloa. 

Diese  InttromeoCe  Ton  ilterer  Eiaricbtaag  laden  wegea  Ihree  kiel* 
aea  Sehfeldee  weaig  Aaklang  mehr«  loh  lieee  dieeelbea  naa  la  der  Weiee 
baefdbren,  daee  dieeellMa,  aabaechadet  der  Deallichkelt,  eiaa  aageamin 
Oeffaai^  dee  Old^tive  bei  karier  Breaawelte  erhaltea,  wodurrh 

loetrameat  eia  groeeee  Geelclittfeld  darbietet«  Dae  achroauititche 
Doppelokniar  bat  aber  7  pariaer  Linien  OefTnnag  nad  dalm  doch  eioa 
ea  kMie  Xeretrennagsweite,  daie  ee  eiae  aainhaffte  Vergroeeeraag  ge- 
etattat«  ahne  die  Bilder  am  Raade  de«  Geeicbttfeldee  in  verliehen. 
Die  Leietnngelahigkeit  eines  eolchen  lactmmeates  wird  dahia  garantirt : 
aaf  aiaa  Calferaaag  Toa  I  denuehea  Meilea  werdea  kleiaa  Feaeteriflf- 
aaagea  ahne  Mähe  arkaaat  and  geuhlt,  nach  die  Bawcgoagf«  elacs 
Meaecbea  auf  eiae  Meile  beobachtet.  Die  Inetrouieate  eigaen  sich  wegen 
flbrer  BefnemUcbkelt  mit  kleiaer  Banmecbranbe  Terseben  lar  Fentleate« 
Bahabedieaetete  nad  Reitende,  eowie  lie  nach  beqaem  für  die  Bnhne 
aa  gebraachen  eind,  well  eie  neben  ihrer  LeietnagefiUiigkelt  ffir  dio 
Faraa  aach  die  Knaetler  anf  den  Brettern  in  vnmittelbare  Kähe  dr« 
Baobaehlere  briagea.  Ihre  Liege  betrigt  anegeaogea  4)  und 
aaearameageechobeo  S4^  pariser   Masses. 

Dia  Biarirhiaag  dieser  Instraaiente  ist  nicht  etwa  blosei  ein  optischer 
Gadtnka,  dessea  Realleirbarkeit  aocb  ia  Frag«  sieht,  eaadem  es  sind 
ealche  bereits  ansgefnhrt  und  ihre  Leistangea  erprobt. 

Badlieh  erbieten  Ich  mich  ancli,  tnsammengesetite  Mikroskope 
Aaralea »  Apothekera,  Natarforsehera  and  Tecbaikem  an  liefere  nad  sie 
werdea  dea  Aafordemngen  der  Wissenschaft  eatspreehen;  dieselben  ge- 
wiknea  alaeaaueffaicbeadea  Waeheel  von  Vergröeeeraagen;  von  der  40facli«'n 
hia  aar  ÜMhaallgaa  im  Diameter  biaaasteigeod »  dieaen  sie  aar  Betracli- 
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IttDg  iTMipareater,  wie  «paker  OlyMte.  Der  OhiMtbmUhgm  itl 
•ine  gesihnte  Stange  beweglich  nnd  da«  gnnie,  InetnuMeat  lel  ■• 
enpirend  in  ein  Maliagoni-KMtoiien  geordaei«  daae  es  iev  BeaÜMrarf 
allen  Antflägen  ohne  alle  Belftstigong  mit  «ich  föhrea  kaaa«  FnUI 
Ton  pritmatitchen  Farbenrändern ,  grotfe  Klarheit  md  feine  Piintliihhlli 
ohne  daM  da«  Auge  des  Beobachter«  dui^ch  jene«  elgealhiaüiohe«  MmI 
gebrochene  Licht,  welche«  ein  Fehler  «o  nancher  Mlkreakope  i«t|  W> 
li«tigt  wird ,  «ind  dieEigen«chaften  meiner  lueammeageaeCalea  Mikraikifa 

Bel«piel«halber  wird  al«  eine  der  Lei«tungen  dieeer  Mikraekope  i«^ 
geführt,  da««  e«  die  LiniamenCe  anf  dea  FlogeUchappen  de«  Kahiwii»' 
liag«  erkennen  lä««t,  welche  Beobachtung  bekanntlich  m  den  achwiiri- 
geren  der  Mikro«kopik  gehört. 

Jeden  Inetmmente  werden  eine  Ansahl  Probeobjecte  beigegebca. 

Meine  Torauglichen  Lupen  zum  Gebrauche  und  snr  TorlAaflg«B  Be* 
obachtong  mikro«kopi«cher  Objecto  mit  aplanatitcher  Con«lracti««  i« 
Mee«ingröhrchen  gefiuct  Ton  24maliger  bi«  eOmaliger  Vergrdeaeraag  in 
Diameter  kann  ich  Aeraten  und  Apothekern  booten«  empfohlea. 

Refractorea  von  4^^  freier  Oeffnnng  bi«  9^  werden,  paralakti«di  uf- 
geotellt,  um  die  möglich«  t  billig«ten  Probe  fifir  Stern  warten  angefortigt 
and  bei  ▼ollkommon«ter  Achroma«ie,  Klarheit  und  Deutlichkeit  der  Bil- 
der aber  die  ganze  Fläche  de«  Objective«  wird  auf  einsniaafende  Bi- 
•tellang  hin  die  Lei«tnng«fähigkeit  ^arantirt« 

Die  ▼orläufigen  Prel«e  der  Torbenannten  fnotrnmonlo  «ind: 
1)    Tolieit  S4^  OoiTnnng  mit  Ter«tellbarem  irdi«ehen  Oknlare,  80  wd 

40maliger  VeigrÖ8«erung,  dann  40,  IM),  80  «nd  laSoMligor 

nomi«eher  Vergrö««erung ,  40  Thir.  preu««.  Cour,  oder  TO  fl. 

oder  60  fl.  ConT.-M. 
S)    Taben  Ton  14*^  Oeffnnng  mit  20maliger  irdiocher,  80,  60  uA 

BOmaliger  a«tronomi«cher  Vergrö««emag9   28  ThIr.  pfoa««.  Co«ff* 

oder  49  fl.  rhein.  oder  42  fl.  Cout.-M. 
8)    Feldstecher  ,  8  Thlr.  preu««. Cour.  od.  14  fl.  rhein.  od.  12fl.  G.4k 

4)  nilkreokepe,  wie  oben  angeführt,  14  Thlr.  prea««.  Cour.  «^ 
24  fl.  90  kr.  rhein.  oder  21  fl.  Conir.-M. 

5)  Iiopen,  2  Thlr.  preu««.  Cour,  oder  3  fl.  80  kr.  rhein.  oder  8  fl.  C-E 
€)    Reftraetoren  werden  bei  Be«tellung  nach  Gr6««o  der  Oiuoctif 

Fa««nng  und  Auf«tellung  berechnet. 
Anmerkung.  Die  Toben  1  und  2  werden  noch  ohne  aetroa«- 
mi«che  Okulare  abgegeben  und  dann  um  4  Thlr.  billlgef  vtr* 
kauft,  «o  da««  der  g^ö««ere  Tnbu«  dann  nur  86  Thlr.  oder  68 !• 
rhein.  oder  64  fl.  Conr.-M.,  der  kleinere  Tnbu«  24  Thlr.  oder  4ti. 
«rhein.  oder  86  fl.  ConT.-M.  kneten  wird.  Briefe  and  Geldor  vir- 
den  franeo  erbeten  einsn«enden« 

Den  In«tramenten  «üb  1.,  2.  und  8.  i«t  eine  Banrosehraabo  b«ig< 
geben«  Stative  werden  eigend«  berechnet  oad  je  aadi  der  BestaUaif 
Böglichot  billig  angefertigt. 

Die  ObjectlTo ,  au«  Crown-  and  Füntglaa  beatdiend ,   bei  doMa  dir 
Kogelgettaltfehler  Aber  daa  ganie  OhioctiT  atrengo  ▼emiadon  bt,  vi^ 
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mehra—tiitih,  woklTcrpackt  «if  Wap  mnA  Gefiihr 
l«r  BMitller  ■fcggliefert,  —  DU  Beifthlng  «rftigt  ertt  nadi  enpfkn* 
l^tmmm  lB«lnia«ite  mmi  erpr«bt«r  Leictangtfthigkeit,  welche  dalor  ga- 
aalifft  i«k  Zu  dieeem  Behofe  werden  alle  InttrameDte  Tor  der  Yeftea- 
hng  TOB  einer  eigeneo  ConinilMion  von  Ssehkennem  geprüft  t  das 
Batachtea  dem  Empfftnger  mit  eiageeendet  oad  da«  laatnuoeat  anrnclE- 
lenoonaea  (fär  den  Fall  e«  nicbt  beech&digt  iet) ,  wenn  die  TereprodieBa 
[leiatoagefthigkeit  nicht  erreicht  «ein  collte. 

Der  Preis  der  Instmmeote  ist  absichtlich  niedrig  im  Verhältnisse  la 
Ina  Preisen  optischer  Instrumente  anderer  optischen  Werkstätten  gehal- 
leo ,  am  den  Ankanf  Inr  oben  beselchnete  Zwecke  in  ermdglichen« 

Bestellnngen  nimmt  entgegen 

August  Lamprechtg 
KgU  bayer«  Hofapotheker  in  Bamberg. 


Vermischte  Schriften. 

Sltsongaberlöhte  der  Kaiaarlicheii  Akademie  der 
Wlaeenachaften  zq  Wien.  (Siehe  Literarlucher  Ber. 
Nr.  CXVL  S.  13.) 

Jahrgang  1857.  Band  XXVIII.  Heft  2.  SchrStter:  tat 
die  kryatalliuiache  Textor  des  Eiaena  von  Ei^floas  auf  sein  Ver- 
mögen, magnetisch  zu  werden.  S.  472.  -^  Pohl:  Ueber  ein 
neves  Sonnen -Okular.    S.  482. 

Jahrgang  1857.  Band  XXIV.  Heft  1.  Aus  einem  Schrei- 
beo  des  Grafen  F.  Schaffgotsch  an  Herrn  Dr.  Natterer  über 
eine  akustische  Beobachtung  bei  der  chemischen  Harmonika.  S.  3. 
—  Ettingshausen»  A.  ▼. :  Bericht  über  das  Arithmometer  des 
Herrn  Thomas  (In,  die  Leistungen  des  Herrn  Thomas  sehr  an- 
erkennender Weise).  S.  16.  —  SchrStter:  Ueber  die  Ursachen 
des  Tons  bei  der  chemischen  Harmonika.  (Auf  S.  4.  weiset  Herr 
SchrOtter  nach»  dass  er  die  von  dem  Grafen  Schaffgotsch 
jetzt  ▼eruffenüichten  Beobachtungen  über  die  chemische  Harmo- 
nika achon  im  Jahre  1843  gemacht  und  das  Allgemeinste  darüber 
in  dem  amtlichen  Berichte  über  die  21.  Versammlung  deutscher 
Naturforscher  TerGffentllcht  habe.  Die  in  dem  vorliegenden  Auf- 
satze von  Herrn  Schrutter  gegebene  Erklärung  dieser  Ersehet- 
mmgen  ist  sehr  lehrreich  und  verdient  alle  Beachtung.)  S.  18.  — 
Zsntedesehi:  Ricerche  sul  calorlco  raggiante.  8. 43.  —  Petz* 
▼al :  Bericht  über  optische  Untersuchungen.  (Dieser  Bericht,  nebst 
seinen  zwei  Fortsetzungen  in  diesem  und  dem  folgenden  Heße, 
•her  die  mit  grosser  Ausdauer   von  Herrn  Professor  Petzval 
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fortgeaetsten  optlscben  UsterwiolraDgei^  gWbt  eia  «ehr  Umm  KU 
des  Ganges  and  der  Tendenz  derselben  im  Allgemeiaent  tad  mm 
set  mehrere  dnrch  dieselben  schon  jetst  |i;e«ronnene  eovrebl  wir 
senschaftlich  alü  praktisch*  sehr  nichtige  Resultate  auf.  laike- 
sondere  hat  Herr  Professor  Petz^al  aoch  der  gesaduM 
Beleochtongs- Theorie  grosse  Anfmerksamkeit  gewidmet,  isl  dM 
j&tt  yerscbledenen  sehr  merkwfirdigen  Resultaten  gelangt,  aüd  kt 
eine  eigene  Beleochtungs- Wissenschaft  geschahen»  die.  wv 
u^enigstens  den  mathematischen  Theil  betrifft,  als  abgescbhuMi 
betrachtet  frerden  darfl  Sowohl  in  praktischer,  als  anch  in  theo- 
retischer Rflcksicbt  ist  sehr  zu  wflnschen,  dass  Herr  Profefs« 
Petzval  die'  mflbsam  und  mit  grossem  Scharfsinne  gewonnssM 
Resultate  seiner  Forschungen  auf  dem  gansen  Gebiete  der  Optik 
in  dem  grossen  Werke,  mit  dessen  Ausarbeitung  er,  wie  irir 
wissen,  schon  seit  vielen  Jahren  beschäftigt  ist,  dem  wiiMt- 
schaftlichen  und  technischen  Publikum  recht  bald  vor  Augen  kge 
und  zu  dessen  Gemeingut  mache.)  8.  50.  —  Ritter  v.  P erger: 
Ueber  die  VerFielßltigung  von  Lichtbildern  (Photographien)  dsrck 
Aetsungen  und  Galvanoplastik.  8.  70;  —  Z enger:  Ueber  eiN 
neue  Bestimmnngsmetbode  dea  Ozon  •  Sauerstoffes.  8.78.  —  Peti- 
val:  Fortsetzung  des  Berichts  über  optische  Untersschonps* 
S.  92.  —  Hornstein:  Ueber  die  Bahn  der  Calliope  und  ihre 
OpposiUon  im  Jahre  1859.    8.  106. 

Jahrgang  1857.  Band  XXIV.  Heft  2.  Petzval:  Fort- 
setzung des  Berichts  über  optische  Untersuchungen.  Dritte  Foft*. 
Setzung.  S.  129.  —  A 11^:  Ueber  die  Bahn  der  LStitia.  8. 1S9. 
-^  LSwy:  Ueber  die  Bahn  der  Leda.  6.  173i  (Flelssige  A^ 
belten  der  Wiener  Sternwarte,  wie  die  obige  des  Herrn  Homsteie 
fiber  die  Calliope.)  —  Aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Prof.  Beer 
in  Bonn  an  das  wirkliche  Mitglied,  Herrn  Sectionsratb  Haldinger 
(betreffend  einen  vom  Herrn  Prof.  Beer  gefundenen  bemerksB»* 
werthenSatt  der  Mechanik,  zugleich  in  Bezug  auf  diOi  die  Bähe* 
curven  umhGlIenden  Flächen  des  zweiten  Grades).    S.  SR 


Die  Atti  dell*  Acoademia  Pootificia  de*  Nuovl  Lio- 
cei  sind  durch  den  in  ihnen  enthaltenen  reichen  Schatz  gedi^ener 
Arbeiten  gegenwärtig  so  wichtig  filr  die  Wissenschaft,  dass  kh 
mir  es,  durch  besonders  günstige  Umstände  in  sehr  liberaler,  vei 
mir  mit  dem  grussten  Danke  anerkannter  Weise  dazu  in  den  Stand 
gesetzt,  angelegen  sein  lassen  werde,  den  Inkalt  der  einseiass 
Tbeile  miiglichst  bald  nach  ihrem  Erscfaeinen  in  den  Aschive 
mitsutheilen. 

Die  Ihren  SHz  in  Rom  habende  Accadenia  de'  Lincei» 
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gwtiftel  voll  Federico  Cesi  im  Jahre  1608»  ist  eine  der  älte- 
stoD  md  berübfliteeten  Akadeniieen  in  lUKen,  und  hat  zwar  in 
Lftvfe  der  Jahre  mannigfaltige  Umgestaltungen  erfahren»  bei  allem 
Wechsel  der  Schicksale  aber  immer  ihren  alten  Rahm  bewahrt» 
Den  Namen  Accademia  de*  Muovi  Lincei  hat  sie  im  Jahre 
1740  bei  ihrer  iweiten  Umgestaltung  erhalten.  Ihre  neueste»  sehr 
▼er^Hkommnete»  ganz  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Wissen* 
Schäften  entsprechende  Gestalt  verdankt  sie  aber  seit  dem  Jahre 
1847  durchaus  Seiner  Heiligkeit  dem  jetzt  regierenden  Pabste 
Pie  IX.»  der  bekanntlich  nicht  nur  ein  grosser  Kenner ^  sondern 
auch  der  grusste  Beschützer  und  Beförderer  der  Wissenschaften 
in  seinen  Staaten  ist  Der  erste»  die  Jahre  1847—48  eothalteode 
Theil  ihrer  »»Atti''  ist  zu  Rom  im  Jahre  1851  erschienen»  und 
eatbftit»  ausser  anderen  wertbvollen  wissenschaftlichen  Arbeiten» 
eine  sehr  interessante  und  in  aligemeiner  literar- historischer  Hin* 
lieht  sehr  wichtige  Geschichte  der  Akademie  seit  ihrer  Gründung 
bis  zu  ihrer  neuen  Organisation  im  Jahre  1847. 

Sie  afthlt  unter  ihren   letzigen  ordentlichen  Mitgliedern  eine 
grosse  Anzahl  beröhmter  Namen:    Abate   Ottaviano  Astolfi» 

Srfifessore  di  matematica  nel  collegio  di  Propaganda  Fide;  den 
urcb  seine  grossartigen  Arbeiten  auf  dem  Felde  der  Geschichte 
der  Mathematik  so  berühmten  D.  Baldassarre  Boncompagni, 
d9{  principi  di  Piombino;  D.  Ignazio  Calandrelli,  profes- 
»ore  di  ottica  e  di  astronomia  neu'  universitä  di  Romü»  zugleich  Direc- 
\m  des  pontifieio  nuovo  <isservatorio  dell'  universita  romana,  ed 
tnnesso  all'  accademia,  dessen  durch  Zeichnungen  erlfluterte  Be- 
schreibung sich  in  den  Atti.  Anno  VI.  p.  267.  findet;  San  Ber- 
loie  Nicola  Cavalieri»  professore  emerito  di  arcbitettnra  statica 
e  idraalica  neir  universita  dl  Roma ;  P.  Domeoico  Chelini  delk 
Scuole  PiCf  professore  di  meccanica  e  idraulica  nell'  universita  di 
Bologna»  durch  viele  werthvolle  Abhandlungen  in  Zeitschriften  be- 
kannt; D.  Tommase  Mazzani»  professore  di  meccanica  e  idrau- 
lica neir  universita  di  Roma;  Giullano  Pieri,  professore 
l*intrfduzione  al  calcolo  sublime  neir  universita  di  Roma;  D.  Sal- 
ratore  Preja»  nominato  a  professore  fnturo  dl  elementi  di  mate- 
matica neir  universita  di  Roma;  P.  An^elo  Secchi»  della  oom- 
pagnia  di  Gesü .  direttore  dell'  osservatorio  astronomico  del  collegio 
romano»  den  Lesfm  der  »»astronomischen  Nachrichten'' 
lurch  viele  verdienstliche  Arbeiten  wohl  bekannt;  die  Beschrei- 
imp%  des  osservatorio  del  collegio  romano  ist»  durch  Zeichnungen 
BiUutert»  in  den  Atti.  Anno  Vit.  p.  1«  gegeben;  Carlo  Sereni» 
irofessore  di  geometria  descrittiva  e  idrometria  nelF  universiti  di 
[(oma;  D.  Barnaba  Tortolini»  professore  di  calcolo  sublime 
1^*  universita  di  Roma»  berühmt  durch  die  grosse  Anzahl  seiner 
^reiflichen  analytischen  Arbeiten  und  die  Herausgabe  der  »» ArniaÜ 
ü  eeiesEie  matematicbe  e  fisiche ;  Oott.  cav.  Paolo  Volpicelli» 
lirofeMore  di  fisica  sperimentale  nell'  universita  di  RomSt  Sekre- 
Bir  der  Akademie»  berühmt  nicht  bloss  durch  seine  wichtigen 
)hysikalischen  Arbeiten»  sondern  auch  durch  seine  Dntersnchun- 
\cn  auf  dem  Gebiete  der  Zablenlehre. 
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Der  neueste  zehnte  Band  der  Atti  dell'  AcemdeaU 
Pontiflcia  de'Nuovi  Lincei.  Tomo  X.  Anno  X  (1866-<S7.) 
Roma.  1856.  4.  enthält  die  folgenden,  dem  KreUe  des  Archifi 
angehörenden  Abhandlungen: 

Prof.  R.  P.  A.  Secchi:    Ricerche  sulla  luee  elettrica.  p.  9. 

Comm.  Alessandro  Cialdi:  Appendice  alla  memoria  ioti- 
tolato:  Cenni  sul  meto  ondoso  del  mare»  e  sulle  correnti  di  esso.  p.12. 

Prof.  D.  Ignazio  Calandrelli:  Sulla  rifrasione  solare.  p*& 

Prof.  Paolo  Volpicelli:  Sugli  spezzamenti  diversi  che  pi& 
snbire  un  dato  numero»,  tutti  ad  una  stessa  legge  di  partizione 
subordinatl.    p.  43—122. 

«  Prof.  N.  C a valier i:   Alcune  ricerche  Intomo  alle  serie  arltme- 
tiche.    p.  78. 

Prof. R.  P.  Angelo  Secchi:  Alcune  ricerche diastronomitii- 
derale,  relative  specialmente  alla  distribuzione  delle  stelle  aello 
spazio.    p.  100-265—337. 

,  Prof.  R.  P.  Angelo  Secchi:    Intorno  ad   an  naovo  inro* 
metrografo.    p.  137. 

Prof.  D.  Ignazio  Calandrelli:  Osservazioni  astronomiche, 
fatte  nel  noovo  pontificio  osservatorio  della  romana  universita.  p.  I46l 

Prof.  Paolo  Volpicelli:  Sulla  legge  di  Mariotte,  e  sopn 
QO  coneegno  nuovo»  per  facilmente  dimostrarla»  nelle  sperimeolal 
pubblicne  lezioni.    p.  181 — 393 — 430. 

DeLaRive:  De  l'influenee  du  monvement  m^canique  dtoi 
l'action  du  magnäfteme  sur  les  corps  non  roagnötiqnes.    p.  003L 

Prof.  J.  Calandrelli:  Sopra  i  movimenti  propri  delle  stila 
p.  200—213. 

Dr.  R  Fabri :    Sulle  corve  cicioidali. 

F.  Woepcke:  Recherches  sur  pInsieurs  ouvrages  de  L^ 
nard  de  Pise.    p.  236. 

Prof.  P.  Maggiorani:    Sulla  endosmosi  dell'  albumlna. 

Prof.  Paolo  Volpicelli:  Quarta  oommunicazione  sulla  eM* 
trostatica  induzione.    p.  280. 

Dr.  R.  Fabri:  Brevi  osservazioni  sugli  sperimenti»  riporttfi 
contro  la  nuova  teorica  del  Mellooi  sulla  induzione  eiettrostatica* 
p.  33L 

Prof.  R.  P.  Angelo  Secchi:  Sulle  varlazioni  o  pertorhip 
sioni  straordinarie  dell  'ago  magnetico.    p.  373. 

Prof.  Carlo  Dr.  Mageionari:  Nuove  osservazioni  micio- 
scopiche  suirazione  che  la  eUettricitä  esercita  soirallbnmina.  p.37& 

D.  Ruffgiero  Fabri:  Sulla  curvatura  delle  linee  ddo^ 
dali.    p.  387. 

Prof.  R.  P.  Angelo  Secchi:  Osservazioni  astronomicbi 
diverse,    p.  414 

Man  sieht  hieraus,  wie  reich  an  einer  grossen  Anzahl  wick- 
tiger  und  interessanter  Arbeiten  der  vorliegende  neueste  Basi 
eben  so  wie  seine  Vorgänger,  ist 
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Literarischer  Bericht 


cxvra. 


Arithmetik. 

atbematische  MittheiluDgen  von  Dr.  J.  L.  Raabe, 
Professor  (zu  Zürich).  Erstes  Heft.  Zürich.  Meyer 
frZelJer.    1857.    8. 

Der  lahalt  dieser  Mittheilungen  ist  folgender:  I.  Deutung 
bestimmter  einfacher  Integrale  mit  complexen  Inte- 
grationsgrenzen. —  II.  Zur  algebraischen  Analysis. 
(Eigenthünilicbe  Beweise  der  gewöhnlichen  analytischen  Reihen, 
gegen  die  wir  freilich  verschiedene  Einwendungen  zu  machen 
haben  würden»  wenn  dies  hier  ohne  grossere  Ausführlichkeit  in 
zweckmässiger  und  wissenschaftlich  erschöpfender  Weise  geschehen 
konnte.)  —  III.  Nene  Anwendungen  der  Jakob  Bernoul- 
li'scbeD  Zahlen»  wie  der  narh  demselben  Autor  be- 
sä o  Dien  Function.  A.  Ueber  die  Form  der  linearen  Diferen- 
tUdgMchung  sweier  Variabein  iiter  Ordnung,  bei  der  eine  partikuläre 
Integral  -  Aufidsung  zugleich  den  integrirenden  Factor  derselben, 
der  lediglich  Function  der  absoluten  Variabein  ist,  vorstellt. 
B.  Deher  die  Darstellung  des  Ergänzungsgliedes  bei  der  nähe- 
mngsweisen  Berechnung  eines  bestimmten  Integrals  nach  df>r 
Methode  der  Quadraturen.  —  IV.  Werthung  des  bestimmten  In- 
tegrals    /       x*^^e^*e^**8x.  —  V.    Zur  cubischen  Gleichung.  — 

Dass  den  Lesern  hier  meistens  Interessantes  und  Lehrreiches 
geiboten  wird,  wenn  man  auch  mit  dem  Herrn  Verfa>Ker  nicht 
überall  einerlei  Meinung  sein  kann,  dafür  leistet  dessen  Name 
hinreichend  Bürgschaft. 


TbUXXX.  Hfl.  2. 
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Geometrie  und  Trigonometrie. 

Lehrbuch  der  elementaren  Planimetrie  von  Dr. 
B.  F^aux^  Oberl'ehrer  am  Gymuasiam  zu  Paderborn. 
Paderborn.    Schöningb.    1857.    ^. 

* 

Ebene  Trigonometrie  und  elementare  Stereometrie 
von  Dr.  B.  F^anx,  u.  8.  w.   Paderborn.  Schöningb.   1857.8^* 


Begreiflicher  Weise  sind  wir  bei  der  Fluth 
Elementar- Lehrbücher»  mit  welcher  namentlich  seit  einiger  Zeit 
der  Bfichermarkt  (ibersehwemmt  wird,  ganz  ausser  Stande»  diese 
Bücher  alle  im  Archiv  anzuzeigen  oder  gar  dieselben  genauer  sa 
charakferisiren.  Sowohl  durch  Deutlichkeit»  Zweckmässigkeit ud 
angemessene  Strenge  der  Darstellung,  selbst,  wie  es  uns  scheiot, 
durch  manche  eigene  Bemerkungen  ^  zeichnen  sich  aber  die  obi- 
gen Büchelchen  nach  unserer  MelAong  vortheilhall  aus»  und  wei- 
sen wir  daher  auf  dieselben  hin ,  wie  wir  dies  von  jetzt  an  in 
fthnlichen  Fällen  Öfter  thun  werden ,  aber  freilich  immer  nur  gtni 
im  Allgemeinen,  da  zu  ausföhrlicbern  Bemerkungen  bei  solcbea 
Büchern  uns  ganz  der  Raum  fehlt.  Mögen  pädagogische  Zeit- 
•cbriftea  sich  deren  ausflQhrlicherer  Besprechiing  unterzieben. 


Mechanik. 

On  equally  attracting  bodies  ßy  Dr.  T.  A.  Hirsf. 
With  a  Plate.  (From  the  Philosophical  Magazine  for 
May  1867.)    London  1867.    8. 

Diese  in  vieler  Rücksicht  interessante  Abhandlung,  auf  dit 
wir  die  Aufmerksamkeit  unserer  Leser  zu  lenken  für  unsere  Pficbt 
haiian»  seil  aus  den  drei  folgenden  Theilen  bestehen: 

I.    Equally  attracting  curves; 
II.     Equally  attracting  surfaces; 
III.    Equally  attracting  solids. 


Die  er^te  Abtheilung  über»  einen   Punkt  auf  gleiche 
ziehende  Curven  liegt  uns  jetzt  vor.    Das  Problem»    mit  deeeei 
Lösung  der  Herr  Verfasser  sich  beschäftigt,  ist  folgendes: 

Man  soll  alle  die  Curven  finden,  deren  Elemeote 
«inen  gegebenen  Punkt,  den  Pol,  auf  dieselbe  Art  ai- 
ziehen  wie  die  correspondirenden  Elemente  einer  ge- 
gebenen Curve. 
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Polare  Coordinaten  werden  zd  Cvrnnde  gelegt.  Her  angezo- 
gene Punkt  wird  ab  Pol  eDgenoiDmen.  Alle  «uT  denaelben  Radiua 
▼ector  liegende  Punkte  der  beiden  Curven  werden  correspoo- 
dlrende  Punkte  genannt.  Die  zwischen  denselben  zwei  Vec- 
loren  liegenden  Bogen  der  beiden  Curven  beieeen  correepondl- 
rende  Bogen  oder  Elemente;  correspondirende  filemeüft^u 
unbeetlmnit  rerlfingert  gedacbt,  beiseen  correspondirende  Tan- 
genten. 

Die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  sei 

dann  Ist  die  Anziehung  eines  Elements  derselben   auf  den  Pol 
proportional  der  GrOsse 


^-^V^^^=«v^^«- 


wen»  der  Kflrze  w^en 

hu  1    dr 

r'    «"  = 


-1.     M'-gg ^'^ 


*l 


gesetzt  wird.    Bezeichnen  wir  das  von  dem  Pol  aof  die  Ttfngent^ 
gefkllte  Perpendikel  durch  p,  so  ist  bekanntlich 

also 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

dB 
P 


=^^^^y-»^^^ 


Ist  nun 


Tl=fl{fl) 


de 

die  Gleichung  einer  anderen  Curre,   so  ist  —  die  Anziehung  des 

Pi 
f— trsspendiranden  Elements,  and  aiaii  Jkaan  oao  leicht  schKatsen, 

dl*ss    d!le    eoTresp^ndirenden    <Elsin«ate    sweie^r   .oder 

«»ehrersf  Ctirven,  and. also  aueh  dleCurir«n  aelbai«  d*ii 

Pol  auf  gleiche  Weise  anziehea,  wenn  ihre  corra«ipoa- 

direnden  Tangeolen  gleich  weit  vom  Pole  entfernt  ^ind. 

Nach  dem  Obigen  ist  also  die  Bediogia^gleicbang,  dasa  die 
corrsapandirenden  Klameiite  der  beiden  Goiiven 
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den  Pol  auf  gleiche  Weise  anzieheo»  die  Diflerentialgieiclnioff 

welche  fffr  alle  Werthe  von  ß  erftlllt  sein  niiisa.    Diese  Gleickwg 
kann  man  aof  folgende  Art  aasdrücken: 

U  +  Ui        U—Ui 

oder,   wenn  wir 

MMUen,  auf  folgende  Art: 

Diese  Gleichuni^  ist  aber,  wenn  F(6)  eine  beliebige  Fundiot  von 
6  bezeichnet,  erfOllt,  wenn 

ist.    Integriren  wir  diese  Gleichungen  und  führen  zwei  wilHAr- 
liehe  Constanten  c  und  Ci  ein,  so  erbalten  wir: 


V 


=  ce^'^'"^^    ri=c,e-/Ä; 


woraus  sich  durch  Addition  und  Subtraction  die  beiden  folgenden 
Gleichungen  zweier  Curven  ergeben,  welche  den  Pol  auf  gleiche 
Weise  anziehen: 


Der  Raum  gestattet  uns  leider  hier  nicht,  dem  Herrn  Verfasser 
in  seinen  interessanten  Betrachtungen,  namentlich  der  Anwendung 
dieser  allgemeinen  Gleichungen  auf  specielle  Fälle,  weiter  zu  folgen; 
die  obigen  Mittheilungen  werden  aber  schon  hinreichen,  nnserel/eeer 
auf  den  interessanten  Inhalt  der  yorliegenden  Abhandlung  auf- 
merksam zu  machen  und  ihnen  dieselbe  zu  sorgfältigster  Beach- 
tung recht' sehr  zu  empfehlen. 

IVir  wünschen  sehr,  dass  der  geehrte  Herr  Verfasser  recht 
bald  -die,  Flächen  und  Körper  in  ähnlicher  Welse  bebaadelndei 
Fortsetzungen  der  hier  besprocheneu  verdienstlichen  Abhsndiaig 
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^erOfentlkcben  oiOge;  uns  hat  er  dureh  dieselbe  eine  «ehr  inter- 
Lectüre  gewährt^. 


Vermischte  Schriften. 

■ 

Mathematl.scheB  von  Johann  Rogner.  (Aas  dem 
Jahresberichte  der  8t.  st.  Ober-Realschole  in  Gratz 
für  das  Studienjahr  1867  besonders  abgedrackt) 

Die  in  dieser  Schrift  mitgetheilten  Untersuchungen  haben,  wie 
es  bei  solchen  Schulschriften  gans  recht  ist,  neben  ihrem  wissen- 
schaftlichen Werthe  an  sich,  hauptsächlich  auch  das  BedQrfniss 
der  Schüler  im  Auge  und  gehen  nicht,  oder  wenigstens  nicht 
riel»  Aber  deren  Gesichtskreis  hinaus,  indem  sie  vorzugsweise 
den  Zweck  haben ,  dieselben  in  einzelnen  Partieen  denElementar- 
Mathematik  etwas  weiter  zu  fChren,  als  es  in  den  eigentlichen 
Lehrstunden  möglich  ist,  oder  ihnen  Gelegenheit  xa  eigenen 
Uebungen  zu  geben,  was  Alles  natdrlich  nicht  bloss  dem  mathe- 
matischen Unterrichte  auf  der  besondern  Lehranstalt,  durch 
welche  die  Schrift  in*a  Leben  gerufen  ist,  sondern  Oberhaupt  dem 
mathematischen  Unterrichte  auf  allen  auf  gleicher  Stufe  stehen- 
den tlnterrichtsanstalten  förderlich  ist,  und  den  letzteren  zu  Gute 
kommt,  weshalb  wir  auch  diese  Schrift  zu  allgemeinerer  Beach- 
tung gern  empfehlen  und  ihren  Inhalt  im  Folgenden  etwas  genauer 
angeben  werden,  woraus  zugleich  erhellen  wird,  dass  dieselbe 
auch  an  sich  nicht  ohne  wissenschaftlichen  Werth  ist. 

A.      Uebungen     in    der    Analysis    ffir    SohOler    am 
Schlüsse    des   Stadienjahres. 

Diese  Uebungen  betreffen  die  folgende 

Aufgabe. 

Ein  Kapital  K  liege  zu  P  Procenten  an ,  wie  gross  wird  das- 
selbe nach  ft  Jahren  geworden  sein,   wenn 

a)  nach  dieser  Zeit  die  einfachen  Zinsen  binzugeschlagen  werden ; 

b)  wenn  nach  jedem  Jahre  die  Zinsen  zum  Kapitale  geschla- 
gen und  mit  diesem  verzinst  werden; 

c)  wenn  nach  jedem  kleinen  Zeiträume  von  -   Jahren,   wobei 
e>l  ist,  die  Interessen  zum  Kapitale  geschlagen  werden; 


'"        ^  DImo  Schrift  hitle  imnirrbiii  siirh  ooter  die  Hubrik  Geoinelrie 
t||ekrarlit  wtrAen  kAmicei  dem  ihr  Inhalt  itt  vvniuKwwriiis  geswetrkcii. 
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d)  wenn  nach  jedem  Augenblicke  die  lotereeeen  xmn  lüifM» 
gelegt  werden,  und  sonach  die  Kapitallsatieii  mit  2im&h 
Zinsen  jeden  Augenblick  vor  sieb  geht? 

Wissenschaftlich  ist  der  letzte  Theil  rlieser  Aufgabe  natfiriich 
von  dem  meisten  Interesse.  In  lehrreicher  Weise  hat  der  Berr 
Verfasser  diese  Partie  der  Aufgabe  auf  doppelte  Art  mittelst  der 
Binomialreihe  und  der  Reihe  fOr  e'»  die  wohl  auch  auf  Scholeo 
tbeilweise  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  kOnnen,  und  mitteilt 
der  Differential-  und  Integralrechnung  behandelt,  wobei  er  in  bei- 
den Fällen  zn  demselben  Resultate  gelangt. 

B.  Beweise  zu  vier  von  Dr.  lillieiithal,  Director 
des  Progymnasiuros  zu  RSneel,  bekannt  gemachten 
Sätzen  Ober  das   rechtwinklige   Dreieck. 

Der  Herr  Verfasser  liefert  hier  eine  recht  verdienstliche  ime 
Behandlung  der  vier  Sätze  von  dem  rechtwinkligen  Dreieck,  die 
Herr  Director  Lilienthal  In  Rüssel  schon  in  dem  Archiv. 
Tbl.  XXI.  S.  99.  einer  ausfMirlichen  Untersuchanit  anterworfn 
hat,  nadidem  er  dteselbeo  bereits  unter  den  kn  Pregrami  dci 
GynAasiams  zu  Braansberg  von  1845  gelieferten  vier  andftii^ 
zig  Aufgaben  unter  Nr.  16,  17,  47,  48  mitgetheilt  hatte.  Dieselbeo 
sind  besonders  beroerkensiverth ,  weil  sie  auf  Gleichungen  des 
dritten  ttnd  vierten  Grades  führen  und  daher  eine  besondere  Be- 
bandlang  erfordern.  Wir  machen  auf  die  in  dem  Torliegendfi 
Programm  gegebene  Cntersnchong  des  Herrn  Prof.  Regner  he- 
«onders  auftnerksaro. 

C.  Bistorische  Skizze  vom  Kreise  als  Curve  von 
der  Eigenschart,  dass  der  Quotient  der  Entfernungen 
eines  jeden  ihrer  Punkte  von  zwei  gegebenen  Punk- 
ten eine  constante  gegebene  Gnlnse  sei. 

Dieser  Abschnitt  des  verdienstlichen  Programms  ist  uns  wegen 
der  darin  enthaltenen ,  mit  grosser  Sorgfalt  und  Umsicht  und  gros- 
ser VollHtändis^Iceit  t>esaninip|ten  historischen  Notizen  über  den 
fraglichen  Gegenstand  sowohl  überhaupt,  als  auch  namentlich  des- 
halb sehr  interessant  gewesen,  weil  wir  selbst  diesem  Gegenstande 
gelegentlich  im  Archiv.  Tbl.  XXV.  S.  231.  unsere  Aormerksan- 
keit  gewidmet  haben,  was  auch  der  geehrte  Herr  Verfasser  kei- 
neswegs zu  bemerken  und  besonders  zu  beachten  unterlassen  bit. 
Wir,  und  gewiss  viele  Leser  des  Archivs  mit  uns,  halten  m» 
daher  dem  Herrn  Verfasser  fiRr  seine  in  der  vorliegenden  Schrift 
gegelienen  sorj^ßiltlgen  historischen  Untersuchungen  zu  ganz  be- 
sonderem Danke  verpflichtet,  und  ha^en  daraus  wiederholt  gesehen, 
wie  oft  auch  in  der  Mathematik  der  Ausspruch  sich  bewShrt: 
yyda'sfl  nichts  Neues  unter  der  Sonne  sei.''  Da  jedoch  io 
der  Mathematik  so  viel  auf  die  Behandlung  eines  Gegenstandes 
selbst  ankommt,  weil  man  zu  denisotben  Resultate  oft  aaf  vielen 
sehr  verschiedenen  Wesen  trelangen  kann,  so  trftgt  in  dieser  Be- 
ziehung eine  mathematische  Untersuchung  doch  oft  ein  beflonderei 
Verdicwst  in  sieh,  wenn  auch  das  gewonnene  Raeoltat  an  skb 
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ntebt  nea  «eiii  sollte ,  was  ja  sueh  der  Herr  Verfasser  gern  aaau- 
erkenDen  befeit  sein   wird. 

Wir  hoffen,  dass  diese  Bemerkangen  hinreichen  werden,  auf 
das  vorliegende  Proi^ranini  aufmerksam  zu  machen,  das  sieh  sonst 
leicht  der  verdienten  Beachtung  entziehen  konnte. 


Anoali  di  scienze  matematicbe  e  fisiche»  compifati 
da  Barnaba  Tortollni.    (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXVI.  S.  14) 

Haggio  1857.  Sulla  teorica  delte  coordinate  curvHlnee  e  sul 
luogo  de  ceiitri  di  curvatnra  d'una  8uper6cie  qualunaue.  Meeato* 
ria  del  prof.  Delfino  Codazzi.  (Cont.  e  6ne.  p.  161.)  —  Intomo 
ad  ona  Vmea  situata  in  una  super6cie  sviluppabiie.  Nota  del  prof. 
Delfino  Codazzi.  p.  165.  —  Sor  l'lndaction  ^lectrostatique. 
Note  par  M.  A.  Ue  la  Rive.  p.  168.  —  Forroule  generali  sul 
maoometro  ad  unk  coropresso,  e  per  lo  stereometro.  Nota  del 
P.  Volpicelli.  p.  160.  (Sehr  beacbtenswerth.)  —  Applicazione 
della  teorica  de  determinanti.  Nota  di  R.  Rubin  i.  p.  I7Q.  — 
8ar  an  th^or^me  d*Abel.  Note  par  M.  A.  Cayley.  p.  201.  — 
Rieerche  rigaardaoti  la  risolusiooe  per  serie  di  qualunoae  equa- 
aione.    Lettera  del  prof.  Emmanuele  Fergola.    p.  104. 

Gingno  1867.  Sulla  trasforniazione  delle  funsioni  ellittiche. 
Memoria  del  dott.  Pelice  €asorati.    p.  309. 

Luglio  1857.  Sulla  trasformazione  delle  fnnzionl  ellittiebe. 
Memoria  del  dott.  Feiice  Ca^orati.  p.  257.  —  Leonardo  Pisano 
matematico  del  secolo  Xlll.  Articolo  del  »isr.  Angeln  Gene  echt, 
p.  201»  —  Ridnzione  d*un  integrale  niultiplo.  Nota  del  sig.  An- 
geln Genocchi.    p.  284. 
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AMALI  DI  MATEMATICA  PUBA 

ED  APPIJCATA 

PITBBI.fCATI  DA   B.  TORTOLIM 

B  OMffILATI  DA 

E.  BETTI  a  pi«a  A.  GENOCCHI  a  Toaiife 

F.  BRIOSCHI  a  patia  B.  TORTOUNI  a  aon a 

(In    ronlinmif.ionc    agii    AniiiiH   ili    Scienre  Mnleiniirirh«   e  Fiiiichr.^ 

II  rapido  e  contiouo  incremenlo  delle  Scienze  Matematicbe» 
bi  questi  ultimi  tenipi,  A  dovuto  principalnente  alla  facilita  cos 
cni  le  molte  e  Tarie  rieerche  appena  latraprese,  ie  nnoire  teriU 
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appenaiacoperte.  poMono  subito  esteodersi  e  (econdam  da  moiti 
georoetri  contemporaneamente  in  varie  parti  d'Europa.-  Quiodi  per 
tutte  Ifi  naziooi»  che  vogüono  cooperare  a  qaesto  progresso,  la 
QeGa«8it4  di  periodic!  che  diffoodaiio  con  prestezza  e  regolarita  i 
nuovi  trovati  dei  loro  dotti,  e  che  agevolino  il  niodo  di  segBire 
il  generale  avanzaniento  della  Scienza.  In  Italia  gli  Annali  di 
Sctenie  Matematiche  e  Fisiche,  l'ondati  fino  dal  Im)  da  uno  di 
noiy  intendevano  eoltanto  al  prlmo  dl  questi  due  fini,  ne  etfistera 
flnöra  alcüri  periodico  che  si  proponesse  il  secondo.  Noi  abbiano 
l^ercio  credoto  di  potere  far  cosa  utile  agii  studj  matematici  nei 
noatro  paese,  associandoci  per  trasformare  i  suddetti  Aunali  in 
anigiornale  che  avesae  questo  doppio  iotendimeoto. 

II  nuovo  Gioraale  sarä  distinto  in  due  parti.  Nella  prima  di 
esse  t^oFeranno  luogo  gli  scritti  originali  contenenti  naove  verita 
acqQiatate  alla  scieoza,  o  dimostrazioni  nuoye  di  importanti  venia 
cooo.«ciute.  Nella  seconda  parte  si  daraono  estrattl,  piü  o  meBo 
estesi,  de  memorie  pubbücate  nei  giornali  matematici  stranieri  e 
negti'.Atti  deile  Acaderoie,  corredandoli  di  tutte  quelle  uotisie 
biblioerafiehe  e  di  qoelle  indicazioni  delle  footi  originali,  che  poi- 
sauo^are  agIi  estratti  medesimi  Tefficacia  di  un  mezzo  di  latra- 
zlotie;  ed  a  rag^iungere  questo  8Co()o  8i  daranno  anche  aicuae 
monografie  di  quei  nuori  rami  della  scienza»  a  conoscere  i  qiuli 
riehknesi,  per  difetto  di  trattati  specialis  lo  studio  di  molte  me- 
morie sparse  in  varie  pubblicazioni.  Queste  monografie  perö  po* 
tranno  essere  inserite  nella  prima  parte,  allorquando  conterranoo 
cose  npo  ancora  note  sia  sostanzialmente,  sia  riguardo  al  metodo« 
Da  ultimo  nella  seconda  parte  si  renderä  conto  dei  libri  recente* 
mepte  pubblicati,  delle  que^tione  matematiche  proposte  datle  So- 
cieik  seien tifiche  per  concorso  a  premii,  ed  in  generale  di  totto 
quanto  concerne  i  progressi   delle  singole  discipline  matematiche. 

r  compilatori  sentono  tutia  la  gravitä  dell'  impresa  alla  qiiale 
ai  accingonoy  e  dei  doveri  che  assumono;  ma  non  potranno  ren* 
derla  veramente  utile  alla  Scienza,  e  decorosa  per  i  Italia,  sensa 
la  cooperazione  dei  geonietri  e  specialiiiente  dei  loro  connazionali, 
ai  quaVi  e  a  tutti  i  cultori  delle  matematiche  raccomandaoo  il  nuoro 
Giornale.  Essi  confidano  (ed  altrimenti  non  avrebbero  intrapresa 
questa  pubblicazione)  che  i  geometri  Italiani  si  impegnerauno  perdie 
UB  giornale  che  si  propoue  di  rappreseotare  lo  stato  della  scienza 
tia  noi,  possa  richiamare  l'attenzione  continua  dei  dotti  d^li  altri 
paesi ;  e  far  cessare  il  lamento  che  i  uostri  lavori  non  sono  cononciotl 
fciori  d'Italia. 

a  BBTTL  A.  eBNocom. 

F.  BRIOSCHL  B.  TORTOLINL 

Der  Preis  für  DeiiUchland  ist  23  Fr.,    für  ganz  Oesterreich  Jt.  Lire  19. 

Die  obigen  Annali  di  Matematica  pnra  ed  applicata,  welclie 
▼om  Jabre  1858  an  die  Herren  B.  Tort ol  in i,  E.  BetCi,  F.  Brio«chi, 
A.  Genocchi  in  Qoart- Format  herau8geben  werden,  sind  als  eine  Fort- 
setxnng  der  Annall  di  scienze  matematiche  e  fiHiche  so  betracli- 
ten.  welehe  bisher  von  Herrn  Tortolini  allein  so  trefflich  redigirC  oad 
in  Octay  herausgegeben  wurden.  Wir  Tiele  treffliche  Beitrage  cnr  Ma- 
thematik and  Physfk  dieses  letztere  Journal,  rinrch  dessen  Heransfpiks 
ti^irt  Tortolini  sich  ein  so  grosses  Verdienst  um  die  Wisseosäaft 
er#Orbea  hati  eathAlt,  ist  bekaaot.  G, 
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Literarischer  Bericht 


CXIX. 


Geometrie 

GrundliDien  der  neaeren  Geometrie  mit  besonderer 
Berflcksichtigung  der  metrischen  Verhältnisse  an  Sy- 
stemen Ton  Punkten  in  einer  Geraden  und  einer  Ebene. 
YoD  Dr.  Benjamin  Witzschel,  Lehrer  der  Mathematik 
aro  Krause'schen  Institute  zu  Dresden.  Mit  in  den 
Teztgedruckten  Holzschnitten.  Leipzig.  Teubner.  1868.  8. 

Diese  neue  Darstellung  der  Grundlinien  der  sogenannten  neue- 
ren Geometrie  zeichnet  sich  durch  ihre  völlig  elementare  Haltung 
Tor  manchen  früheren  Bearbeitungen  dieser  Disciplin  vortheilhaft 
aiiSf  ond  empfiehlt  sich  dadurch  ganz  besonders  auch  Lehrern  der 
Hatbematik  an  höheren  Unterrichts -Anstalten»  welche  von  der- 
selben vielfach  einen  vortheil haften  Gebrauch  flir  die  Zwecke  des 
Unterrichts  zu  machen  Gelegenheit  finden  werden.  Alle  hierher 
gebärenden  Arbeiten  von  Chasles,  Möbius»  v.  Stand t,  Stei- 
ner bat  der  Herr  Verfasser  ffir  seine  Zwecke  umsichtig  benutzt;. 
die  metrischen  Relationen  haben»  wie  schon  der  Titel  besagt, 
besondere  Berücksichtigung  gefunden»  und  auch  dem  Gebrauche 
der  Zeichen »  so  wie  der  geometrischen  Deutung  und  Construction 
imi^pnirer  Werthe  und  Formen  ist»  zum  Theil  in  eigenthümlicher 
Weise»  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet  worden »  so  dass  wir 
diese  auch  äusserlich  trefflich  ausgestattete  Schrift  Allen»  die 
sieb  f&r  die  darin  abgehandelten  Gegenstände  interessiren»  ans 
Ueberzeugung  recht  sehr  empfehlen  können,  hier  aber»  des  Wei- 
teren wegen»  uns  mit  der  folgenden  Angabe  des  Hauptinhalts  der« 
selben  begnügen  müssen: 

Brätes  Kapitel«  Einleitung.  Princip  der  Zeichen  und 
dessen  Anwendung  auf  Abschnitte  einer  Geraden»  auf  Winkel 
und  FiXchenräume  in  einer  Ebene.  —  Zweites  Kapitel.  Von 
den  Doppelverbiltnissen.  —  Drittes  Kapitel.  Das  bar- 
aoniscbe  Verbftltniss.   —    Viertes  Kapitel«    Von   den 
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Involationen.  —  Fünftes  Kapitel«  Geometrische  Deu- 
tung und  Construction  imaginärer  Werthe  und  Formeo; 
complexe  Doppelverhältnisse  und  Involutionen.  - 
Sechstes  Kapitel.  Von  den  geometrischen  Verwandi- 
Schäften  der  Figuren. 

Möge  das  Buch  die  verdiente  Beachtung  fiodesl 

Die  Anwendung  der  Algebra  auf  Geometrie.  Eine 
Anleitung  zum  Auflösen  geometrischer  Aufgaben  ver- 
mittelst der  geometrischen  Analysis.  Zum  Gebrauche 
für  die  oberen  Klassen  in  Gymnasien,  Real-  und  Ge- 
werbeschulen, so  wie  auch  zum  Selbstunterrichte  voo 
W.  Berkhan,  Oberlehrer  am  Herzoglichen  Gymnasion 
zu  Blankenburg.    Mit  8  Figurentafeln.    Halle.  ISMl  a 

Dieses  Buch  enthält  eine  Sammlung  von  durch  die  gewöhn- 
liebe  Buchstabenrechnung  und  Algebra,  zugleich  mit  ZuhuifeBahme 
der  ebenen  Trigonometrie,  in  alter  bekannter  algebraischer  Wdse 
gelöster  geometrischer  Aufgaben,  ohne  irgend  welchen  Crebraoch 
der   neueren    streng    wissenschaftlichen    analytischen    Geometrie, 
welche  eben  deshalb  allein  den  Namen  », streng  wissensehaftfich*' 
verdient,   weil  sie  eine  vollständige   analytii^cbe   Darstellsng  dti 
gesammten  Geometrie  giebt,    und  dadurch,    was  die  H^sptaacbt 
ist,  zu  einer  in  der  That  ganz  allgemeinen  Methode  der  Lösoag 
afler  geometrischen  und,  mit  Zuhülfenahme  der  allgemeioeii  Grtod* 
lehren  der  Mechanik,  auch  aller  mechanischen,  so  wie  auch  sBer 
optischen  und   astronomischen   Probleme  gelangt,   eine   Leistong 
und   höchst  allgemeine  Anwendbarkeit  in  allen  Theilen  der  Wia- 
senschaft,  worin  sie,  von  keiner  anderen  WissenselMift  äbertreffei» 
namentlich  auch  die  sogenannte  neuere  Geometrie  weit  überflügelt oDd 
gewiss  stets  uberfldgeln  wird,  weshalb  auch  die  letztere  in  BesieiraBg 
attf  allgemeine  Bedeutung  für  die  gesammte  mathematische  Wisses- 
sehaft der  ersteren  nie  sich  gleicb«$teilen  können  wird«     Eins  recht 
aEWeckmässige  allgemeine  Einleitung  und  Anleitung  z»r  Coostrve- 
tion    der  gewöhnlichsten  algebraischen  Formen,    mit   Binschlsii 
der  quadratischen  Gleichungen ,  ist  beigegeben ,  und  als  ein  gulit 
Schalbuch  und  zweckmässiges  Hiilfsmittel  für  manch«  Lebrsr  M 
Sehulen  kann  daher  die  Schrift  immer  empfohlen  vrerdea,  da  ale 
eigentlich  wissenschaftliche  Ansprüche  auch  wohl  selbst  nieiilroMU» 


Darstellende  Geometrie. 

Das  axonometrische  Zeichnen  für  teohsiMheLebr- 
an^faheil,  8<!wefbe-  und  Iffdustrteselliflea«  darg»#«lf)it 
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vad  begrOndet  von  Aiit.  Ph.  Lari^iad^r»  Professor  der 
Mathematik  und  des  technischen  Zeichnens  aa  der 
ladostrieachule  zu  Frauenfeld.  Erster  Tbeil:  Theoro* 
tische  Begründung.  Frauenfeld  und  Lahn.  Verlags- 
Comptoir.    186&    8. 

Diese  Schrift  enthält  eine  recht  gute,    gans  elementar  gehal- 
tene theoretische    Begründung'  des    axonometrischen   ZetchaeBS, 
wormter  man  bekanntlich  im  Allgemeinen  die  Darstellung  eines 
Ranmgebildes   auf  einer  Ebene   oder  Tafel  versteht,    frenn  maii 
die  Punkte  des  Raums  auf  drei  rechtwinklige  Axen  bezieht  und 
mittelst  ihrer  Coordinaten  ihre  Lage   im  Räume   bestimmt,   das 
Auge  in  eine  unendliche  Entfernung  von  der  Tafel  versetzt  oder^ 
was  eigentlich  dasselbe  ist,  das  betreffende  Raumgebilde  ortho- 
graphisch auf  die  Tafel  projicirt,    und  die  Zeichnung. dieser  Pro- 
Jection  auf  der  Tafel,    unter  der  Voraussetzung,    dass  die  wirk- 
lichen Coordinaten   der  zu  entwerfenden  Punkte  vorher  gemessen 
worden  sind,  mit  Hölfe  dreier  von  einem  Punkte  ausgebender,  in 
jedem    einzelnen   Falle   besonders  zu    bestimmender  Linien  oder 
Axen,  welche  die  Projectionen  der  wirklichen  Coordinatenaxen  im 
Räume  auf  der  Tafel  sind,    ausführt,    welcher  letztere  Umstand 
namentlich  Veranlassung  gegeben  hat,  dieser  Art  der  graphischen 
DaTstellofig  Ton   Gegenständen    dreier   Dimensionen    den    Namen 
„axen  0  metrisch  es   ZeTchnen''   beizulegen.     In  der  Vorrede 
sagt  der  Herr  Verfasser,  —  und  hat  demgeroäss  auch  seine  Schrift 
verfasst,    —  dass  er  entschieden  der  Ansicht  sei,    dass    die 
Probleme  der  Axonometrie   Probleme  der  Geometrie  seien,    auf 
welche  die  Rechnung  nur  dann  anzuwenden  ist,  wenn  ihre  Auf- 
lösung auf  geometrischem  Wege  —  d.h.  durch  planimetrische  Con- 
etmctionen  —  nicht  möglich  ist.     Wir   mii^^sen   gestehen,    dass 
wir  diese  Ansicht  nicht  vollkommen  theilen    können.     Denn   die 
der  ganzen  Operation  zu  Grunde  «u  legenden  Data  werden  durch 
uomitielbare  Messung  gewonnen  und  sind  demzufolge  in  einem 
gewissen  bestimmten  Maasse  ausgedruckt,  in  Zahlen,  also  nicht 
als  wirkliche  geometrische  Linien,    wie  bei   den  Problemen  der 
reineo  Geometrie,  gegeben,  wodurch  doch  jedenfalls  ein  wesent- 
licber  Unterschied  bedingt  wird,    und   es  uns  daher  immer  weit 
sweckmftssiger  erscheinen  will,  mittelst  möglichst  einfacher  For- 
melo  aus  diesen  in  Zahlen  gegebenen  wirklichen  Coordinaten 
die  axonometrischen  Coordinaten  mit  aller  durch  die  Rechnung  au 
erreichenden    Genauigkeit    abzuleiten,    nach    einem    bestimmten 
Blaassstabe  auf  die   auf  der    Tafel   vorher  bestimmten,    für   die 
ganze  Zeichnung  als  gegeben  zu  betrachtenden  und  derselben  zu 
Grunde  zu  legenden  projicirten   Axen,   deren  gegenseitige  Lage 
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auch  am  besten  auf  dem  Wege  der  RechnuDg  leicht  und  ndt  «• 
forderlicber  Genauigkeit  ermittelt  wird,  aufzotrageo  und  aas  diciee 
axonometrischen  Coordinaten  dann  die  zu  entwerfenden  Punkte 
durch  die  belcannte  einfache  Construction,  welche  man  in  alln 
Schriften  über  diesen  Gegenstand  findet,  zu  bestimmen.  (Sertde 
durch  ihre  eigen thümlicbe  Natur  scheint  die  von  Farish  erbii* 
dene  azonometrische  Methode  sieb  uns  vorzugsweise  zo  mmi 
gemischten  Anwendung  des  Caiculs  und  der  Construction  sa  ci|* 
Ben  and  darin  eine  besondere  Bürgschaft  für  ihre  Genaoigkdl 
ztt  haben. 

Wir  empfehlen  aber  das  obige  Büchlein  allen  auf  sefaMi 
Titel  genannten  Lehranstalten ,  so  wie  überhaupt  allen  denen, 
welche  auf  leichtem  Wege  sich  eine  Kenntniss  der  in  vielen  Bn- 
siehangen  interessanten  axonometrischen  Darstellungsmethode  er- 
werben wollen,  recht  sehr  zur  Beachtung. 


Krystallographie. 

1.  Sülle  forme  cristalline  di  aicuni  sali  di  Platine 
e  del  Boro  adamantino  per  %ulntin;9  Sella,  Men- 
bro  della  R.  Accademia  delle  scienze.    Torino.  1867.  4^« 

2.  Sülle  forme  cristalline  del  Boro  adamantinn. 
Seconda  Memoria  per  Cfcalntlno  Sella»  etc.  Torine. 
1857.    40. 

3.  Sulla  legge  di  connessione  delle  forme  cristal- 
line di  una  stessa  sostanza,  per  %aintlno  Seil»»  ete. 
Torino.  1856.    S^. 

Herr  Professor  Quintino  Sella  in  Turin,  der  unseren 
Lesern  schon  aus  seiner  im  Lite  rar.  Ber.  Nr.  CX.  S.  4.  ange* 
zeigten  schiinen ,  auch ,  wie  wir  zu  unserer  Freude  gesehen  haben» 
nach  unserem  a.  a.  O.  aus8:esprochenen  Wunsche  in's  Deutsche 
fibersetzten*)  Schrill  über  die  verschiedenen  Arten  Aes  geometri- 
schen Zeichnens  (Sui  principii  geometrici  de  Disegno), 
insbesondere  ober  die  axonometrischen  Darstellungen,  von  der 
vorthellhaftesten  Seite  bekannt  ist,  hat  neuerlich  die  drei  obigen 
krystallographiscben  Abhandlungen  veruffentiicht,  welche  wegen 
ihres  auch  in  mathematischer  Rucksicht  vielfach  interessanten  in* 
halts  jedenfalls  eine  Anzeige  hier  sehr  verdienen,  so  wie  wir  denn 

*)  In  der  tod   Weicbach  n.  ••  w.  heraasgegebenen  Zeitschrift 
für  Ingeoiear- Wiif entchaft. 
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llberiiaupt  der  Krystallographie«  welche  scboo  ganz  eine  mathe- 
matische, namentlich  analytisch -geometrische  Form  angenommen 
bat,  in  unserem  Joarnal  und  insbesondere  unseren  literarischen 
Berichten  eine  grössere  Berficksichtigung  als  bisher  widmen  werden. 

Die  erste  der  drei  obigen  Abhandlungen  beschäftigt  sich 
ledigUch  mit  der  numerischen  Bestimmung  der  krystallographiscben 
Eigenschaften  der  auf  ihrem  Titel  genannten  KOrper  und  enth&lft 
allgemeine  mathematische»  insbesondere  analytisch -geometriseha 
Betrachtungen  und  Untersuchungen  nicht,  scheint  aber  in  erste- 
rer  Beziehung  die  sorgmitigste  Berficksichtigung  zu  verdienen, 
wenn  sie  auch  weniger  in  den  Kreis  dieser  literarischen  Berichte  gehört. 

Dagegen  enthSit  die  zweite  Abhandlung  in  den  beiden  Ihr 
beigefügten  Noten:  Noia  (A).  Sul  cangiaroento  di  assi  in 
un  sistema  cristallino.  p.  30.  und  Nota  {fi),  Sülle  pro* 
prietä  geometriche  di  aicuni  sistemi  cristallini.  p.  37. 
eine  grosse  Anzahl  interessanter  analytisch -geometrischer  Be» 
tracbtungen.  Insbesondere  müssen  wir  gestehen,  dass  die  in  der 
zweiten  Abhandking  gegebene  Darstellung  der  allgemeinen  geo« 
metrischen  Eigenschaften  aller  krystallographiscben  Systeme,  na« 
mentlicb  in  Bezug  auf  die  dabei  auftretenden  rationalen  Verhfilt- 
nisse,  die  auch  mehrfach  selbst  von  den  Resultaten  der  hShereo 
Zablenlehre  oder  der  Theorie  der  Zahlen,  u.  A.  (pag.  45.)  von 
einem  interessanten,  von  Herrn  Genocchi  gelösten  Problem*), 
Gebrauch  macht,  zu  dem  Besten  gebort,  was  über  diesen 
G^enstand  gelesen  zu  haben  wir  uns  erinnern,  weshalb  wir 
auch  dieser  Note  wpbl  eine  deutsche  Uebersetzung  wünschen 
mochten.  Wir  selbst  werden  von  derselben  bei  einer  später  in 
diesem  Archive  zu  veröffentlichenden  Abhandlung  Ober  das  All- 
gemeinste in  der  mathematischen  Krystallographie  gewissenhaft 

*)  Risolvere  con  nameri  intieri  le  seguenti  eqaazioni,  nelle  qnali 
a,  b^  e  sono  numeri  intieri  moltiplicabili  o  diTisiliili  Uulatamente  psr 
ogoi  qoadrato,   e  tutti  atsieme  per  qaalunqae  fattore: 

a  ö  c  » 

«a:'+wr'+«»'=o,  x'x^+p'p^i-z'x"  =0,   x''x+p''p^%'^%z=zO. 

Siaroo  debitori  della  lolazione  di  qnesto  interessante  problema  di  ana- 
llai  ad  an  nottro  Talente  Geonaetni  alF  Att.  Genoeehi.  Egli  trova, 
che  onde  X,  p,  z;  x' ,  p' ,  z' \  x" ,  p" ,  z"  «iano  Intieri,  h  necessario, 
e  basta,  cbe  si  potsano  trovare  tre  numeri  intieri  tr,  r,  /,  che  rendane 
faitlerl  i  qaosienti 

ü^-\-ab      v^-y-be      t*+ca 


,     , 


OTvero  lo  altre  parole,    ehe  tomano  allo  eteMs.    II  prodotto  negativ« 
di  das  qoaimi^ae  dei  nameri  a^ö^e  deve  eaaere  residao  qaadratieo  de  teraa. 
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Gebrauch  machen,   so  wie  auch  von  der  Nota  (A)  «ad  der  M- 
genden  Abhandlung. 

Die  dritte  Abhandlung  gehurt  ganz  zur  allgemeinen  matb^ 
itiatischen  Krystatlographle  und  niuss  gleichfalls  der  BeaehttBg 
unserer  Leser  sehr  empfohlen  nerdea»  Wir  heben  ans  derseften 
▼ontogsH-eise  die  folgenden  8ätze  hervor,  die  wir,  vm  nns  fw 
jedem  Missverständnisse  zu  wahren,  ganz  mit  den  Worten  im 
Herrn  Verfassers  geben:  I^  legge  degli  assi  sl  pno  eompas* 
diare  como  segue:  Date  tutie  le  forme  cristaliine  di  umn  totitmia 
suppoite  convenimlemenie  orimtaie ,  ie  ti  assumono  per  aui  h 
mtersezioni  di  ire,  o  piü  faecie  qualunque^  due  nUrt  faccit 
quoUioii  del  sixtema  cristaUino  tafflieranno  ciascuno  dei  sed- 
deiti  asii  a  distanze  tali  da  IIa  loro  comune  origine»  che  U  /ero 
quoxiente  9turä  in  nn  repporto  rationale  ai  quoiienti  deUe  di' 
stanze  analoghe  mi$uraie  sotnT  ciascuno  degli  altri  assi.    (pA) 

Ogni  faceia  del  oristallo  e  parallela  a  due  o  piu  spipoK  fi> 
esisieniit  o  passibili  nel  cristallo,    (p.  10.) 

Abbiasi  un  elissoide  di  cui  sono  diometri  coniugaii  tre  sp^ 
goH  del  cristallo  Ivnitati  in  lunghezza  da  un  quarta  facda  dd 
tnedesimo,  ogni  faceia  possibile  sarä  parallela  al  piano  diame- 
trale coniugato  ad  nn  diametro  parallela  ad  una  xona  possOik, 
ed  inversamente  ogni  zona  possibile  sarä  parallela  al  diametro 
eoniuqato  ad  un  piano  diametrale  pnrallelo  ad  un  facda  possUdk. 

(p.  li) 

Möge  das  Obige  geeignet  sein,  die  allgemeine  Aufmerksam- 
keit auf  diese  neuen  verdienstlichen  Arbeiten  des  Herrn  Verfas- 
ser« zu  lenken.  G. 

Physik. 

Mathematische  Aufgaben  aus  der  Physik  nebst 
Auflösungen.  Zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstal- 
ten und  zum  Selbstunterricht  bearbeitet  von  Emil  Kabli 
Lieutenant  der  Artillerie  und  Lehrer  der  Phvsik  uod 
Chemie  an  der  Königlichen  Kriegsschule  zu  Dresden* 
1.  Tbeilt  Aufgaben.  ^  11.  Theil:  Auflosungen.  Mit  ia 
den  Text  gedruckten  Holzschn.  Leipzig.  Teubner.  18S7.& 

Diese  neue  Sammlung  physikalischer  Aufgaben  reihet  sicli 
den  froheren  Sammlungen  dieser  Art  von  Fliedner,  Bary  (roa 
Korschel  übersetzt)  in  würdigster  Weise  an,  und  unterscheidat 
sich  von  denselben  durch  eine  noch  weiter  gehende  Anwendu^ 
sowohl  der  Mathematik  überhaupt,  ab  aueh,  indaai  em  nimmtfr^ 
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«inen  darchgreifendtn  Gebrauch  von  der  Differential-  und  Int« 
gralrechnung  in  allen  Fftllen,  wo  dieselbe  ertorderlieh  und  bequem 
i«t»  macht  ond  snläe«t«  Schoo  dieaer  letatere  Umatand  seigt.  daaa 
hier  von  einem  eigentlichen  Schulbuche,  d.  h.  von  einer  f&r  Gym^ 
naaien,  Realachulen,  u.  a.  w.  beatimmten  Aufgaben -Sammlung  nicht 
die  Rede  aein  kann;  und  so  aehr  wir  die  Anwendung  der  aoge- 
nannten  höheren  Anaiyaia  bei  einem  für  aolcbe  Anatalten  beatimm- 
ten Buche  tadeln  uifrden»  ao  aehr  hilligen  wir  dieselbe  hei  einem 
iiucbe,  welchea  wie  daa  vorliegende  zweifelsohne  Torzugaweiae 
fiir  aolcbe  Lehranstalten  wie  Kriegsschulen,  polytechnische,  höhere 
Gewerbschulen  u.  a.  w.  bestimmt  ist,  auf  denen  die  höhere  Ana- 
iyaia einen  wesentlichen  Bestandtheil  des  gesaniniten  matheniati- 
sehen  Unterricbta  auaniacht.  Im  Interesse  dieser  letzteren  Lehr- 
anatalten  haben  wir  daher  auch  das  vorliegende  .Buch,  welche« 
wir  in  den  meisten  Beziehungen  für  vollkommen  zweckentsprechend, 
d.  h.  namentlich  in  einer  sehr  richtigen  Mitte  zwiachen  eigent- 
licher Phyaik  und  sogenannter  angewandter  ]\latbematik  sich  be- 
wegend, halten,  mit  besondere>x  Freude  begrusat,  und  wfinschen 
der  Königlich  Sächsischen  Kriegsschule  aufrichtig  GlOck  zu  einem 
so  mathematisch  gebildeten  Lehrer  der  Physik,  wie  der  Herr  Ver- 
fasser dieses  Buches  ist.  Aber  auch,  abgeaehen  von  den  obenge* 
nannten  beeonderen  Lehransfalten,  begrfisaen  wir  jedes,  und  also 
auch  dieses  Buch  mit  besonderer  Freude«  welche»  In  der  Physik 
Her  Anwendung  der  Mathematik  ihr  wohl  begründetes  Recht  sichert« 
da  wir  jeden  phyaikaliaehen  Unterricht  Air  verfehlt  halten,  welcher 
nicht  vorzugsweise  ein  mathematisches,  durch  die  Natur  def 
betreffenden  Lehranstalt  natiirlich  gehörig  bekränztes  Gepräge 
trägt«  Wie  man  aber  namentlich  auf  vielen  Universitäten ,  wo  die 
Phyaik  leider  nnr  zu  oft  blof^s  im  Dienste  der  Medicin  steht,  aicb 
bei  den  betreffenden  Vorlesungen  jetzt  noch  der  Anwendung  der 
Mathematik  ganz  entschlagen  kann,  ist  nna  noch  unbegreiflicher 
als  bisher  geworden,  als  uns  vor  Kurzem  Behufs  einiger  von  und 
zu  gebenden  mathematischen  Crläuternngen  die  uns  bisher  unbe- 
kannt gebliebenen  neueaten  Lehrbucher  der  anatomischen  Physiolo- 
gie  von  Don  der  s  und  Anderen  vorgelegt  wurden,  in  denen  wir  so 
unserer  Freude  in  vielen  Partieen  eine  sehrdurchgreifende  Anwendung 
der  durch  die  mathematische  Analysis  begründeten  Mechanik  fanden. 

Nochmals  heissen  wir  also  auch  diese,  eine  sehr  umsichtige 
Auswahl  lehrreicher  Anfgabcn  nebst  ihren  davon  zweckmässig 
gesonderten  Auflösungen  enthaltende,  auch  äosserlich  trefflieh 
aasgestattete  Sammlung  willkommen,  und  schliessen  mit  der  fol- 
genden Angabe  Ihres  Hauptinhalts: 

Erste  Abtheilung.  Mechanische  Naturlehre.  —  Zweite 
Abtheiinng.  Akustik.  —  Dritte  Abtheilnng.  Optik.  —  Vierte 
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Abtheilung.    Wärme.  —  Fünfte  Abtheilung.    Magnetimn«. 
—  Sechste  Abtheilung.    Elektricität. 

Eine  genauere  Einsicht  in  das  Tollständige  InhaltsverzeichaiM 
selbst  wird  einen  Jeden  auf  der  Stelle  voii  der  Reich haitigkeit 
und  der  möglichst  gleichmässigen  Berficksichtigung  aller  Partieen 
der  Physik,  indem  auch  der  praktischen  Anwendung»  besonden 
in  der  Mechanik,  gehörig  Rechnung  getragen  worden  ist,  flbcf- 
sengen,  so  dass  wir  dem  Buche  zum  Schlüsse  nur  noch  reckt 
▼lelfache  Verbreitung  wOnschen  kennen. 


Vermischte  Sckriften. 

Annali  di  scienze  niatematiche  e  fisiche,  compilati 
da  Barnaba  Tortolini.    (S.  Liter.  Ber.  Nr.  CXVIII.  p.  7.) 

Agosto  1857.  Intorno  ad  una  somroa  di  derivate  siiccemve. 
Nota  del  sig.  Angelo  Genocchi.  p.  289.  —  Intorno  ad  alcone 
proprieta  delle  superficie  a  linee  di  curvatura  piane  o  sfeHcke. 
Nota  del  sig.  prof.  F.  Brioschi.  p.  297.  —  Intorno  ad  alcviii 
teoremi  di  Dupin.  Nota  del  sig.  prof.  Delfino  CodazzL  (Coo- 
tlnuerä.)    p.  309. 


Wir  freuen  uns  sehr,  im  Folgenden  schon  den  Inhalt  der  mif 
▼orliegenden  ersten  Nummer  der  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXVIIL 
angekündigten  „Annall  di  Materoatica  pura  ed  applicatt, 
pubblicati  da  B.  Tortolini,  e  compilati  da  E.  Betti  a 
Pisa,  F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Tor- 
tolini a  Roma''  unseren  Lesern  mittheilen  zu  können: 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  pubbli- 
cati da  Barnaba  Tortolini,  e  compilati  da  E.  Betti  a 
Pisa,  F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino, 
B.  Tortolini  a  Roma.    4^. 

N^  1.  (Genn.  o  Febbr.  1858.)  Ayvim  dei  CompiUtori.  pag.  V. — 
L'Editore  .1  chi  legge,  p.  VII.  —  Sopra  l'Equazioni  «Igebrichc  con  pia 
incoguite.  Memoria  del  Prof.  Eitrico  Betti.  p.  1.  —  Sullo  iTÜappo  di 
nn  determinanle.  Nota  del  Prof.  Francesco  Brioschi.  p.  9.  —  Sollt 
foDzioni  Abeliane  compleie  di  prima  e  seconda  specie.  Memoria  del  Prof. 
F.  Brioschi.  p«  18.  —  Sopra  alcune  proprieta  delle  fansioni  Abeliaoe. 
Memoria  dei  Prof.  F.  Brioschi.  p.  20.  —  Sopra  uoa  costrazione  del  tco* 
rema  di  Abel.     Nota  del  Prof.  Angelo  Genocchi.     p.  33. 

Rivista  bibliografica.  Snllo  sviluppo  delle  funxioni  Jacobiao« 
•oeondo  le  potence  ascendenti  delP  argomento.  Articolo  del  Prof.  F.  Bri- 
otohi.  p.  41.  — -  Intorno  ad  un  teorema  del  Sig.  Borchardt.  Articolo  ^1 
Frof.  F.  Brioschi.  p.  43.  —  Sopra  un  opera  del  Sig.  D.  Richard! 
Baltxor  totto  il  titolo  „Theorie  und  Anwendung  der  Dotermi- 
mnteB.*'  Articolo  del  Sig.  Dr.  Feiice  Casorati.  p.  46.  -^  Sopra  wu 
Memoria  del  Prof.  Oitayiano  Fabrizio  Mossotti  sotio  il  titolo 
^NnOTa  teoria  degli  stromenti  ottici.'*  OsserYozioni  del  Prof. 
Francoaco  Cattaaeo.  p.48.  —  Pnbblicaxioni  recenti.  p.  56. 
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Literarischer  Bericht 


cxx. 


Arithmetik. 

Welchen  npecielleD  Werth  voo  (1 -fa -f  6t)^4-M  gibt 
die  Biäoniialreihe,  welchen  die  logarithmieche  Reihe 
fOr  leg(l -f  a-|-6t),  und  gegen  welche  (rrenseo  bin  con- 

J  für  y=«?    Von 

W.  Den  zier.     (Au8    den    Mittheilungen   der  natorroreehanden 
(«eeeHschaft  su  Zürich  besondeii  abgedruckt). 

Auf  8. 1.  spricht  der  Herr  Verfasser  über  diese  Ahhandipng 
sich  folgendermassen  aus:  „Schon  in  Nro.  114.  der  Zurichc|r  Mit* 
th^ougen  haben  wir  die  Behauptung  ausgesprochen,  dass  die 
liinomialreihe  fiir  {\•\^a■\^bi)^^^^^  in.  säromtlichen  Fällen  ihrer. 
Convergenz  den  speciellen  Werth  o(' +ö+^0*"*"*"'  ^^w  (l+a+6t)H*i', 
darbietet.  Wir  wollen  nun  zunächst  im  Folgenden  die  Wahrheit 
dieser  Behauptung  darzethun  versuchen,  end  hierbei  die  im  Gan-' 
%en  klassische  Arbeit  des  fQr  die  mathematischen  Wissenschaften 
viel  Bi  frohe  verstorlienen  Abel,  die  sich  im  Journal  von 
Grelle.  Bd.  L  ^r. 29.  abgedruckt  findet,  zo  Grunde  legen.  Die»e 
ArbeK  gibt  zwar  ein  Resultat,  das  nur  in  einem  einzigen  Falle 
unrichtig  ist;  aber  die  Begründung  scheint  uns  schon  In  den 
ersten  ehileitenden  Sätzen,  die  sich  auf  die  bedeutendste  Scbwie* 
rigkelt  des  ganzen  Beweises  bezieheir,  auf  einem  für  das  Nach- 
folgende wesentlichem  Irrthum  zu  beruhen.  Wir  werden  es  nicht 
unterlassen^  im  Folgenden  das  uns  im  AbeTschen  Beweise  vor- 
züglich irrthümlich  Scheinende  ausführlich  zu  besprechen". 

Die  vorliegende  Abhandlung  des  Herrn  Denzler  in  Küsnaeii 
b^  Zfirkb  ist  zwar  schon  1855  gesehrieben*),  ist  uns  jedoch  erst 
jetet  t»ekamit  geworden.  Da  sie  aber  auf  die,  Air  die  gesammte 
neuere   Analysls   so   engemein    wichtige   Abhandlong  von  Abel 


*)  Wenigsten«  ist  sie  „den  15.  November  1865*'  oDterselchnel. 
Tlil.XXX?Hfi.4.  4 
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Über  das  Binomial  -  Theorem  Bezug  nimmt  und    darin  IrrtUner 
aufzudecken  und  zu  berichtigen  sucht:    80  scheint  es  uns  jede» 
falls  von  Wichtigkeit,  auf  dieselbe  hier  auch  jetzt  noch  aofiMck- 
sam  zu  machen.    Wir  mGssen  uns  aber  mit  der  blossen  Anze^ 
ihrer  Existent  begoflgen;  denn  wo  es  sich  um  eise  Arbeit  eiMi 
Abel  handelt,  können  und  dürfen  diese  nur  kurze Nofisen  gebet 
sollenden  literarischen  Berichte  sich  nicht  aumaassen»  in  koriM 
Worten  und  ohne  sorgfältigste  Begründung  ein  Urtheil  darüber  abn- 
geben,  auf  welcher  Seite  das  Richtige  liegt.  So  viel  aber  k5nnen  irir 
sagen»  dass  Herr  Den  zier  sich  von  Neuem  in  dieser  Abhandhng 
als  einen  Mann  bekundet«  welcher  in  der  Analysis  wirklieh  eifnf( 
nach  Wahrheit  suchet  und  ringet,   und  sich  nicht  wie  die 
Verfasser  vieler  neueren  Lehrbücher,  auch  selbst  monograpUsciber 
Abhandlangen,  mit  den  oberflächlichsten,  unrichtigsten,  jetzt  als 
ganz  antiquirt  zu  betrachtenden  Vorstellungswelsen  begoiget  nd 
bei  denselben   beruhiget,  welches  Letztere  freilich  eine  seh?  be- 
queme Manier  ist,  von  uns  aber  immer  eben  so  sehr  von  Neuem 
getadelt  und  bekSropft  werden  wird,  wie  wir  ein  solche«  Bestrebea 
wie  das   des  Verfassers  der  vorliegenden  Abhandlang,  der  sich 
zugleich  überall  als  einen  Kenner  der  neueren  strengen  Analysii 
und  einen  eifrigen  Anhänger  derselben  zeigt,  stets  in  der  freudig- 
sten Weise  lobend  anerkennen  werden.   Müge  daher  diese  Abhand- 
lung die  verdiente  Beachtung  finden! 


Geometrie. 

Lehrbuch  der  Geometrie  zum  Gebrauche  an  höhe- 
ren  Lehranstalten.  Von  Ür.  Eduard  Ueis»  Profefsor 
der  Mathematik  an  der  Königlichen  Akademie  zu  Hflo- 
ster,und  Thomas  Joseph  Eschweiler,  Üirector  der  höhe- 
ren Bürgersehale  zu  Köln.  Zweite  verbesserte  aed 
vermehrte  Auflage.  Erster  Theil.  Planimetrie.  K«^1b. 
Du  Mont-Schauberg.     1858.    8. 


-  »•> 


Wir  haben  die  erste  Auflage  (1855)  dieses  Li^hrbuches  der 
Geometrie,  aus  welchem  der,  welcher  es  sorgßiltig  studirt,  eisen 
reichen  Schatz  geometrischer  Kenntnisse  schupfen  und  eine  wAx 
tüchtige  üebung  in  dieser  Königin  der  mathematischei^  Wissen- 
schuft  sich  erwerben  kann,  das  auch  zugleich  durch  nicht  wenige 
den  tlerrn  Verfassern  eigentbüroliche  Beweise  und  Aufldsungea  sidi 
auszeichnet,  schon  im  Literar.- Ber.  Nr.  XCV.  8.  L  als  eins  der 
vorzüglichsten  neueren  geometrischen  Lehrbücher  empfohlen.  Der 
beste  Beweis  für   die  Richtigkeit   unsers  Urtheils  ist  gewiss  die 
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vorliaf^nde»  schon  nach  etwa  drei  Jahren  nothig  gewordene  ueue 
Anflage,  die  wir  daher  unseren  Lesern  von  Neuem  zur  aorgflU- 
tigslen  BaachUing  dringend  ans  Hers  legen.  Nach  der  Angabe  der 
Herrn  Verfasser  selbst  hat  dieselbe  zwar  Berichtigungen  sinn- 
stOrender  Druckfehler  und  verschiedene  Zusätze  erhalten,  aber 
wesentliche  YerSnderungen  in  keiner  Weise  erfahren»  was  auch 
bei  der  unzweifelhaften  Gfite  des  Buches  nicht  nGthig  war.  Des- 
halb kSnnen  wir  uns  im  Üebrigen  auf  unsere  frOhere  Anzeige  be- 
ziehen. Indem  wir  das  dort  Gesagte  auch  jetzt  noch  vollkommen 
unterschreiben»  und  den  Herrn  Verfassern  nur  noch  zu  dieser 
ausgezeichneten  Arbeit»  die  dem  Schulunterrichte  gewiss  we- 
sentlichen Nutzen  bringen  wird  und  schon  gebracht  hat,  so  wie 
den  preussischen  Lehranstalten  zu  solchen  trefflichen  Lehrern  auf- 
richtigst Glilck  wQnschen. 

Geometrische  Betrachtung  über  die  Brennpunkts* 
und  Mittelpunktskreise  der  Kegelschnitte.  Von  Hell« 
M'ig,  Oberlehrer  an  der  Kealscbole  zu  Erfurt  (Pro- 
gramm der  Kealscbule  su  Erfurt  von  Ostern  1858). 
Erfurt.    1868.    4. 

Wir  empfehlen  dieses  Programm»  in  welchem  der  Herr  Ver- 
fasser» von  der  gewubnlichen  Definition  der  Kegelschnitte  ausge- 
hend» theils  eine  Reihe  neuer  bemerkenswerther  Beziehungen» 
theils  auch  mehrere  bekannte  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  in 
eigenthfimlicher  Weise  elementar  entwickelt»  der  Aufroersamkeit 
und  Beachtung  unserer  Leser  recht  sehr.  Auch  darf  sich  der 
Herausgeber  des  Archivs  wohl  erlauben»  dem  Herrn  Verfasser 
dafSr  zu  danken»  dass  er  den  von  ihm  in  der  Abhandlung  Nr.H. 
in  diesem  Theile  des  Archivs  gefundenen  neuen  Sitzen  fiber 
der  Ellipse  ein-  uml  umschriebene  Figuren  seine  Anfmerksam- 
leit  geschenkt»  und  f3r  einige  der  ^betreffenden»  auf  analytischem 
Wege  von  dem  Herausgeber  gefundenen  AusdrQcke  neue  recht 
beachtenswerthe  elementare  Beweise  gegeben  bat  Im  Allgemei- 
nen aber  empfehlen  wir  dieses  Schnl-Programm  wegen  seines  lehr- 
reichen und  mehrfach  interessanten  Inhalts  unsern  Lesern  noch- 
mals recht  sehr  zur  Beachtung. 


Astronomie. 

Die  Sonnen-   und  Mondfinsternisse  in  ihrem  Ver- 
laufe oder  Anleitung»  wie  diese  durch  Rechnung  oder 
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Zeichnoiig  zuermittelhsind.  Allgemein  fv^sltrh  dir 
gestellt  und  darcb  Beivplefe  erifivtert  Tdti  Dr.  Adolp^li 
Drechsler,  Lehrer  der  Mathematik  afi  der  Händel«- 
schale  zo  Dresden.    Dresden.    ]858ii    8. 

Diese  Schrift  hätte  Immerhin  ungedrackt  hlelben  bonneiis  denn 
ihres  Gleichen  giebt  es  schon  mehrere  ältere  und  neaere«    Auch 
enthalten  die  grosseren  ast^onomiscbea  Lehrbücher  —  wir  erinofn 
nur  z.  B.  an  ein  Paar  sehr  vorzägliche  Hflifsmittel,  .nSmlich  iki 
Trait^  eldmentaire  d'Astrouoroie  physiqne  Ten  Biet  in 
den  älteren  und  der  neuesten  noch  niqht  ganz  vollendetep  Ausgabe 
uiyd  an  die    Astronomie  pratique  von  Francoenr»  besoa 
ders  aber  an  den  Aiiriss  der  praktischen  Astronomie  roi 
Sawitschy   durch    dessen    Uebertragung   aus    d^nf    RnsslsdheB 
(Hamburg  185 L)  Herr  Dr.  Götze  sich  so  sehr  verdient gemidie 
hat    —    meistens  viel  bessere    Anleitungen  in   grosserer   Kfirae. 
Von  den  rein  analytischen  Arbeiten  neuerer  Aftrenemeo  Aber  dVe 
Finsternisse  und  Sternbedeckungen  *)  enthält  aatfirli^h  die  vorfie» 
gende  Schrift  gar  Nichte ,  und  dergleichen   Arbeiteii  liegen  (ibe^ 
haupt  wohl  auch  nicht  im  Gesichtskreise  des  Herrn  Verfassen^ 
vrenn  man  wenigstens  aus   dem  ziemlich  veralteten  Standpunkte; 
auf  welchem  er  in  dieser  Schrift  steht,  auf  die   Weite  jenes  Ge- 
sichtskreises einen  Schluss  zu  machen  berechtigt  sein.'8<^L  Indess 
mag  mancher  Liebhaber   der  Astronomie»  dessen  mathematiscbe 
Kenntnisse  nicht  Aber  die  ersten  Anfangsgrflnde  der  Trigonometrie 
hinausgehen,  dem  Herrn  Verfasser  fSr  diese  Schrift  Dank  wissen, 
so  wenig  die  Wissenschaft  an  sich  von  derselben  weitere  Notiz 
nehmen  wird. 


*)  Der  Her^iMpeber  des  ArchivM  darf  «ich  woki  erlaiiben  ^  auf  teiae 
beiden  ausführlichen  analytischen  Abhandlungen  ober  diaaen  Gegeastaad 
au  verweisen,  die  in  den  Denkschriften  der  kaiserltcken  Akt- 
demi«  der  Wissenschaften  in  Wien  nnter  fvlgenden  Titeln  er- 
srhienen  sind  t  Theorie  der  Sonnenfinsternisse,  der  Dnrck- 
gfinge  der  unteren  Planeten  vor  der  Sonne  und  der  Sters- 
bedeckungfn  für  einen  gegebenen  Ort  der  Erde*  Von  J.  A* 
Grunert.  (Denkschriften  der  niathetnat.  -  naturw«  Classf. 
Band  VII.  Wien  1854.  4"^).  und:  Theorie  der  Sonaeaflnstrr- 
nisse,  der  Diirchf^änge  der  unteren  Planeten  vor  der  Sonse 
und  der  Sternbedeckungen  für  die  felrde  überhaupt.  Vsi 
J.  A.  Grunert.  (Denkschriften  der  niutheiii.-naturw.  Cla««c. 
Band  VlIL     Wi^n  1856.    4''). 
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P  h  y  s  1  k. 

Jahresbericht  über  die  Fortschritte  uod  Leistun- 
p;en  im  Gebiete  der  Fotografie,  mit  genauer  Nachwc>* 
8uiig  der  Literatur.  .  1855.^  Von  Karl  Jos.  Kreutzer. 
Wich,    1858.    8. 

Dieser  mit  dem  proi^sten  Fleisne  und  der  grös&tefi  Sorgfalt 
ausgearbeitete  literarische  Jahresbericht  Aber  die  Fortschritte  einer 
der  wichtigsten  neueren  physikalischen*)  Künste  ist  jedenfalls, 
sehr  verdienstlich,  wee^halb  wir  hier  alle,  welche  sich  mit  photo- 
^raphischeo  Arbeiten  beschäftigen  oder  zu  beAchftftigen  beabsich- 
tigen, auf  denselben  aufmerksam  machen.  Nur  die  reichen  litera- 
,  riechen  Hfllfsraittel,  welche  dem  Herrn  Verfasser  in  seiner  Stellung 
hei  der  Bibliothek  des  k.  k.  polytechnischen  Instituts  in  Wien  zu 
Gebote  standen,  konnten  die  Abfassung  desselben  möcMIch  mn- 
chen.  Auf  55  Seiten  ist  eine  so  grosse  Anzahl  einzeTher  Ab-' 
handlungen  aus  den  verschiedensten  Jonrnalen  iind  besonderen 
Schriften  namhaft  gemacht,  deren  Inhalt  und  die  dadurch  libdingten 
Fortschritte  der  Photographie  überall  angegeben  «ind,  däss,  wie 
gesagt,  Niemand,  der  sich  mit  dieser  Kunst  beschlifligt,  dles^'ir 
Bericht  entbehren  kann.  Der  ganze  Bericht  ist  in  die  folgenden 
Hanptabtheilungen  gebracht:  I.  Die  Erzeugung  von  Lichtbil- 
dern und  die  dabei  vprkaronienden  Arbeiten.  '  A.  Foto-'' 
graße  auf  Metall.  —  B.  Fotografie  auf  Papier.  al.I^egativePhpiel^ 
und  Bilder,  b)  Positive  Papiere  und  Bilder,  c)  U^ber  fotbgrafische 
Papiere.  C)  Fotografie  auf  Glas,  a)  Bilder  auf  KoUod,  r  b)  Glas- 
bilder auf  mit  Eiweiss  Aberzogenem  Kollod.  c)  Glasbilder  mit 
Eiweiss,  Kleber,  Leim.  —  D)  Fotografie  :iuf  Elfenbein,  Wachs- 
leinwand, W^acbstafft  und  anderen  Gewehen,  Email,  Porcellan, 
Glas  u.  dgl.  -^  U.  Erzeugung  von  Fotografien  Behufs  der  Verwiei- 
ßUtigung  durch  die  Presse.  -^>  .111.  Anwendungen  der  Fotogrfifie. 
-^  IV.  Apparate,  Instrumente»  Vorrichtungen.  —  V.  Fisikaliacht: 
und  chemische  Bemerkungen.  —  VI.  Verschiedenes. -—.  Literatur. 
Ein  sorgfältiges  Register  erleichtert  den  Gebrauch  sehr. 

]Vl5ge  der  Herr  Verfasser  sein   Versprechen,  einen  ftlinlicheii, 
Bericht  fiir  1856  zu  veruffentlichon,  bald  erfiillon. 


Vennischte  Schriften. 

Annali  di  Mathematica  plira  ed  applicata,   pirbbii- 
catl  da  Barnaba  Tortolini,  e  coinpilati  da  E.  Bettl  a  Pl'sb^ 


')  Man  wird  diesen  Autdruck  wnhl  mit  Hettht  grhrHnrhrn  dnrfeii. 
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F.  Rrioschi  a  Pavia,  A.Genocchi  a  Torino,    B.  Tortoliii 
aRoma.    40.    (8.Literar.  ßer.  Nr.  CXIX.  S.  8.) 

No.  2.  (Marzo  e  Aprile  1858)*  Aus  diener  neaen  Nommer 
werden  die  Leser  des  Archivs  das  regeirnftesige  Erscheinen  dief«r 
neuen  trefflieben  mathematischen  Zeitschrift»  irelcher  wir  den  on« 
gestDrtesten  Fortgang ,  und  allen  ihren  hochachtbaren  Herrci 
Herausgebern  die  ungeschwSchteste  Kraft  bei  ihrem  schwierigeB 
unternehmen  von  Herzen  frünschen,  ersehen.  Der  Inhalt  dieser 
viele  treffliche  AufsStze  enthaltenden  neuen  Nummer  ist  fnigender: 

Nuove  ricerche  relative  alla  sostituzione  lineare  per  la  riifo- 
ztone  delle  funzioni  ellittiche  di  prima  specie»  de!  Prof.  Baroiba 
Tortolini.  p.  57.  —  Memoire  sur  la  probabilit^  des  errenrs  daos 
la  somme,    ou  dans  la  moyenne  de  plusieurs  obserrations  pv  le 
P.M.  Jullien  S.  J.  p.  76.  —  Intorno  alla  questione:  riportare  ib 
una  superficie*  plana,  o  sferica  una  figura  situata  in  una  superficte 
qualunque  di  rivoinzione  talmente  che  le  parti  dell*  imagine,  e 
dellu  figura  abbiano  le  aree  in  rapporto  costante.     Memoria  dd 
Prof.  Delfino  Codazzi.    p.  89.  —  Note  relative  a  la  constmc- 
tion  de  diverses  courbes  a  3.  points  multiples  des  degr^  sup^ 
rieurs,  et  th^oröme  relatif  ^  ces  courbes.    Par  E.  de  Jonquieres. 
p«  ILO.  —  Note   relative  a  une  courhe  du  sixieme   ordre  qui  se 
präsente  en  Astronomie.    Par  E.  de  Jonquieres.  p.  110.  —  Di- 
mostrai^Q.ae  di  una  formola  di  Jacobi.    Nota  del  Prof.  Francesco 
Brioschi«    p.  117. 

RfTlsta  bfbifoirraficii.  Intorno  ad  una  formola  di 
Integrali  definiti.  Articolo  del  Prof.  F.  Brioschi.  p.  119.  —  Sopra 
una  Memoria  del  Prof.  Ottaviano  Fabrizio  Mossotti  sotto 
il  titolo  »,Noova  teoria  degli  stromenti  ottici.**  Osservazioni  del 
Prof.  Francesco  Cattaneo.  (Continus zione.)  p.  120.  —  Sopra 
un'  opera  del  Sis:.  Dr.  Georg  Karl  Christian  v.  Standt  sotto 
il  titolo:  „Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage.''  Articolo  del  Prof. 
Luigi  Cremona.    p.  125. 

Soggetti  per  prenij  proposti  dall'  accademia  delle  Scienze  di 
Parigi.  p.  12  *.  —  Pubblieazioni  recenti. 


Annali  di  scienze  matematiche  e  fisiche,  compilati 
da  Barnaba  Tortolini.    (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXIX.  S.  8.) 

.  S.ettembre  1857.  Intorno  ad  aicuni  teoremi  di  Dupin,  Noti 
del  Sig.  prof.  Delfino  Codazzi.  (Coot.  e  finje.)  p.  321.  -*  Cri- 
stophe  Rudolf.  Articie  de  M.  Terquem.  p.  325.  —  DImostn- 
xione  dell'  ultimo  teorcma  dl  Fermat.    Nota  del  prof.  Luigi  Tal- 
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zofnri.  p.  339.  —  Intorno  alle  soperficie  le  qaall  banno  eostante 
il  prodotto  de'  doe  rag^i  di  carvatora.  Nota  de!  prof.  Delfino 
Codaz2i.  p.  346.  —  Ricerche  analitiche  sulle  curve  coniche 
circourritte  ad  an  triangolo.    DI  Barnaba  Tortolioi.    p«366« 

Dieses  Jouroal  wird  nur  bis  zum  Ende  dea  Jahrgangs  1857 
fortgesetzt»  wo  dann  bloss  die  vorber  angezeigten  Annali  dl 
iVlateinatica  pura  ed  applicata,  welche  schon  von  Anfang 
1858  an  erscheinen ,  an  dessen  Stelle  tritt.  Wie  viele  Mühe  mass 
al>er  Herrn  Tortolial  jetat  die  Redaction  dieser  beide«  Jour- 
nale anf  Ein  Mal  machen^  und  wie  sehr  verdient  er  dafür  den 
Dank  der  Wissenschaft! 


MittheiliingtMi  der  naturforschenden  Gesellschuft 
In  Bern.  Nr.  385-407.   (Vergl.  Literar.  Her.  Nr.  CXVI.  8. 15.) 

Hermann  Kinkelin»  Die  Fundamentulgldchungen  der  Func- 
tion I\:v).    Nr.  385  und  386.     S.  1. 

F.  A.  Flockiger,  Bemerkungen  und  Versuche  über  Oaono- 
metrie.    Nr.  387.    8.  17. 

M.  Hipp,  Ueber  eine  neue  Anwendung  der  Elektricilät  (B^ 
zieht  sich  auf  eine  mangelhaft  isolirte  unterseeische  Telegraphen- 
leitung und  scheint  allerdings  HOr  die  technische  Telegraphie  von 
Bedeutung  su  sein ,  weshalb  wir  auf  diesen  Aufsatz  aufmerksam 
machen.)    Nr.  391— 303.    8.  66. 

C.  Brunner,  Ueber  Darstellung  und  Eigenschaften  des  Mau- 
gans.   Nr.  3O4--306.    S.  73. 

Koch,  Meteorologische  Beobachtungen  in  Bern,  Burgdorf  und 
Saanen  ini  8ommer  und  Herbst  1856.  Nr.  394—396.  '8.  82.  - 
Diese  Beobachtungen  reichen  bis  November  1856  und  sind  fortge- 
setzt vom  December  1856  bis  Mai  1857  in  Nr.  401  -  4U3.    8.  141. 

H.  Wolf,  Auszug  aus  dem  Chronicon  Bernensi  Abrahanii 
Musculi  ah  Anno  1581  ad  Aimum  1587.  Nr.  397 -39a  8.  107. 
(Enthält  verschiedene  meteorologische  und  andere  Aufzeichnungen 
über  Erdbeben  u.  dergl.) 

W.  B  e  e  t  z  9  Ueber  die  elektromagnetische  Wirkung  Volta'scher 
Ströme  verschiedener  Quellen.    Nr.  399—400.    8.  113. 

Em.  8chinz,  Ueber  das  Polar -Planimeter  von  Prof.  Ams- 
ler  in  8chaffhausen.  Nr.  404-407.  8.  153.  (Je  mehr  die  Ver- 
breitung und  der  allgemeinere  Cüebrauch  des  Anisler 'sehen  Pia- 
nimeters  zu  wQnschen  ist,  desto  dankenswerther  ist  diese»  gegenOber 


^^  Utentfisehtr  Bericht  CAX. 

der  von  Herrn  Amtier  nelbat  In  «einer  Schrift:  ,^[Jeber  ne- 
chaniechQ  BeKtimniun^  des  FUcheninhalte,  der  stati* 
sehen  Momente  und  der  Trägheitsmonieote  ebener 
Figuren,  intbes.ondere  dber  einen  neaeip  Planimeter, 
Schafrbaiiseny  A.  Beck  und  8obn"  gegebenen  eleganten,  in 
wenigen  Schritten  zum  Ziele  HSbrenden  Theorie  ganz  elementar 
gehaltene  Theorie  des  enipfehlenswerthen  Instminents.) 

Pretsaif%Bben   der  Akademie   der  WiBsenschaften  m 

Paris. 

Perfectionner  en  quelque  point  important  la  th^o- 
ric  geometrique  des  polyedres. 

• 

(Le  priz  consistera  an  une  m^daille  d'or  de  la  valeur  de 
trois  mille  Francs.  Lee  Mämoires  destines  au  concoor« 
devrout  ^tre  remis,  Tranes  de  port,  ao  S^retariat  de 
rinstitut  avant  le  l^  Juillet  1861.) 

Quels  peuvent  iire  les  nombres  de  valeors  des 
fonctions  bien  d^finies  qui  contiennent  un  nombre 
donn^  de  lettres,  et  commenl  pent-on  former  les  fonr- 
tions  poar  le>sqveMes  ildziste  nn  norobre.  donni^  de 
Taiears? 

(Sans  exiger  des  concurrents  une  Solution  compl^te,  qiii 
serait  sans  doute  bien  difßcile,  TAcad^mie  pourra  accor- 
der  le  prix  (niedaille  d'or  de  la  valeur  de  troin  mille 
francs)  ä  l'auteur  d'un  >lemoire  qui  ferait  fiiire  un  pro- 
gr^s  notable  k  cette  th^rie.  Les  IVi^moire^  devront  etre 
remis  avant  le  l^  Juillet  1860.) 
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